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Conférence n° 13

REFLEXION DES SINGULARITES ANALYTIQUES

par J. SJOSTRAND

I1 s'agit essentiellement du probleme de Dirichlet dans un cy-

lindre Qx R ou chlflest un ouvert a frontiere analytique

2
(6—-2-A Ju € (g x R)
t X
(1) o
Uigx R € u(dax R)

ou u€ 3'(Qx R) est une distribution prolongeable. Les résultats concernant
la propagation des singularités C” sont maintenant a peu pres complets

(voir [4,5) et la bibliographie qui s'y trouve).

Dans le cas des singularités analytiques on sait d'aprés
Anderson [ 1, SKK [7] que les singularités se propagent a 1'intérieur le
long des bicaractéristiques (''rayons'"). D'autre part, d'apres Schapira
[8] on sait qu'une singularité, suivant un rayon qui rencontre le bord
transversalement, sera réfléchi dans le bord comme les singularités c”

(Lax-Nirenberg, Chazarain).

Pour les rayons tangents au bord il apparait une différence
essentielle entre les singularités c” et les singularités analytiques.

Friedlander-Melrose [2] ont étudié 1'opérateur
p

n _2 a2

PN Q@ _ . 1+x ) ~— dans x = 0 ,
2 n 2 n

2 axj ax1

et ils ont trouvé que les singularités analytiques peuvent ''glisser le
long du bord" bien que ceci soit impossible dans ce cas pour les
singularités C”. Géométriquement cet exemple correspond pour O au cas ou

CQ est strictement convexe.

Rauch [ 6] a montré par un argumenttrés simple que pour le pro-
bleme (1), si par exemple u(0,x) = O,-%%(O,x): 6(x-xo), X, € Qs alors

les singularités analytiques pénetrent dans 1'ombre C® par rapport a X, -

Pour formuler notre résultat on remplace (Qx R par une variété



analytique M a bord analytique et O par un opérateur différentiel d'ordre
2 a symbole principal réel ; on suppose que P est de type principal
jusqu'au bord dans le sens de E4]- Alors localement on peut se ramener au

cas

2
P = DXn + R(x,Dx,) » Mo x 20,

ou R(x,Dx,) est de type principal réel. Soit r(x,&') le symbole principal
de R, ro = r(x',0,€'). On décompose : T¥3M\0 = UG U X ou

1
(=]

[ ro>-0 , G:r ’ X r <0 .

Ici X correspond aux points de réflexion transversale et § aux points

ou les bicaractéristiques sont tangents au bord. Dans Gs la convexité de

CM par rapport aux bicaractéristiques se 1lit sur %% (x',0,€'), et en
particulier on introduit Q+}: G par %£-< 0. Pour le'grobléme (1) on a
n

Q+::Q si et seulement si CQ est strictement convexe. C'est uniquement
dans Q+ qu'il y a une différence entre les propagations c” et analytique.

Soit Zb =X UGuU (p—l(O)lx >'0) avec la topologie naturelle, obtenue en
n

identifiant les points de X U { avec les points de p-1(0)|x _ o dui se

projettent sur p. La définition locale suivante, se globalige facilement

Définition : Un rayon analytique est une courbe continue v : I-'Zb (ou

IC R est un intervalle) telle que

1) Si -Y(to) (4 p'-l(O)lx>O alors y est dérivable en t= to et

n

. -2 '3
v'(t,) = Hp(y(to)) « (Iei p = 5+ r(x5')).
2) Si y(to) € ¥ alors y(t) € p—1(0)|xH>O pour t £ t, dans un voisinage de t .

3) Si y(t ) € Gy alors avec v(t) = (x(t),5(t)) on a
v{(t, G Y

—2 -0, 2(x'58") - H

Y (champs hamiltonien de ro) en t= to .

o

(Rappelons de (51 que la définition des rayons ¢ est la méme sauf que 1l'on

a.KLJQ+ dans 2) au lieu de ¥X).

Soit maintenant u€ &' (M), Pu€ G(M). On définit alors
WFba(u) c (T#M\0) U (T#3M\0) comme



WE_ (ul @) U WF Gal ) U WE Gx ul )

ou WFa désigne le spectre singulier analytique. D'apres le théoreme de
Sato on a WF (ulﬁ) c p—l(O) et d'apres le théoreme de Holmgren microlocal
de Schapira [8] on sait que WFba(u) est fermé dans @T*3M\0) U p-1(0) avec
la topologie convenable.

Si

Pu € G(M)
(2)

ul € a(aM)

oM

on sait aussi d'apres [ 8] que WFba(u) c Zb- (La définition de WFb pour

les singularités C  est en effet plus laborieuse ).
Notre résultat est :

Théoreme : Si u vérifie (2) et p € WFba(u), alors il existe un rayon

analytique maximal passant par p et contenu dans WFba(u)-

Pres de Q+, ou les rayons analytiques ne sont pas uniques, on
peut se demander, quelles réunions de rayons qui peuvent etre porteurs
de singularités. Par exemple, si v est un rayon qdi touche Q+ en un seul -
point, est-ce que 1'on peut trouver une solution de (2) avec WFba(u) = Jh(y)?

J'ai bon espoir de pouvoir montrer 1la

Conjecture : Si p= (xé,%é) € G, et v: [-6,6] ~ p—i(O) est la bicaractéris-
tique avec y(0) = (x('),O,%('),O), alors de y(8) £ WFa(ulﬁ) et Y(—é)EWFa(ulﬁ)
on déduit que pQWFba(u)-

Pour le probleme (1) avec CQ convexe ceci dit : pour avoir
une singularité analytique qui glisse le long 3O, il faut partout une
"émission" ou une "absorbtion" de singularités analytiques vers (de)

1'intérieur de Q.

Quelques idées sur la démonstration

Utilisant le résultat géométrique de [5] et les résultats connus
pour la réflexion transversale et la propagation a 1'intérieur, on voit

qu'il suffit de démontrer le résultat suivant



Théoreme : Soit (xé,%é) € T*Rn-i\Oun point ou ro=(L soit
o -1
uec (B+;2'(Rn )) tel que U -0 et Pu sont analytiques. Si pour
n
r , 2
e C LO,E:O], WFba(u) i {(Xa§)62b3 I(X',é')- (xé,%(‘))l < g%, 0s xns 523 = 9,
‘alors exp1;H (x ,€ ) £ WF (u) pour It] < 6 e . Ici e > 0, 6 > 0 sont

indépendants de u et meme de (x ,§ ) si (x 3§ ) reste dans un compact.

Quelques idées sur la démonstration

Rappelons d'abord une démonstration de HUrmander pour la propaga-
tion des singulariteés Cc” a 1'intérieur. Si P est un opérateur de type prin-
cipal réel (autoadjoint pour simplifier), on cherche des opérateurs pseudo-
différentiels autoadjoints Q convenables tels que le commutateur
-—[P Q] soit positif dans la région ou on veut déduire que u est c”. On
controle en effet -I([P Qlu,u) grace a la relation

1 P,Qluyu) = 2 In(Qu,Pu) .

En utilisant des opérateurs d'ordre variable on peut légerement simplifier
la démonstration au prix de perdre 1l'information précise sur la régulariteé
s

H .

Dans le cas analytique, il semble insuffisant de prendre des
opérateurs pseudo-différentiels, il faut des ''symboles'" avec un comporte-
ment exponentiel, c¢'est-a-dire on remplace un symbole q(x,%&) par une

Q(ng)

expression e , ou q essentiellement est d'ordre 1. L'opérateur Q

N - 1
devient alors un 0. I. F. a phase complexe : <x—y,5>-+§7q(x,§)-

Jusqu'a présent on a cependant évité de développer une machinerie
systématique des 0. I. F. de phase complexe dans le cadre analytique (dont
les phases en plus sont de mauvais signe), mais on passe plutot par des

résolutions d'identité (voir [3] pour le cas C )i

Soit X, € R", on écrit a= (ax,ag) € ¢"x ¢" et on considére une fonction
holomorphe ?(x,y,a) définie dans un voisinage complexe conique de

- n c sy .
{(xo,xo,xo)} x R avec les propriétés suivantes :

-

g y @ = 0,

1) Pour x=y = a_ on a ?'=-9' = «a
x ' y
2) @ est homogene de d° 1 en g s

3) 1localement pour x, y, & réels on a

Jm @(x,y,a) = C(IX-axl24-|y-ax|2)



2,1/2

Exemple : @(x,y,a) = <x—y,a§> + i(ag) ((x-ax)2-+(y-ax)24-a(x-ax)(y—ax))

ou a€ €, |al<(2 .

Avec une telle phase on peut ensuite construire un symbole ana-

lytique a d'ordre % tel que dans un voisinage de (xo,xo)

J‘ a(x,y’a)eiq)(x,y,oc)

da = 6(x~y) + w(x,y)
ou w est analytique. On dit alors que na==na(a,y)=z1eﬂpest une résolution

de 1'identité et on écrira
j n do =1 .
a

Si u est une distribution définie pres de X, alors m_u est bien
définie modulo (e”"'%El) pour un £€>0 et on peut montrer (cf. la définition

de Bros-Iagolnitzer) :

(Xosgo) E WFa(ll)

<>
-elagl

anu(x)n 5 = Ole ) pour a dans un voisinage conique
L

de (xo’§0)°

Remarque : Si p(x,E) est un symbole c” et homogene alors (localement)
il existe un opérateur pseudo-différentiel classique de symbole principal
p(x,§) tel que WFa(Pu) c WFa(u). En effet on prend P= fp(a)nada, et on

utilise des estimations assez faciles sur naan .

B

Un2 autre propriété intéressante est que si P est un opérateur

différentiel alors

lrp,x Jda = -d 7 (+O(e_|agl))
it ' a o

~ ~, i
ou T_ = alx,y,a)e

. et 3 est un symbole analytique a valeurs dans les

(2n-1)-formes en «.

Soit maintenant P un opérateur de type principal réel, soit y(x)
une fonction analytique réel définie prés de V ou V est un voisinage d'un

point a . On suppose que HpV < 0, et on pose pour A =1



Ao
X (xg

Ici p est un petit parametre qui dépend entre autre de la distribution u,

vérifiant Pué€ Q.

1 ~
A - = - 1 o
lors i[P’na,K]da ana,h pour une famille convenable ;
iP(x,y,a sAa.)
ﬁ; 5 = A(x,y, A a)e x5 , et on trouve :
9

1 1 A ~ A o
(3) 7(P,QJu= 5 [ PV () AU+ j’veu ‘V(“)xda\v(a)/\na

av (0 ) ,)\. u

Maintenant on choisit V et y de telle maniere que la région 3VN {y= 0} ne

rencontre pas WFa(u). Alors avec P assez petit (mais indépendant de A)

on trouve que le premier terme a droite dans (3) est O(e_SK)

(1)

part on trouve que LV définie par
9

. D'autre

(1) _ ~
na,h da = hda y(a) A na,h
est une famille elliptique dont le symbole principale se comporte comme

’HP(W)‘ Apres un choix convenable de ® on construit ensuite une autre
(2) '

famille na,l

(avec une autre phase) telle que :

3*
2 _ @ (2

—sh)
s A oy g

+ G(e
Alors modulo des termes a décroissance exponentielle on trouve

2 ﬁn(Qhu,Pu) = jvekw(“)\\nf,{ullzda

Puisque Pu est analytique on déduit que
J‘ ekp,w(a)|‘“(2) qu da < C
v OL,?\

ou C est indépendante de A. On pourra ensuite déduire que
WFa(u) nvn {y>0} =9 .

Pour les problemes aux limites on peut encore travailler avec
des résolutions de 1'identité dans les variables x'. Avec des familles

convenables du type :



()

gyl
9 9 n

. . ' '
(X'1Y') = a(J)(X'1Y"xn1“’K)elx@(x Y ’a)

ou ¢ correspond a une résolution de 1'identité dansIRn_1- On pose

7\‘ p e?\@\\’(asxn)(n(l) +TE(2)

Q J

1
- D )da
By a,k,xn a,k,xn X,

Avec A=A B=... etc.. On trouve (supposant pour simplifier

’
a,u,xn,l

que P* = P)

.o

1 a
E{P,Qj = J‘eKuW(A-+B Dx 4—%-CP)da + erreur exponentielle.
n

Pour extraire les racines carrés on travaille modulo P : posant

~
A = exva, ﬁ = exuVB, on trouve des familles

1 1
5 MY shuy
F( = e2 F , E:ez G, ﬁ/'= eMW tel que :

~ ~ ~
(F')"+Dx G"")(F+GDX ) =
n n

~ A ~ o~ ~ ~
= A+BDx + (A+BDx )¥ + HP + PH* + erreur exponentielle

n n

Tenant compte de la condition de Dirichlet et construisant encore une

. ’ . . ~ .
racine carre sur le bord, on finit par controler une expression

J‘ e')\'p‘\y((x,())“n;’s;\ Dxnu(x"O)‘lzz n-1 do +

L“(R" )
+ ‘r “ (i‘-"'+§'1) )u“22 do
\' *n L CRn)

En vertu du théoreme de Holmgren-Schapira on peut ignorer le deuxieme

terme car le premier suffit pour controler WF_(D_ u(x',0)).
n
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