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QUELQUES EXEMPLES D'OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS

LOCALEMENT RESOLUBLES

par

B. HELFFER

INTRODUCTION

Dans cet exposé, nous voudrions montrer comment la méthode
de Melin - Sjost-rafnd [l8j pour construire des paramétrixes pour certaines
classes d'opérateurs de type principal peut être utilisée pour construire
des paramétrixes pour des opérateurs à caractéristiques doubles» Cette
idée est déjà utilisée dans une note de Kucerenko [l5] qui donne des
résultats ne reflétant pas complètement la réalité. Les méthodes que
nous utiliserons ici semblent pour l'instant trop faibles pour comprendre
la propagation des singularités au voisinage d'un point double (nous
espérons que ce n'est qu'un inconvénient provisoire), mais elles permettent
d'aborder des problèmes assez diversifiés : résolubilité locale,
hypoellipticité. La méthode utilisée est simple, on cherche à donner
un sens à la formule :

P-^x.ffe-^dt

ou P est un opérateur pseudo différentiel d'ordre 1. e est construit
comme un opérateur Fourier intégral à phase complexe [ i 7 ] . On sera

» —itPconduit a estimer la norme de e (convenablement modifié par un
2 2régularisant) comme opérateur de L dans L pour donner un sens a 1(<x'

a 1'intégrale*

L'article est organisé comme suit î les § 1 et 2 constituent pour
l'essentiel un Survey des travaux de Melin - Sjostrand [l ? ] [ l 8 ] . On
rappelle au § 1 un minimum sur l3s F . 1 . 0 , à phase complexe et au à 2
les résultats obtenus sur les opérateurs de type principal* Seul
l'exemple (2*3-2) est original» Au § 3 , on expose la méthode générale



dans le cas des caractéristiques doubles, et on énonce un premier
théorème de résolubilité locale (Th.3-3-4)* Au § 4, on donne deux exemples
d'applications» Au §4-vl, on montre comment on retrouve un théorème
classique d'hypoellipticité avec perte d'une dérivée connu sous le nom
de Théorème de Radkevic [ l 6 ] [ l 2 ] . Au § 4 . 2 , on étudie la résolubi-
lité locale cour certains opérateurs à caractéristiques multiples,
l'originalité des démonstrations venant du fait que dans les exemples
considérés, la résolubilité locale résulte d'une étude globale dans le
fibre cotangent. Nous remercions J. Sjostrand qui a bien voulu nous
initier aux Fouriers intégraux à phase complexe.

^ 1. RAPPELS SUR LA METHODE DE MELIN-SJOSTRAND

Nous rappelons ici les résultats de [l8] , une étude paral-
lèle est menée dans [ l 4 ] , [lot par Kucerenko. L'idée générale est de
relier la paramétrixe à droite Q de P (où P est un opérateur pseudo-
différentiel classique d'ordre 1 sur un ouvert X de K11) et la solution
d'un problème d'évolution associé :

( 1 . 1 . ) (D, + P) A, = 0
L L

Vt=0- 1

(nsignifie ici modulo un opérateur régularisant dépendant régulière
ment de t ) .
On a alors formellement comme candidats possibles pour Q :

oo 0
( 1 . 2 ) Q i = i J o ̂  dt ou Q^s-i ̂ \ dt

On doit se poser deux types de question :

( Q . ) l'existence de A pour t S 0 ou t < 0

(Q^) Problème de convergence de l'intégrale.

En ce qui concerne (Q^) disons simplement pour l'instant qu'il est des
cas (cas avec propagation) où l'étude microlocale ne nécessite qu*une
intégration sur un intervalle fini [ o , ï ] . On a cette propriété dans
le cas des opérateurs de type principal.
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En ce qui concerné ( Q ^ ) , A . est cherché ici sous la forme d'un Fourier-
Intégral à phase complexe [ l ? ] . Si le symbole principal p de P est réel,
A , existe pour tout t (sous des hypothèses non essentielles sur p qu'on peut
toujours supposer vérifiées en modifiant p en dehors d'un voisinage du
point considéré), A est alors un Fourier-Intégral à phase réelle [ lû][ 4] .

Si le symbole principal p de P est complexe. A , existe en général
pour t^ 0 , si Imp ̂  0 et pour t ̂  0 si Imp ̂  0.

A est un fourier intégral à phase complexe, associé à une
r^ '^

variété Lagrangienne positive A dans T"X\0 x T"X\a , qui est obtenu

en transportant par le flot $ associé à H ( l 'hamil tonien de p) la

lagrangienne positive initiale A^ = ( x , Ç , y , i i ) Ç T^X\0 x T'^xXo ; x=y,ç='n | .

La positivité de A est assurée pour t ^ 0 par la condition Imp < 0.

Au moins pour t petit, le noyau distribution de A a l'expres-
L

sion suivante :

(t.3) A^(x ,y ) = J^ e^^ - ̂ ^^ a(x,t ,y, .) dç

A^(x ,y ) = ô(x-y)

H vérifie :

^•^ ( ^- - p(H.ç,ç) mod (In, H)1»

"/^o = ̂

où,pour donner un sens a l 'équation, on a pris une extension presque
analytique de pet o u ï e symbole principal 0 de Œ vérifie l 'équation
de transport ;

^ ^-^ ^'S'^^-]0» ^.°o=0

Vt=o = 1

avec -(po-ii^-^)-,r[^.^^.^
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1 n ^DOn posera dans la suite; p ' =s p " •̂ ?— ^} ^_ tv •o o 2i ^ 0x^0^

Dans le cas où p est réel, on peut donner une expression plus agréable»

Soit le système :

(1.6) g^ x ( 0 ) = y

< ?(o) = -p
dÇ^ -ôp
dt = ôx

\

on a : x(t,y,'n,) = Hç ( §(t ,y,-n),y, t1

En effet : x(0,y,'n) = y = Hç(-n,y,0)

et H ç K ( t , y , T i ) , y , t j , ç ( t ,y ,T i ) vérifie (1.6)

Soit 'n(Ç,y,t) la solution de ^(^y,!) = Ç
et J=det (JJ . )

Alors on a

(1.7) 0/x,y,t,S) = ———==- exp(i^p^x(,,y^),S(,,y,^)] d,)^^^

V^ (g>

La condition de positivité de A se traduit par I m H Ss 0 dans un
voisinage de A .

t K

Lorsque I m p n'est pas de signe constant, Melin - Sjostrand [18]
obtiennent encore des résultats en utilisant une décomposition de 1' opé-
rateur identité (de noyau distribution 6(x-y)), comme une superposition
d'opérateurs Fourier - Intégraux a phase complexe À , tels que
A^ t I (XxX,A ), où A est une famille lisse de Lagrangiennes positives

'flépendant de a € S^X telle que (A ) est le demi-axe passant par (a, -a).
OC JK

i . ̂ ,.,.
On est alors amené à étudier :
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(1.9) ( D , + P ) A . =r ot t,a —

A. / s= At,<yb=o — a

pour t ^ 0 ou pour t < 0, selon la localisation de a.

Par exemple si L est une hypersurface conique régulière dans T"X\0
délimitant deux ouverts ï' X et T"X disjoints tels que T^X U L U ï X = T ' X \ 0 ,
on peut avoir a utiliser une décomposition de 1 associée à L.

On désigne par S X , l 'intersection de T"X avec S^X, on considère :

( 1 .10 ) 1 = f-^— A da + r—?r- A da = 7i +71 .
S\ a S^ a + -

Dans certains cas (cf § 2 ) , on cherche Q sous la forme :

(1 .11) Q ^ i J^e-^dt - i JJL e-^^dt

où (e""1 7t ) (resp.e~1 TT ) est définie par :

^ At.°da (resp- ̂  ̂ ^a)

Nous renvoyons à [l8] pour les détails*

§ 2. OPERATEURS DE TYPE PRINCIPAL

§ 2*1 Le cas où p est réel

On sait [ 4 ] que, si H n'est pas collinéaire à l'axe du cône
S ^4 K 5 l » l'opérateur P de symbole p est "équivalent" à -c—, et qu'on

^ d^l J ' J / n̂
peut construire deux paramétrixes propageant l'une le long des bica-
ractéristiques positives, l'autre le long des bicaractéristiques négatives.
La méthode esquissée au § 1 permet, comme il est remarqué dans l'introduc-
tion de i,18l> la construction de deux paramétrixes naturelles :

P^ P°Q! = i Jo ̂  et ^2 = -i ̂ ^

où A est la solution de ( 1 . 1 )
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Le VF' de A^(A^) est formé des points : (x,ç,y,Ti) tels que (x,Ç) = $ (y,'n)

où $.(y,'n) est la solution de (1.6).

co

On en déduit que le WF' de J A dt est la réunion de la diagonale dans

T'X\0 x T:JC\0 et des points (x,§,y,-n) tels que (x,S) = $ (y,'q) pour un t posi-

tif ou nul, et tels que p(y, 'n) = 0. Il est en effet facile de voir qu'aux
P° "t

points où p(y,T]) ^ 0, J^ A^dt est égal à P~ , l'opérateur pseudodifférentiel

de symbole principal(—) . En ces points, P est en effet elliptique.

')0

Lorsque H n'est pas collinéaire à l 'axe du cône, on peut montrer que i J A dt

a toujours un sens microlocalement, car si x . ^ i = l » 2 ) sont deux opérateurs pseu-

dodifférentiels d'ordre 0 égaux à 1 dans un voisinage conique V. et a support

dans un voisinage conique V. suffisamment petit d'un point p, on voit aisément
qu'il existe T tel que :

00 T

X^i J^dt)x^ = X^(i J^dDXa

L'existence globale de Q, ou de Q s'obtient sous des hypothèses naturelles

sur la géométrie des bicaractéristiques (en bref, que leurs projections sur X
tendent vers l'infini).

§ 2.2. ^«SâS.S .̂ïSLiL^L0 ^ ce cas est traite pa1* Trêves [22], Kucerenko

[lS] et implicitement dans [l8]).

Lorsque Imp^ 0 (resp. I m p ^ 0), on ne peut construire en général qu'une seule

paramétrixe Q. (resp. Q-) par la formule (1.2). Dans ce cas, (J A dt) peut

avoir un sens global soua l'hypothèse que les bicaractéristiques nulles de p
réelles entrent dans le complexe au bout d'un temps fini. Le cas hypoellipti-
que correspond au cas où les bicaractéristiques nulles de p issues d'un point
p entrent dans le complexe pour tout temps strictement positif. Nous allons

préciser le lien avec 1'hypoellipticité des opérateurs de type principal étu-
dié par Trêves [20].
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Rappelons qu 'un opérateur P de type principal vérifie la condition (Î3)
si son symbole principal p vérifie :

(P) fe^ € X, ̂  ê H^O, 3 z , t.q

p(x^ ,§^) = 0, dç(Rezp) (x^ ,Ç^) ^ 0

et Im (zp) restreint à la bande bicaractéristique de Re(zp) passant par
(x ,Ç ) ne change pas de signe.

Il vérifie la condition (Q) si :

(Q) Pour tout (xo ,So)e t zcomme dans (P), Im(zp) ne s'annule identi-
quement dans aucun voisinage de (x ,s ) sur l\a bande bicaractéristique
nulle de Re(zp) passant par ce point»

Sous les conditions (^) et (Q), on peut se ramener microlocalement au
cas où Im p < 0 partout» Par commodité, on construit une paramétrixe

-){.
a droite pour P , ce qui,en passant à 1'adjoint,donnera une paramétrixe
à gauche pour P. Remarquons, que les conditions (Î3) et (Q) sont stables
par passage à l 'adjoint.

00

On construit alors la paramétrixe J* A.dt; l'hypothèse de-Rep ^ 0 permet
de lui donner un sens localement* On vérifie alors que le VF' de cette
paramétrixe est dans la réunion de la diagonale de T X\OxT X\0 et des
points (x,S,y,T|) tels que : ( x , Ç ) = $ , ( y , T l ) pour un t ^ 0 et tels que
p(y, 'n) = o.

L'hypothèse (Q) implique que si :

(x ,S) ^ ^(y,Ti) , p(y, 'n) = 0
alors : (y»i l ) s (x ,S) .

Le WP' de cette paramétrixe est donc dans la diagonale de T X\0x T X\0\
Ceci entraîne 1'hypoellipticité de P.

§ 2.3 Le cas où Imp change de signe

Exemple 2.3.1 (Melin - Sjostrand) [l8].

On suppose qu 'on tr;availle au voisinage d ' u n point p° tel
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que p ( P ) = 0. On se donne une hypersurface conique L dans T"X\0 telle
que U)( la 1- forme canonique)restreinte à L est non nulle. On suppose
que Hr» n'est pas collinéaire à l 'axe du cône et qu'il est transverseKep
à L. Enfin, on a dans un voisinage U de p :

t im pfexp t H ( p ) | < 0 pour P ^ L H U.
\ Kep /

Alors en utilisant les techniques esquissées au ^ 1, Melin et Sjostrand
construisent une paramétrixe a droite Q dont le WF' est la réunion dans
T"X\0 x T"X\0 de la diagonale et des points ( P , u ) tels que

P et ^ appartiennent à la même bande cïpractéristique réelle et si :

P = $ . ( u ) alors t ^O pour ^ € T"Xt __+

et t< 0 pour u Ç T X

où T 'X et T X sont des ouverts délimités par L (le flot associé a•»• -

H,, traversant L de T'̂ X^ a T"X )

Exemple t Soit P = — r— - i x | D l' 1 ux y

-^ 2\L est défini par x == 0 dans T B \0 .

Re p s S ; Imp = -x|'n|

"Rep-^ -è

exp (t H^ ) (x ,y ,g , i i ) = ( x + t , y , Ç , î l )

^
Dans cet exemple, il résulte du calcul du WF' que P est hypoelliptique.

Exemple 2.3.2 (Nirenberg - Trêves [20], Godin [e]).

Cet exemple est tiré de l 'étude des opérateurs de type principal,
localement résolubles, à coefficients analytiques, en dimension 2.
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On se donne une hypersurface conique L, dans T X\0, mais on suppose
cette fois-ci que H- est tangent à L , noncollinéaire à

n ç ô e p
S S . ^g et que I m p s'annule a l 'ordre 3 sur L. I m p est positif

J=l J 'J
-;{. ^ç.

dans T X+ et négatif dans T X-. On peut par une construction analogue
a celle de (2.2.1) construire localement une paramétrixe pour de tels
opérateurs.

Exemple : Soit P = 4 ̂  + y3 ^-

L est défini par y = 0 dans T"R^\Oo

R e p = ç ; I m p = y^ ; H^ ^ = ̂

H- est tangent à L et I m p s'annule à l 'ordre 3Ke p
sur L.

Godin [e] montre par des méthodes différentes (Inégalités de Carleman
et addition de variables [9] ) que sous les hypothèses ci-dessus :

u ê ^'(X)
Pu ê C°°(X) —^ 3e > o, Vf, itl< e ;(x+-t,0; 0,'n) 6 WF(u)
(X ,O ,O ,T] ) € WFu

mais 11 n ' a pas besoin de supposer que Imp s'annule à l 'ordre 3 au
moins, hypothèse qui est essentielle pour la construction de la
paramétrixe»

é 3. LE CAS OUd Hep PEUT ETRE COLLINEAIRE A w

§ 3»1 iSJîîSÎîlèiSÊ.-SÊSÉÏâl

On veut considérer des cas où dReppeut devenir collinéaire
n

a 2 S. dx . On supposera dorénavant que Imp^ .0, de sorte que la

confitruction de A. pour t S 0 suffisammant petit est possible ; on
supposera (quitte à modifier p) qu'elle est possible pour tout t ^ 0.

Les deux cas de collinéarité que nous nous proposons d 'étudier ici sont
les suivants :
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a) Re p est de type principal, mais en un point (x ,-| ) , il existe un réel u tel

n ô » / ^que H + u .S ç, . •?-r s 'annule. Dans le cas ou p est réel, une étude très
Re p 3=1 3 0">_

intéressante de la propagation des singularités est faite dans [?] par
2 2Guillemin - Schaeffer. On étudiera au à 4 l 'opérateur P = x ( D + D ) + X D + u Dy x A y

P) P est à caractéristique double ; c'est le cas par exemple de l 'opérateur :

P = D2 + x%2 + X D + u Dx y x r y

Une autre manière de présenter est de dire qu ' i l existe des points fixes pour le

flot ( e x p t H - ) associé à H projeté sur S"X, c'est-à-dire qu 'on a :
Ke p Ko p

3 P, ] X ( t ) , t.q (exp t H ) ( P ) = X ( t ) . P

Un point double correspond au cas X( t ) s 1

On se rend alors facilement compte que, même pour une construction microlocale,

on est obligé de considérer des intégrales sur un intervalle infini.

Considérons l ' identité :

[ T 1
^^oY^ = I ' ^

2 2A- est un Fourier-intégral à phase complexe, continu de L dans L^^»

Si, localement, ou microlocalement, il est possible de modifier Am par un
2 2 ,opérateur régularisant de sorte que la norme de L dans L soit strictement

inférieure à 1, on obtient un inverse Q sous la forme :

/ T \ 1 Q9 \
(3.1.D Q-I^WL^Î/

tel que X PQ = X + K
où X est un opérateur pseudodifférentiel classique d'ordre 0 qui localise,
ou microlocalise, au voisinage du point considéré.

2 2 2 'rfoQ est continu de L dans L , R est régularisant de L dans C .
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Remarque 3.1.2

En ce qui concerne l 'estimation de la norme de L^K11), rappelons

que si un opérateur Pourier intégral A vérifie : ] s < 0,0,0' réels, tels que

(3.1.3) ||Au||2^ ^ < C H u l l 2 ^ + C' ||u|[2^ pour u dans L^K")

alors pour tout e il existe A^ tel que A^-A soit régularisant et tel que

(3.1.4) l l A u l l 2 ^ (C + e) ||u||2 ,
8 LW) LW)

En effet si X ( t ) désigne une fonction C° sur J^ qui vaut 1 pour [ t l > 1 et

0 pour [ t ( < 1/2, pour tout e, il existe C"(e) , tel que

Ïç = A o X ( - î ) vérifie (3.1.4).

Ainsi quitte à perdre e, on se contentera d'estimer la norme de L2 -> L2,
module un régularisant.

Cette méthode pose un certains nombre de questions quant à son application.

(Q^) Comment estimer la norme L (module un régularisant) pour un opérateur
Pourier-intégral à phase complexe. Ce problème est assez naturellement
lié à :

(Q^) Lorsque A est un opérateur pseudodifférentiel dans une classe OPS°
avec^l S p > ô ̂  0, on sait que la norme dans £(L 2) (module un compact)
peut être lue sur le symbole principal de A. Y-a-t-il des résultats
analogues pour des sous-classes de OPS° . . ? Encore faudrait-il
définir un substitut pour le symbole principal.

Le lien entre (Q^) et (Q^) est qu'il est classique pour estimer la norme
d'un Fourier - intégral 3-, de considérer 3-̂ 7 qui est un opérateur pseudodif-
ïérentiel classique lorsque ? est à phase réelle.

(Qg) Soit 7 un opérateur Fourier - intégral à phase complexe ; supposons
qu'on sait résoudre (I + 3')u = f pour f dans L2. Sait-on où se trouve
le front d'onde de u, connaissant le front d'onde de f ? Autrement dit,
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peut-on trouver un inverse dont on connaisse le comportement microlocal .

Dans le cas où y est un opérateur pseudodifférentiel dans OPS° ,/ (K11),
, » f -, 1/2»1/2

une réponse complète est donnée dans Béais |.lJ* Dans le cas où ? est un

Fourier - intégral à phase complexe, Eskin [5] donne une réponse partielle

dans un cas particulier.

(Qg) Sous quelles conditions, les inverses construits opèrent également

dans H®.

Nous ne donnerons que des réponses très partielles à ces questions

dans la suite, et souvent par des moyens détournés ; il est possible que

Kucerenko [ l 5 ] réponde à Q_, mais certaines difficultés semblent escamotées.

§ 3.2 Le cas où p est réel

Dans ce cas, A. est un Fourier-intégral à phase réelle et l*esti-

mation peut se faire par l'une des méthodes suivantes •;

(M^) ^^ est un opérateur pseudodifférentiel classique dans OPS° , le

calcul de la norme est donc relié à une majoration du symbole princi-

pal de A . A , . Un calcul classique montre que le symbole principal de

A . A est donné (cf 1.7) par :

/ , ^ 2 L ̂ o l\(y»'n>]dT
( 3 .2 .1 ) o(A^)(y,-n) = e ° ° T

(M^) Une autre méthode utilisée dans [2l] est de comparer A, avec la

solution B dei

p + p*(3.2.2) (D^ + ' ^ ' ) B^ï 0

B^ 0

qui est (module un régularisant) de norme 1.

B . A , est un opérateur pseudodifférentiel d'ordre 0 dont il est

facile de vérifier que le symbole principal q satisfait à :
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(3.2.3) dq(y^t) = I m p ^ ( y ^ ) ) dt

q ( y » ' n , o ) = i
d'où t . ^

J Imp' $(y,Tl) dT
(3.2.4) q(y,n,t) = e J o 'o ^ T ̂  ' J

On décompose alors A sous la forme A = B, ,r B A i
t t | —t 'fc |

(M^) Une dernière méthode est de calculer le symbole principal de A qui
est bien défini sur la Lagrangienne A .t

Les calculs ci-dessus ont évidemment des applications à l 'étude de
o

la décroissance L des solutions pour des systèmes hyperboliques. Mais on a
ainsi une décroissance (module H"8). C'est la seule qui semble "microlocale".
Un argument "global" d 'une nature différente est utilisé dans [2t]pour obtenir
un résultat de décroissance L . Il résulte de ces calculs que A est "microlo-\i
calemenf'de norme strictement inférieure à 1 pour tout t strictement positif
(modulo un régularisant) si Imp ' < 0, de même pour tout t strictement négatif
si I m p ^ > 0. Mais (3.2.1) ou (3.2.4) donnent en fait des informations plus
précises qui seront utilisées au § suivant.

§ 3.3 ^..Sâ®^011 P es^ Gomplexe

Lorsque p est complexe, les méthodes données ci-dessus tombent en
défaut. Nous présentons ici une méthode(utilisée également dans l'étude deo
la décroissance L des solutions pour des problèmes hyperboliques) qui relieo
la norme dans £(L ) de A (modulo un régularisant) avec l'inégalité de Garding
précisée pour JP démontrée par Melin [ l 6 ] . On utilisera le théorème de Melin
sous la forme suivante :

Théorème 3 . 3 . 1

Soit A un opérateur pseudodifférentiel classisque d'ordre 1 , de symbole
principal a^et de symbole sous-principal a ' . On désigne par Tr H-* o lie a j
la somme des valeurs propres positives de la matrice fondamentale
associée a Ré a^ y Alors si :

Re a. ^ 0 , Re a ' + - ; • Tr H >0 sur les zéros de Re a. ,•*• o 6à ne a^ l
pour tout compact K et tout s réel négatif,
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il existe e strictement positif et une constante C tels que, pour tout uoo ° K, s
dans C ( K ) , on ait :

_(3.3.1) Re(Au,u) ^ e^ ||u||^ - C^ ^||u||^

Expliquons la méthode formellement ; on suppose pour simplifier qu'on a :

(3.3.1) bis Re(Au,u) ^ e ||u||2 , ¥u ç (TdC
0 0 0

et qu' i l existe G(t ) tel que :

(3.3.2) HÀ" A} G(t) = °
G(0) = 1

supp G ( t ) u j C K si supp u c K'

alors pour u ê C ( K * ) ^ on a :

Re(A G(t)u, G(t)u) = - Re( — G(t)u, G(t)u) = - ^ JL llG(t)u||2i f \ ot y <s dt o

On obtient de (3.3.1) bis

- £ — l|G(t)u||2 ^ e^ llG(t)u||22 dt o o o

D'où en intégrant de 0 à T, on obtient î

||G(t)u||^ < ||G(o)u||2

En remplaçant A par A-e/, avec e < e , G(t) par e8 G(t), on obtient

||G(T)u||^ ^ e-^Hull^

Si (3.3.1) bis est remplacé par (3.3.1) et (3.3.2) par des égalités (module
des régularisants), on obtient, ¥ e. < e

||G(T)u||2 ^ e-^Hull2 + C, . ||u|!2
0 0 x , 5 , & ""S

-V-u ^ C0 ( K ' ) .

On applique la méthode à A qui vérifie (1.1), A étant modifié pour être à
T L

support propre. Il résulte des remarques précédentes et de la remarque (3«lo-2)que;
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Proposition 3 . 3 . 2

1 ~Si Im p ̂  0, Im p ' + — Tr H- < 0 sur les zéros de Im p ; alors
pour tout t > 0 suffisamment petit, il existe B ( t ) vérifiant ( 1 . 1 ) et tel que

||B(t) u ||2 < ||u||2

L L

Remarque 3.3.3

II est parfois nécessaire de "microlocaliser" au voisinage d'un
point si la condition ci-dessus n'est vérifiée que microlocalement. Le plus
simple est de modifier p en dehors d'un voisinage conique du point considéré
dans T X\0 de telle sorte que la condition soit vérifiée partout.

Il résulte de la proposition 3»3.2 et de la méthode exposée au § 3.1 le
théorème suivant :

Théorème 3.3.4

^ ĉSi, dans un voisinage V d'un point x de X, on a Im p ̂  0, et Im p' + — T<r H- <0
sur les zéros de Imp situés au dessus de V, il existe un opérateur

2 2 2 <jocontinu Q de L dans L , un opérateur régularisant R de L dans C , et une
fonction (p à support compact, valant 1 dans un voisinage de x , telle que :

y P Q s y -». R

En particulier P est localement résoluble*

Remarque 3.3*5

Le théorème 343*4 correspond au théorème 1 de [ 1 5 ] . Le théorème
3.3.4 est plus puissant en ce sens que les hypothèse» sont ponctuelles. Mais
les conditions que nous obtenons sont Indépendantes de Rep de sorte que nous
ne collons pas a la réalité. Il semble possible cependant (en utilisant la
paramétrixe usuelle aux points elliptiques) de ne faire l'hypothèse

1 ̂Im p' + ̂  Tr H- < 0 que sur les zéros de p.
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§ 3.4 Norme H®

Le ^ constitue une réponse à Q/..

On suppose que A, vérifie :

(3.4.1) D^ . P A ^ s 0

A = ïo

et on veut étudier la continuité H de A , .x

Soit A un opérateur pseudodifférentiel proprement supporté de symbole

(1+KI2) 2 ; on considère A®A A"®, qui vérifie :

(3.4.2)
^AV8] - (Dj A^.A-8 + A^A-8 A^.A-

t 1 \ / \ v

=• 0

.s. *-sA A, A t = o

s 2La norme H de A , (module un régularisant) est donnée par la norme L de
A A , A • II suffit donc de considérer les conditions obtenues aux deux §
précédents, en calculant les symboles principaux et sous principaux de A8? A" •
Le symbole principal est clairement le même ; si on désigne par p ' 8 le sym-
bole sous principal de A^PA"" 8 , on a :

(3.4.3) T ï T « [ ^ ff &Rep 1 r » î - 2I,np^ = iBp^ - s^ Sj -ç-£J (Si

En un point à caractéristiques doubles, on a :

ï-Po.s = ^PO
Par contre, en un point où Hp est collinéaire à l^xe du cône, c'est-à-
dire lorsque

(3.4.4) d^ Rep =0 , b^- = X.S . , j = l . . , n
-' Ox _ j

J
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en un point (x , ç )
on a :

( 3 . 4 . 5 ) Imp' = Imp' - \s0 , S 0

On peut en déduire des résultats de résolubilité locale dans les H8.

§ 4. DEUX EXEMPLES D'APPLICATION

§ 4.1 Construction de paramétrixes pour des opérateurs a caractérisques
doubles.

On suppose que p prend ses valeurs dans un cône convexe F stricte-
ment contenu dans le demi-plan inférieur de ( ( l m z < 0 ) , de sorte qu'il exis-
te C tel que [RepI^ - C I m p .
Il est alors possible de montrer sous ces hypothèses que :

( 4 . 1 . 1 ) A, est un fourier - intégral a phase complexe qui peut être défini
avec une seule phase x . § - H ( t , y , S ) pour tout t.

( 4 . 1 » 2 ) A, est en fait un opérateur pseudodifférentiel dans OPS. i^ 1/2̂  ^>
c'est la conséquence du fait que H ( t , y , S ) -y.ç prend ses valeurs dans un
cône. ( H ( t , y , S ) - y.S est sensiblement équivalent a t p j .

( 4 . 1 . 2 ) permet de répondre à (Qg) posé au § 3.1 . Si HAj^T2) < 1» ^I+At^~

est un opérateur pseudodifférentiel dans ̂ ^/o.i/o de P̂  un ^sulfat de

R. Béais [ l ] . Ceci permet de localiser le front d'onde de u connaissant le
front d'onde de f, pour l'équation : ( I + A , ) u = f»

Le théorème 3.3.4 peut alors être précisé, en ce sens que Q est un opérateur
microlocal ( WF(Qu) c: ypu ) , opérant dans tous les H3 et R est régularisant
au sens habituel.

Comme souligné dans la remarque 3 . 3 . 5 , les hypothèses du théorème 3.3.4 ne
dépendent pas de Rep. Signalons qu'en considérant :

4 ô + z P, z ̂  Ç
1 L



105

et en faisant varier z de telle sorte de Im zp ^ 0, on retrouve en utilisant
le théorème de Melin des conditions classiques d'hypoellipticité avec perte
d'une dérivée [l6],[l2], [3], [9].

Exemple 4.1.3 On suppose que p est réel positif.

En considérant ~"^+ + P? on peut construire un inverse sous la conditioni "c
I m p ^ ^ 0.

En considérant ~-^+ - iP» on peut construire un inverse sous la conditioni l
1 1"^- R e p ' + — Tr H < 0 lorsque p = 0.

On obtient ainsi que si :

(4.1.4) Rep ' + ^ TrH > 0
0 6 ?

si p = 0
ou I m p ' ^ 0

P admet une paramétrixe à droite.

Il ne semble pas possible pour l'instant de récupérer les conditions discrètes;
on sait que la première condition discrète apparaît lorsque ; Imp ' = 0,

1 ̂Rep* + -T TrH =s 0.0 2 p

Exemple 4,l* 5

Supposons que le symbole principal prend ses valeurs dans un cône F d'angle
inférieur à n et que p ' ^ - F. Alors il est possible de trouver ss dans C
tel que (zT) soit strictement dans le demi-plan inférieur, et tel que :

Im(zp) < 0, I m ( z p ' ) < 0
On peut alors construire la paramétrixe.

Remarque 4*1.6

On a des résultats plus généraux par d'autres méthodes, et comme on est obligé
en partie d'utiliser ces méthodes [ i l , [ l 6 ] , [ l 2 ] , [ 3 ] , [ 9 ] , on peut s'inter-
roger à juste titre sur l'intérêt de notre méthode.On n ' a par contre aucune hy-
pothèse sur l'ensemble caractéristique.
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§ 4.2 Résolubilité locale

On a déjà donné des résultats (théorème 3.3.4) losque Imp' > 0 ;
on peut se poser le problème de ce qui se passe lorsque Im p ' change de signe.
Nous allons donner plusieurs exemples d'application, à l'étude de la résolu-
bilité locale, l'idée originale étant que cette étude locale résulte d'une
étude globale dans le fibre cotangent. On suppose dans la suite que p est
réel. L'étude qui va suivre est basée sur deux remarques simples.

Remarque 4.2.1
On a jusqu'ici (Théorème 3.3. 4 ) imposé des conditions entraînant

que la norme de A était inférieure à 1 pour t arbitrairement petit. Ici,on
veut utiliser la construction de A . pour t grand (positif ou négatif selon les
cas). On a vu (§ 3 . 2 . 1 ) que la norme de A était (module un régularisant)

t , .
liée au sup e L Im PO $ r ̂ ^^

y^ t / \
Ceci implique que, si Im p ' change de signe mais si J Im p * | ï ( y , ' n ) j d T
tend vers -°° lorsque t tend vers +00 (ou - ° ° ) , alors la norme de A deviendra
inférieure à 1 pour t suffisamment grand. La propriété est ici "globale" et
liée au comportement d\)n symbole principal le long des bicaractéristiques.

Remarque 4.2.2

Pour répondre très partiellement à (Q-) on peut utiliser, comme l ' a
fait Eskin dans [ s ] , des propriétés géométriques du flot associé à H • Si on
désigne par n la projection de T X\0 ^ K̂ O définie par n ( x , § ) = § , par r ,
une famille de secteurs de R , par V un voisinage d'un point x? dans X , on
considère des cas où,

TC ( $ ( F . x V ) ) c: F . pour tout t positif (ou négatif).

Il est alors possible de résoudre :

(I + A(t))u = f
de telle sorte que si ? r ( W F f ) c r . , alors ?r(WF il) c r. .
Ce type de condition apparaîtra très clairement dans lec exemples que nous
allons regarder.
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Exemple 4.2.3 : l'opérateur de Kannai [13]

Soit P = -x ô + ôy x
-%•On sait que P est hypoelliptique, mais non localement résoluble,

qu'il n'est pas microlocalement hypoelliptique, mais que P est localement
résoluble. Pour se placer dans le cadre considéré précédemment, on considère

p = p . ( -A + i r172
où ( -A + 1 ) est le laplacien usuel.

On considère le flot associé au symbole principal de P : p = ̂
2 e2i-n + s

1/2

On regarde en projection sur la fibre les équations caractéristiques :
2

d! - 0 ^ds ~ ' ds(4.2.3.1)
» 1 / t=n = ^nî ^t-n^n-'1=0il/2 t=o ô2 .2

p + S

On n o t e Y ^ ( ' n ,ç ) la solution de (4.2.3.1)

Le symbole sous-principal de P est donné par p' s i fT'iî172 + ̂ ra372
^ T ) +£ ] P +t /

A
2 ,.2

Figure 1

On a sur le cercle (I§[ + ['ni2 = 1) deux points fixes A(l,0) et B(-l,0).
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(4.2.3.2) imp^ = § y, - 1 , ^3/2
(î12^2) (T12^2)

.t , »
II est clair que J Im p' ( y . ( î l , Ç ) ) dï tend vers - ^ lorsque t tend vers +Jo

uniformément pour ( i l ,Ç ) dans un secteur F contenant B et ne contenant pas A
(voir figure).

t .
De même, il est clair que J Im p ' | Y ^ ( T I , Ç ) J dï tend vers - Jo lorsque t tend
vers - Jo dans un secteur F contenant A et ne renc-ontrajit pas B (voir figure) •

Les points fixes du flot projeté sur le cercle sont les points A et B. En ces
points, I m p ' est égal à + 1 (en A) et à - 1 (en B).

Pour montrer la résolubilité locale, on est conduit à considérer deux cônes
?

F et F" qui recouvrent R ayant les propriétés précisées ci-dessus, et une
partition de l 'unité associée de telle sorte que :

1 = X (§,îl) + X (Ç, î i )

supp x^ c r^; supp x^ c r^

^ ~ 2 /Pour résoudre Pu = f pour f dans L , on resoud séparémentv comp p

P u = X t et Pu = X f

Pour résoudre Pu = \ f , on considère l ' identité î

- r v îp i J A dT 2 1 "• A pour t positif

Pour t suffisamment |^rand, on peut résoudre

(I - A )u = f''

de telle sorte que si x(WF f'*') c P alors Tt (WFu) C F

Pour résoudre Pu = x f » on considère l ' identité :

~r c0 1P - i J^ A^dT 5 I - A pour t négatif
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Pour t suffisamment grand, on peut résoudre

(I - A^)u = f~

de telle sorte que si 7 t ( W F f " " ) c: F , alors Tt(WFu) c: r

On construit ainsi Q sous la forme (Q X + Q X ) vérifiant PQ = 1 + R dans un

voisinage de l'origine, où R est régularisant de L dans C ùo, Q continu de L2
2 —^ /2dans L . (- A + 1) " Q est alors la paramétrixe pour P; elle est continue

2 1de L dans H .

On ne suit malheureusement pas ce qui se passe sur le plan de la propagation
des singularités dans l'ensemble (x = 0, r\ = 0 ) .

Exemple 4 . 2 . 4 : l'opérateur de Bolley - Camus [ 2 ]

Soit P = - x (ô 2 + ô^ ) + À \

00On sait que P n'est pas hypoelliptique, mais qu'il a la régularité C si on
suppose que la solution a déjà une certaine régularité H3 pour s convenable.
La construction d'une paramétrixe à gauche ou à droite doit mettre en évidence
ce phénomène. On considère pour des raisons techniques

=[x,2^],-1/2P = p(- A + - ! ) " ' de symbole principal î p = x T\ +

Les équations bicaractéristiques sont données en projection par :

1/2

(4.2.4.1) S=0 . f - - [^S2 ]

et le symbole sous principal est p' = i '• + — ^ ^

^^l172 , s =§o, ii = -no

PO lJ——7Ï72
^S2)

Par conséquent on a :

(4.2.4.2) lm^= [peX^j-——————^

( T 1 + S 2 )

En projection la situation géométrique est la même que dans l 'exemple précé-
dent. Mais les points A et B ne correspondent pas à des points doubles mais
seulement à des points où H est collinéaire à l 'axe du cône. Par la même

méthode que poar l 'exemple (4.2.3), on montre que, si :
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(4.2.4.3) (ReX + 1/2) > 0

^
On peut construire Q donnant la résolubilité locale dans L .

Ce qui est différent de l 'exemple 4.2.3, c'est que les conditions dépendent
de s lorsqu'on cherche à construire un inverse à partir de H • Utilisant les

résultats du § 3.4, on obtient que si

(4.2.4.4) R e X + 1/2 - s > 0

On peut. construire Q donnant la résolubilité locale dans H . C'est un résul-
tat dual du résultat de régularité pour P mentionné précédemment. On peut

donc toujours résoudre Pu = f dans H pour s < s .

Exemple 4.2.5 : Résolubilité locale pour l'opérateur d'Euler - Poisson -

Darboux [s]

Soit P = - x ( ô2 - ô 2 ) + X ôx y x

Ranges [s] a construit une paramétrixe sous la condition que X ? (0,2,4, . . . ) <
~ -1/2

On considère pour des raisons techniques P = P ( - A + 1) de symbole prin-
cipal

„ , o.2-?2)
= a 21/2

(^ ?2)

Les équations bicafactéristiques sont données en projection par :

<——^ S-. â-^^^
(T)2^2)

et le symbole sous principal est :

~. i[x ^ l]S 1 [^-g2];
ï-1 ' — r'T « ri i ii i i iKin . nu » «, ,.— V-S- - ----- ,T1 ' ̂  -^ - pTa 21 "372

(•rr+Ê") (TI-+S-)
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Figure 2

> Î1

Sur le cercle on a 6 points fixes; A et D correspondent à
des points où H~ est collinéaire à l'axe du cône; B, C, E, F correspondent
à des points où H~ est nul. Pour utiliser la méthode précédente, on doit cal-
culer le symbole sous-principal aux points A, B, C, D, E, F

en A

en D

en B et F

en C et E

Imp^

Imp^

I m p '

Imp*

(ReX + 1/2)

- (Re X + 1/2)

ReX + 1

V2

( R e X + 1)
Vf

Imp'" s ReX + 1/2 -s

Imp^- = - ( R e X + 1/2 -s)

Imp^

Imp;

Re X + 1

V2

(ReX + 1)

v?

Si Re X -(- 1 < 0, on peut pour tout s tel que Re X + •5- - s / 0, trouver une
pararoetrixe Q continue de H8 dans H8 (dont la nature dépend vraiment de s,
selon que ReX + ̂  - s est positif ou négatif).

Soit l'ensemble { A , B, C', D, E, F } et X l*un de ces points. On désigne par
F ( X ) un secteur contenant X et ne contenant pas les 2 points voisins de X sur
le cercle. On résoud d'abord dans F ( A ) et F ( D ) en utilisant la construction
du théorème 3 . 3 . 4 . On est ainsi ramené à la construction dans des secteurs
F ( B ) , r ( C ) , F ( E ) , F ( F ) où la construction est possible comme dans les exemples
précédents. On a choisi les secteurs F (X) de telle sorte qu'ils recouvrent
2H . Par ailleurs, aux points A et D, on a seulement prifc comme hypothèse
ReX+ ̂ -•^ °f car les ••erreurs" que la conistruction dû la paramétrixe en
A et D peuvent laisser, sont absorbée» ensuite,
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Exemple 4.2,6

Soit P = - x (ô - ô ) + À Ô + u ô^ y x y

On considère P = P( -A + 1) -1/2 de symbole principal

~ x(îi .g)2

P = —————TTo
2 2 /

( T I + Ç - )

Les équations bicaractéristiques sont données par :

(4.2.6.1) S-'
(,2^2)

1/2

Le symbole sous-principal de P est donné par :

(4.2.6.2) i(XS . p,) h2 . S2]"172 -. ̂ . 2(^1^) ̂

(^2)

j_ (n^)"(.g)
21 2 2 3/2(^ e2)

Figure 3

Sur le cercle, on a 4 points fixes : A et C correspondent à des points
où Ĥ  est collinéaire à l'axe du cône, B et D correspondent à des points où
Ĥ  est nul. Calculons le symbole sous-principal aux points A, B, C, D
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en A Im p ' = Re X + 1/2

en C Im'p' = - (Re \ * ^,)

en B Im7- = Re x + Re ^
Vi-

en D 1m'?- - - (Re x + Re ̂
Vf

Im^'6 = ReX + 1 / 2 -s

Im^'® = - ( R e X + l / 2 - s )

~,6 ^ Re X + Re p

^f2

_ , s ^ _ ( R e X + Rep)

V-2

Si R e X + 1/2 -s > 0 et R e X + R e p / 0, on a résolubilité dans H®, on résoud

d'abord aux points B et D puis dans des secteurs F ( C ) , r ( A ) .

f*^
Lorsque À et ^ sont réels, la condition (X + ^) / 0 signifie que P ne vérifie

pas une condition de Lévi. Lorsque X + u = 0, on peut factoriser :

P = ( - x ( à - 5 ) + X ) ( â - ô ) ,x y •"• j

et il suffit de considérer la résolubilité locale pour l'opérateur :

' Ï = - x ( ô - ô ) + i Xx y

Cet opérateur constituera l'exemple suivant ;

Exemple 4.2.7

Soit P = - x i ô ^ - i ô + i X ,

on a P = x [ S - ' r l j

Les équations bicaractéristiques sont données on projection par :

(4.2.7.1) £ = 0> Ï = -^-^

Le symbole sous-principal de P est donné par :

(4.2.7.2) p^ = i [x + ^J



1 1 4

Figure 4

> Î1

II y a sur le cercle 4 points fixes comme dans 1 exemple 4.2.6.

Calculons le symbole sous-principal aux points A, B, C, D :

en A

en B

en C

en D

Imp; Re X + 1/2

Im p • == Re X + 1/2

Imp* Re X + t/2

Im p ' = Re X + 1/2

Imp^

Imp^

Im p ' = Re X + 1/2 - s

I m p * = R e X + 1/2 - s

Sous la condition ReX + -ç - s / 0, ReX + „ / 0, on peut, en distinguant les
cas, montrer la résolubilité H8 sauf lorsque 0 < Re X + -g- < s . La vérifica-
tion est laissée au lecteur»
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