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UNE GENERALISATION DU TOEOREME DE PROPAGATION DES SINGULARITES

POUR LES OPERATEURS A SYMBOLE PRINCIPAL REEL

par

T. HARDIN et A, LAVILLE

Le but de cet exposé est de démontrer un résultat de propagation des singula-
rités dans un cas généralisant la situation classique d'un opérateur à symbole
principal réel : on suppose ici, essentiellement» que le hamiltonien de l'opéra-
teur est proportionnel à une perturbation d'un champ de vecteurs de l'espace
cotangent, homogène sous l'action d'un groupe de tranformationsde cet espace» On
se limite dans ce travail au cas où ce groupe admet pour générateur infinitésimal
l'opérateur fi= S a. Ç -r-p- où la matrice (a.) est constante et a toutes ses

j,k J J ^k -1
valeurs propres réelles strictement positives.

Le cas où cette matrice est diagonale et où l'opérateur considéré admet un sym-
bole principal réel homogène sous l'action du groupe engendré par &, a été traité
par Richard LASCAR ([2] théorème 4. 1) ; le cas où en outre cette matrice est l'iden-
tité est le cas classique ([l] théorème 3. 2. 1).

Dans le théorème prouvé ici, la différence entre le hamiltonien complet de l'opé-
rateur et sa partie principale homogène peut être assez importante, ce qui permet
de traiter par exemple les opérateurs de symboles Ç. + ! " . g . ou bien

A o 9 ^^ r-— L o g j ^ l^ - m = (^ + m) (^ - VTIi) (^ + VTîi).

0 - Notations et définitions

" k o kOn pose 6 = S a. Ç. —-s- , où la matrice constante (a.) a toute ses valeurs
j,k==l J J "-Te J

propres réelles strictement positives ; on note K la plus petite et V la plus grande»
On note $ (x,Ç) le flot du champ de vecteurs 6 (dans le cas classique on a
^(x,?) = (x, e^)). Une partie A de IR11 X ( (R11 \ {o}) sera dite ^-conique (resp.
&-semi conique) si l'on a $ (A) c A pour tout t € IR (resp. t >0). Une partie

fi-semi conique sera dite à base compacte si elle peut s'écrire U ^(B) où B est
une partie compacte de IR11 X QR^ {o}). t^0
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Une fonction f à valeurs complexes, définie sur IR11 X (^^{o}) sera dite

6-homogène de degré m si

fo^Cx^) = e^ f(x,ç)

ou encore (si f est de classe C ) &f = mf.

On appelle S un ellipsoïde dans IR" centré à l'origine et transverse au champ &.

Avec R.Lascar, on notera [ç] le prolongement fi-homogène de degré 1 de la fonction

valant 1 sur S,

I - Classes de symboles, front d'onde et espaces de Sobolev associés à &

Définition 1. 1 :

On appelle S131 l'ensemble des fonctions a, de classe G sur (R , vérifianto
la propriété suivante :

Pour toute famille finie X. ••• X de champs de vecteur s,à coefficients C sur

R n et indépendants de x, commutant avec & pour [ç] ^1 , il existe une constante

C telle que

|X^ ... X a (x ,Ç) l ^ C (1 + [Ç])"

On dira qu'une famille (B^)^^! ^é1®1"®11^ de ̂  est bornée si la constante C ci-

dessus ne dépend pas de l'indice i.

On montre que si P est un nombre réel vérifiant p < — on a l'inclusion

^c n s^1 oùM=max (m , m) ;
ef m'>M p?o x v

dans le cas m = 0 o n a S » C S •& P,o

Proposition 1 . 1

Notons Op(a) l'opérateur de symbole a,

»;—'•— .t .•-<—>"—"'Ç a , « x -2in ' a, a
&^1... ^n û^1... ûx^

On a le calcul symbolique suivant :

1) Si a € S^ et si a* est le symbole de (Op(a))*, a* € S^ et

a*. £ ^ ^^^ n s?-
IaKk "• x s m'>m-k\ b
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"̂  "̂
2) ^x a 6 S^ et b ç S^ et si aob est le symbole de Op<a) Op(b),

ni- "Hn^
aob € S 1 2 et aob - S ^ D"^ ô^ b € D S"1' .

(al<k oc' • •> m' >ni^+m^-k\ c'

Définition 1, 2 :

Soit u € &'(IR11) ; on définit WF (u) comme suit :

Soit (x°,Ç°) € IR11 X OR11^)), on dit que (x°,ç°) ( WFç(u) si et seulement si

il existe un voisinage 6-conique V de (x°,Ç°) tel que :

pour tout symbole a € S° vérifiant supp a C V

Op(a) u € C°°( <R11) .

L'ensemble WF^(u) est une partie fi-conique fermée de »R11 X ( (R^ <o}) dont la

projection dans l'espace des x est le support singulier de u.

Définition 1, 3 :

On définit H^C (R11) comme l'ensemble des u éléments de ^' ( fR") vérifiant :

(1 + [Ç])3 û(ç) ê L^ÏR11).

On vérifie que si a est élément de S" , Op(a) opère continuement de H^C (R11)

dans H "̂*̂  IR11) 5 de plus, si (^J^T est une famille bornée d'éléments de S"1 et

si u € H^OR11), la famille (Op(a^) u)^^ est bornée dans H^C IR"),

Définition 1. 4 :

Soit u ç e'(ÏR11) , on dira que u est H5 en un point (x°,Ç°) de |R11 X ( IR^CO})

si et seulement si il existe un voisinage 6-conique V de (x°,Ç°) tel que pour

tout symbole a 6 S° vérifiant supp a c v, Op(a) u € H^C IR").

Proposition !• 2 :

Soit u ê &'( |R11) et soit (x°,Ç°) 6 JR" X ( tR^ fO}) , u est H5 en (x°,ç°) si et

seulement si il existe un voisinage fi-conique W de (x°,Ç°) tel que pour tout

ensemble K, 6-seml conique à base compacte, contenu dans W, Re(0p(b) u» u) reste
—00

borné quand b, élément de S , varie en gardant son support dans K et en res-

tant borné dans S25 •
c/
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II - Hamiltonien principal et propagation des singularités

Définition 2. 1 :

TU
Soit p^ un symbole dans une classe S... On dira que p. admet un hamiltonien

principal en (x°,Ç°), s»il existe un voisinage fi-conique V de (x°,Ç°) tel que,

dans V et pour [ç] assez grand, le champ de vecteurs

n ôp . ôp 2n
"o = ^^r^x-'-srdh stécrit "n =e^(H+ s f. x.)p! j^j ^j ^j ^j PI j^L 3 J

où
^ ^

- Les champs de vecteurs H et X. commutent avec & et H est non nul en (x°,Ç°).

- Les fonctions f. , éléments de S° , vérifient : f. o ^(x,^) tend vers zéro

quand t tend vers + œ, uniformément sur tout compact contenu dans V.

- La fonction (p est un élément de ,n S"? et il existe une constante K tellem' >0 tf
que |cp(x,Ç) | ̂  K(l + Log[ç]) pour tout (x,Ç) avec [ç] ^1.

A»
On appelle alors H le hamiltonien principal de pi et ses courbes intégrales

sont appelées bicaractéristiques de p- •

Remarque : H est unique à la multiplication près par une fonction S-homogène de

degré O» Les bicaractéristiques sont donc intrinsèquement liées à p.»

Théorème 2« 1 :

Soit P un opérateur pseudo différentiel de symbole p. + iq. , on suppose que

p- Admet un hamiltonien principal en un point (x°,Ç°) de (R11 X ( fR11 \ {0}) et que,

avec les notations de la définition 2« 1, e""^ q. € S° •

Soit ^ un élément de n Sp , à valeurs réelles, vérifiant : il existe une
m«>0

constante K« telle que 4(x,S)l ^ K» (1 + Log[ç]) pour tout (x,Ç) avec [ç] >1.

On suppose de plus que e"^ H (2^ - <y) € S° .
— 1 1 ^ 9

Soit 1 un segment de bicaractéristique de p.. d'extrémités (x , Ç ) et (x ,Ç ) ;

soient s un nombre réel quelconque et ô un nombre réel vérifiant 0 < ô < X, et

soit enfin u 6 &»(IR11).
^ô

Supposons que O p C e ' ^ P u est H» en tout point de 1

et que Op(e^) u est H5 en (x2,^2)

Alors : Op(e^) u est H® en (x1,^1).

Le démonstration de ce théorème utilise la proposition 1. 2 et le lemme suivant :



Lemme 2» 1 : Soit Y une fonction de 1R n dans C telle que e"^Y appartienne à S°
2 9et soient V et V^ deux ouverts 6-coniques contenant respectivement 1 et (x , s ) î

1 1alors il existe un voisinage 6-semi conique V, de (x ,Ç ) et une application
a »—^ (b,f), définie pour tout a € S" tel que supp a soit contenu dans V. , véri-
fiant les propriétés suivantes :

1) Pour tout a,b et f sont éléments de S" ; supp b c V et supp f c V

2) H f + y f = e^Ca - b)

3) Si a varie en restant dans une partie bornée de Sp , b et f restent dans
une partie bornée de S 5 »

Démonstration du théorème 2» 1 :

Par récurrence, étant donné que le point (x ,Ç ) peut être. remplacé par n'im-
porte quel point de I» on peut supposer que Op(e-) u est H " ~ ? en tout point de I»

—oo 5 ç
Soit alors a 6 S à support dans V. et restant borné dans Sp . On pose

Y = 2in e^^Ce2*"^ p - p* o e2*"^). La condition e"^ H Ç2^{ - cp) 6 S° assure

que e - Y ^ Sp • On peut écrire conformément au lemme 2« 1

a - b = e"^ H f + e"^ y f

et on va montrer que Re(0p(a) Op(e')u 9 Op(e')u) reste borné quand on fait varier
a, ce qui prouvera le résultat cherché d'après la proposition 1. 2.

On sait»d'après les hypothèses faites»que

ReCOpCe*"^ P u , 2 in (F + F*) Op(e*)u)

reste borné (On a posé F = Op(f))»

II en est de même après une commutation facile de

Re(Pu , 2in^ (P + F*) OpCe2*"^)

que l'on réécrit :

Re(2in[p,F]u, OpCe^^u) + Re(Pu, 2inF Op(e2+"cp)u) - Re(P* OpCe2^)^ 2in Fu)

A l'addition près de termes dont on voit facilement qu'ils sont bornés, cette
expression peut s'écrire :

Re(2in[p,F]u, OpCe^^u) + ReWpCe2^) P - P* OpCe2^))^ 2in Fu)

ou encore

ReCOpCe^ H f) OpCe^u, OpCe^u) + ReCOpCe"^ Y f) OpCe^u, Op(e*)u)
T.
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ou enfin

Re(0p(a) OpCe^u, OpCe^u) + Re(0p(b) OpCe^u, OpCe^u)

Comme on sait, d'après la proposition !• 2 que le- deuxième terme est borné, le

premier l'est aussi, d'où le résultat.

Démonstration du lemme 2« 1 :

On appelle H le champ de vecteurs e ' H et on introduit les champs de vecteurs

H (u € <R) définis par 1

H/g) - H(g o F") o $"

<v 2n

et on a H = H + S (f. o $ ) X.
u j=i J u J

t ^t ^Notons F le flot de H et F celui de H. On choisit sur la bicaractéristique
u u 1 1 ^t!portant 1 une origine (x°,Ç°:) appartenant à V de telle façon que (x ,Ç ) = F -(x°,Ç°)

et (x2,^2) ^Ï^Cx0,^0) avec 0 < t^ < t^ .

^tOn choisit un nombre réel e (0 < £ < t. ) tel que F (x°,Ç°) soit défini pour

O ^ t ^ t y + e .
^

Si & et H sont colinéaires en (x°,Ç°), la bicaractéristique considérée est con-

tenue dans la courbe intégrale de 6- issue de ce point et le théorème est vrai bien
j. -

que sans intérêt, puisque l'ensemble des points (x,§) où Op(e')u est Hp est f-conique.

Sinon on construit, dans une hyper surf ace -̂conique transverse à H en (x°,Ç°), un

voisinage <J de ce point, fi-semi conique. Puis on résout l'équation :

H^Cg) + ((e"^ Y) o $")g = a' - b' (1)

le long des courbes intégrales de H , avec valeurs initiales dans CT»

Pour cela, on remarque que les conditions vérifiées par les f. assurent que H
f^S J ^ u

tend vers H quand u tend vers + °° 5 on pourra donc, si u est assez grand, définir

r^x,^) pour (x,Ç) é CT et t ê [0, t^ + e] , de plus H^ sera transverse à a en tout

point»

On pose q o Î (x, Ç) = exp J (e"^ Y o $11) o r^(x,Ç) dT pour (x, Ç) € o,

et l'équation (1) équivaut à

d , -1 ..t. /a' b'. -t .̂^ (q g o r^) = (^- - -^) o r^ (2)

Quitte à restreindre V, on peut supposer que supp a c U F (o).
- t^-e<t<t^+e

On pose alors, pour (x, Ç) 6 U F (<j)
t^-e<t<t^+s
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^2,

et pour (x,Ç) appartenant à u

f o r^(x,ç) = q o r^(x,s) J-3^ o r^(x,s) dT .
0 *

L'équation (2) est alors vérifiée ; de plus le support de b' est contenu dans une

partie fi semi conique à base compacte de U ^(o) = U^ et celui de f dans
t^-e<t<t^+e u z

une partie 6 semi conique à base compacte de U ^(o) = U, car a>"bl est
(Xt<t2+£ u I

d'intégrale nulle le long des courbes intégrales de H .On peut donc prolonger

b' et f par zéro hors de ces ensembles et l'on a

supp b' c: \j supp f e u

La possibilité d'inclure U et U^ dans V et V^ respectivement et les estimations qui

montrent que f et b' restent dans une partie bornée de S s , s'obtiennent en utili-
A/ ^

sant une nouvelle fois le fait que H tend vers H quand u tend vers + °° •

Une démonstration suivant ces lignes dans le cas classique a été donnée par

A. UNTERBERGER ([3] section X).
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