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FONCTION ZETA D'EPSTEIN POUR UN OPERATEUR
ELLIPTIQUE QUI DEGENERE DANS LA DIRECTION NORMALE

par

Ahmed FITOUHI

Faculté des Sciences de TUNIS

INTRODUCTION

Soit Sî un ouvert borné de ÏR11 . Nous supposons que son bord ôî2 est une
variété C00 de dimension n-1 . Soit <f une fonction réelle, définie dans IR11 telle
que :

Î2 = { x e(R11 , ^(x) > 0}

dtf + 0 sur ôîî .

Nous allons considérer sur î2 un opérateur L du second ordre, qui dégénère
au bord ÔÎ2 dans la direction normale seulement. Des opérateurs de ce type ont été
étudiés par Baouendi et Goulaouic dans leur article : Itérés d'opérateurs elliptiques
et prolongement de fonctions propres (exemple 3, page 3) ( 2) .

Cet opérateur L est la restriction du laplacien-Beltrami d'une variété
riemannienne M , aux fonctions de classe C°° sur M invariantes par un groupe
d'isométries r .

^ ^L'opérateur L , ayant pour domaine C (ff) , est symétrique, essentiellement
auto-adjoint dans L (fl) , possédant pour valeurs propres \ < \. < . . . < \ < . . .
de multiplicité finies d° .

Le but de ce travail est de montrer que la fonction zêta d'Epstein associée
à l'opérateur L , à savoir :
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c, d°
^°(s) ' I -j

P-1 ̂

admet un prolongement analytique méromorphe dans le plan complexe. On en déduit le
comportement asymptotique de la fonction N°(X) = ^ d° donné par :

Xp<X P

N°(X) ^ C X7 f dx (X -^ ~)
^ /(p(x)h(x)

Shimakura a étudié dans ( 5 ) quelques exemples de fonctions zêta d'Epstein
pour les opérateurs dégénérés du second ordre à l'aide de calculs explicites, puis
dans ( 6 ) en construisant la fonction de Green de l'équation de la chaleur associée.

Cet article se compose de quatre paragraphes :

1) Dans le premier paragraphe, nous exprimons l'opérateur L construit à partir du
laplacien-Beltrami de la variété M d'équation y2 + y" = <f(x) .

2) Au paragraphe 2, nous rappelons les principaux résultats de Minakshisundaram-
Pleijel concernant le spectre d'une variété riemannienne compacte ( 1 ) , ( 7 ) , ( 3 ) .

3) Au paragraphe 3, nous étudierons le spectre de l'opérateur L . Nous montrerons
que la fermeture de L est le générateur infinitésimal d*^! semi-groupe Q.

9d* opérateurs auto-adjoints positifs de L (M) , espace des fonctions de carré
intégrables sur M , invariantes par le groupe r , qui s'identifie avec L (Cl) .

Soit Z°(t) la trace de l'opérateur Q̂  : Z°(t) = tr(Q^) = I'd° e p . Cette
fonction admet une représentation intégrale faisant intervenir une moyenne por-
tant sur la fonction de Green de l'équation de la chaleur sur M .

4) Dans le dernier paragraphe, nous étudierons la fonction zêta d'Epstein associée
à L , qui est égale à :

r0^ _ 1 f00 r-pOi ° r -\ 1 f r'7°r^ -n -t.5 dt^ (s)= -n?r L P M-IJ t -^.
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Pour pouvoir montrer quelle admet un prolongement analytique mêromorphe, nous

serons amenés à V étude des prolongements analytiques d*intégrales de type :

,2'iï
<K^oO = f^e)]01 f(x,e) dx de .

Jo ^

Nous préciserons enfin le comportement asymptotique de la fonction :

N°W = I d° .
yx P

1. CONSTRUCTION DE L'OPERATEUR L

On considère dans (R11 la surface M d* équation y. + y" = <f (x) .

C^est une variété C00 , de dimension N = n+1 . On la munit de la métrique rieman-

nienne induite par :

ds2 = ? g..(x) dx dx + h(x)(dy2 + dy2)
i,j=1 l:l 1 J ' "

°û (g- *) G5"^ 1-lne métrique riemannienne de classe C dans (P. et h est une

fonction de classe ^é»00 , strictement positive.

Le groupe r = S0(2) , agissant sur les variables y., et y^ , opère sur M en un

groupe d^sométries.

On note par C°°(M) l* ensemble des fonctions de classe C°° sur M invariantes par

r . Il s identifie de façon naturelle à '6°°(n) . Une fonction invariante par F

est dite zonale.

On considère sur M les coordonnées "polaires" :

m = (x,n) ; x = (Xp...,x^) ê Cl

y^ = /<p(x) cos n

Y-y = /^ (x) sin ri .



L'expression de la métrique dans ces coordonnées est donnée par :

S2=^ h-À^H^^n2 •ds"

On note par H la matrice :

H =

. ^^S.^.
°ij 4(p 8x. 3x.

,0 ... 0

0 \ /

0

htf/

{ A + À B

= [

\0 ... 0

0

\
0

h(^

avec A = (g..) , B = (-̂  -̂ ) , \ = -h-^ij-7 ? "9x. ax.^ ? 4(?

et soit A = (g ^) la matrice inverse de A .

En utilisant la réduction des formes quadratiques on montre que :

det H = h ip (1+Xb) det A

avec

b= | |g rad^ | f= I ^^l^ •
i,j=1 î ^j

On choisira la fonction h de telle sorte que h q? (1 + "- b) det A = 1 et alors

la mesure riemannienne sur M est dm = dx dn et sur ÔÎ2 : h = — — — — 2 — _ .
||grad(^||/iet A

Dans la suite on considérera toujours la fonction h ainsi choisie.

PROPOSITION 1.1 - Le laplacien-Beltrami de M est donné dans les coordonnées

"polaires" par :

- ,L3l .^3-)-A-A^èij-1 î 'V 3n-

avec

A^ /îeT7 ? g13^^ .
z i,j=1 î ̂ j
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La restriction du laplacien-Beltrami aux fonctions zonales est :

-J.,^^]-*—
C'est un opérateur elliptique sur îî , dégénéré sur ÔÎ2 , de domaine C2^) , symé-

trique par rapport à la mesure de Lebesgue dx et essentiellement auto-adjoint dans

L (?) de valeurs propres À < X . < . . . < X < . . . .

Exemples d*opérateurs L

1) Soient Î2 = ]-1,1[ et if la fonction définie par (p(x) = 1-x2 . En prenant

g^ = 1 et h = 1 , l'opérateur L est l'opérateur de Legendre :

^s [('-^MÎ-***

avec A = x -a— •

2) Soient Î2 = B^ la boule unité dans (R11 et tf la fonction définie par :

q^(x) = 1 - ||x||2 = 1 - (x^x|+...+x^) .

n 2
Si (g..) = 1 (identité) , h = 1 , ^opérateur L est L = 7 -d— - A» A .

J i=1 ax^
n .

A est l* opérateur d^uler, c* est-à-dire A = I x. —— .
i=1 1 î

3) Plus généralement, si Sî est un ouvert borné de IR11 et ip une fonction définie

dans (R11 de classe ̂  telle que :

îî = { x CIR11 , <^(x) > 0}

dtf ^ 0 sur on

et si ron prend (g^.) = 1 , l'opérateur L est donné dans ce cas par :

L = \ - ^ - A ^ A avec A = l ? ^ ̂ - .
i=1 8x^ 2 i=1 î ̂ i
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2. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DE MINAKSHISUNDARAM-PLEIJEL

La surface M est une variété riemannienne compacte, de classe C00 et

de dimension N = n+1 . Soit A le laplacien-Beltrami de M . Les résultats suivants

sont dûs à Minakshisundaram et Pleijel (1), C 3 ) , (7).

Résultats 1 - A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe d'opérateurs auto-

adjoints P, donné par :

P , 1 = 1

P. f(m) = f G(t,m,m') f(m') dm'
t ^M

avec 0(1,111,111*) > 0 , de classe C00 sur J O . ^ ' ï i M x M .

THEOREME 2.1 - II existe des fonctions u. de classe C°° sur M x M et pour tout

entier k positif, pour tout T > 0 , une constante c > 0 tels que :

- ^(m.m')
1 4t r ^ -i iG(t,m,m') = ——•—rj e 1 L u.Cm^^ + 1̂ (1,111,111')

(2^î)N 4=0 3 J k

k^1
avec V t € [0,T] , ^ m,m1 6 M : |R, (t,111,111* ) | < c t

et^ r (111,111*) est la distance géodes ique de m ji m* .

Résultats 2 - L'opérateur A , de domaine H2 (M) = { u 6 L2^ , Au € L2^!)} , est

auto-adjoint, de spectre discret. Les valeurs propres de -A sont :

0 = \ < Xi < À9 < •.. < X^ < • • • •

On note par d les dimensions des sous-espaces ^ associés aux valeurs propres

\-
L'opérateur P, a une trace donnée pour t > 0 par :

" -X t ,
Z(t) = tr(Q ) = 1 d e P = G(t,m,m ) dm .

r p=0 p JM
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Du théorème 2.1 on déduit que pour tout k :

1 F k - 7 î^1

2% = ————N 1 a. t-N + 0(t 2 ) (t -^ 0)
C2/Ft)N l-j=0 3 J

avec a_ = u.(m,m) dm et comme u (m,m) = 1 , a est égale au volume V de M
J J M J ° o

On associe au laplacien-Beltrami A de M la fonction zêta d^pstein définie par :

oo d
ïKs) = 1 ^ .

p=1 ^

THEOREME 2.2 - La fonction zêta d^pstein, qui est définie et holomorphe dans le do-

maine Re s > -j , se prolonge analytiquement dans le plan complexe en une fonction

méromorphe.

Si_ N est impair, les pôles sont ^ ^ - 1 » • • • ^ H " 1 ^ • • •

Si_ N est pair, les pôles sont 7 > 7 ~ 1 » • • • » 2» 1 •

Pour la démonstration, il suffit de remarquer que la fonction zêta d^pstein

s^crit : ^(s)=^y J00 [ZCD-lJt5^ .

De ce théorème découle rapidement le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.1 - D* après le théorème d^kehara la fonction N(À) = ^ d possède

? V^ p
y ^

le comportement asymptotique suivant : N(X) ^ ———„• —rr—— (X -^ 0°) .
(2/iî)^ r(^1)

3. SEMI-GROUPE Q^ ET SPECTRE DE F OPERATEUR L

2 2On note par L (M) l* espace des fonctions zonales de L (M) , qui s^denti-
9

fie naturellement à L (î2,dx) .
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Si X sont les valeurs propres de -A sur M et % les sous-espaces propres
correspondants de dimension d , on note ^° l'espace des fonctions zonales de
K et par d° la dimension de ÎG° Ç04 d°< d ) .
Soit Q le projecteur de I^CM) sur L2^) défini par :

Q f(m) = ̂  J f(ïQ m) de

où YQ é r = S0(2) .

PROPOSITION 5.1 - Le projecteur Q commute avec A et_ P . De plus, on a :

L = QA = AQ
Q̂  = P̂ Q = Q P̂  .

On met ainsi en évidence un semi-groupe Q .

PROPOSITION 3.2
i) Les opérateurs Q. constituent un semi-groupe d'opérateurs auto-adjoints positifs

9de L (M) dont le générateur infinitésimal est la fermeture de L .

ii) Le sous-espace propre ̂ ° est un sous-espace propre de l'opérateur Q, pour
la valeur propre e P .

La démonstration de cette proposition est analogue à celle qui concerne les

opérateurs P. .

On considère maintenant la fonction Z°(t) associée à l'opérateur L ,
oo -X t

qui est définie par Z°(t) = Y d° e p = tr(Qj .
p=0 P r

1 r271 r
Or Q. f(m) = — ^TA m^) W) dm' de •L 2 J Q JM e

1 f271 fCeci entraîne que Z (t) = J- G(t,Yû m,m) dm de .Z7T J o JM 0
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PROPOSITION 3.5 - La fonction Z°(t) possède la représentation intégrale suivante

r2nn 1 r-"" f ^z (t) = ^- G(t,x,e) dx deTr J o ^

avec G(t,x,e) = G(t,m,y, m) .o

En effet, si m = (x,n) é M , alors YQ m = (x,n+6) et par raison d* inva-

riance on a : G(t,m,Y. m) = S(t,x,e) .o
Si l'on utilise le développement de Minakshisundaram-Pleijel (Théorème 2.1), on

obtient :
_^(x,e) F k . 1

S(t,x,e) = ——— e 4t ^ t3 u^x.e) + K (t,x,e)(2/Fîr [j=o •ï J K

k-^1
avec sur [0,T] : |R^(t,x,e)| <: c t " et où i(;(x,e) = T Çm,y m) .

4. PROLONGEMENT ANALYTIQUE DE LA FONCTION ^°(s) ASSOCIEE A L

On définit pour l'opérateur L la fonction zêta d'Epstein par

^°(s) = ? d£ .

PROPOSITION 4.1 - La fonction j °(s) est convergente dans le domaine

D = { s = o+iv , a > ̂ } et elle s'écrit ^°(s) = j^y f00 [z°(t)-lj ts ̂  .

En effet, on a ĵi = f00 e'^ t5 ̂  et on a aussi Z°(t)-1 = OCe^) ,

a > 0 , t -^ oo .

De ces deux remarques découle la proposition.

On conclut de ceci que pour montrer que la fonction 2/°(s) se prolonge

analytiquement en une fonction méromorphe, il suffit de le prouver pour la fonction
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-fo/- . _ 1 , 1 f 7°^ 4-s dt3^ - -irïsT ris! )n z ct) t "r •

Pour cela, on a besoin des résultats suivants.

1 7-
LENME 4.1 - Pour z > 0 la fonction F(z,a) = f e t t01 ̂  est entière en a—————— —— ——————— JQ t —————————

Ç-1)P zPet si a <(N on a F(z,a) = z0^ r (-<x) - ^
p=0 p! p-a

PROPOSITION 4.2 - II existe une fonction ip strictement positive, de classe C

sur Î2 x[0,2iï] telle que le carré de la distance géodésique de m ji YQ m sur M

soit donné par ip(x,e) = <p(x) 92 ip (x,e) .

En effet, il n'y a de problème qu'au voisinage des points où i(<x,9) = 0 .

Soit x un point de ôîî , (f(x ) = 0 . On peut supposer que j^- (x ) f 0 (par

hypothèse d^f f 0 sur ÔÎ2) sur M, on peut prendre comme coordonnées locales au

voisinage de x^ : (x^ ,x^,... ,x^_py^,y^) . Si m et m' sont deux points de

M , r (111,111*) est une fonction de classe '6°° sur M X M . On pose :

m = (XpX^,...,x^,y.pO)

m1 = (x.px^,...,x^,y^ cos 6 ,y-, sin 9) .

Mors r (m,m') est une fonction de classe ^° des variables x.,x^,...,x i,yi,9

paire par rapport à y. et paire par rapport à 9 .

r2 ,̂!!!') = G(x.pX^,...,x^,y^,6)

G(x.pX^,...,x^,-y.p9) = G(x.pX^,...,x^_.py.p6)

G(x.pX2,...,x^_pyp-e) = G(xpX^,...,x^_pyp9) .

D'autre part G(XpX^,. . . ,x .,0,9) = 0

G(x.j,x^,...,x^,y.p0) = 0 .

Déplus y^ = 4>(x^ ,x^,... ,x^_pX^) .

Le résultat se déduit du lemme suivant.
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LENM5 4.2 - Soit f une fonction de classe C00 dans IR^ÎR.11 , f(x,y;z)

(x,y) 6 (R2 , z € (R11 . Supposons

f(-x,y;z) = f(x,y;z)

f(x,-y;z) = f(x,y;z)

f(0,y;z) = f(x,0;z) = 0 .

Alors il existe une fonction g de classe C00 dans Q^xp11 telle que :

f(x,y;z) = X^^GX^ÎZ) .

PROPOSITION 4.5 - S3_ ip(x,9) est la fonction distance géodésique r2^^ m) , alors

1T intégrale
f271 f

<Kf,oO = DK^e)]01 f(x,9) d9dx
^O ^

ou. f est une fonction de ^)f?2 y [0.2^1 paire par rapport à 9 , admet un prolonge-

ment analytique méromorphe ayant des pôles simples en —-l,-3-,^,...

Le résidu en a = 4 est- \ \ f (x>o) dx .
z J^ /(f(x)h(x)

En effet, d^près la proposition 4.2, on a ^(x,6) = (p(x) 62 ip (x,6) , d*où

<Kf,a) = f e2" f [ [^(x) ^ (x.e)]" f(x,e> dxl de = f 7r e2" F(a,e) de où i^n
- ' 0 1 ^ - J J Q

a posé : F(a,0) = f [ty(x) ^(x,e)]01 f(x,e) dx .

La fonction F(a,e) se prolonge analytiquement dans le plan complexe en une fonction

méromorphe admettant des pôles simples en -1,-2,...,-k,... .

En effet, si ron remarque que { x / (p (x) ip (x,e) = 0} = ôSî et que

^^ lpo) = ^o d ^ sur ^ on utilise ^o^s (4) page 312 pour avoir le résultat.
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D*autre part, la fonction F(a,9) est paire en 6 . Son développement de Tay^or est

donné par :

n2 c^\ o-C^-t) o\r 9^ fi
F(a,6) = F(a,0) + ̂  Fl '(^0) + ... + 6————F1" ^(a.O) + -.-̂  F^»8) •

2! 6 (2k-2)! e ( > z k )- '

On a alors :

r2'iï . k-1 F^Ca.O) ^_.2a+2p+1 . r2-iï . .,
e201 F(a,e) de = I -9———— K (2^ ̂  + -.̂ Tr ^^ F^a,e) de

J o p=0 (2p)î 2(a+^Çi) I Z K J > ^ 0

Les pôles sont -y, -^•,..., - P ,.. • .

En groupant les résultats ci-dessus, on voit que P intégrale (()(£, a) admet

un prolongement analytique méromorphe avec des pôles simples en -^-,-1 ,-y,... .

Reste à montrer que le résidu au premier pôle a = -^ est donné par
1 f 1 f(x,0)dx . Le résidu en a = — est égal à :
2 ^ /tf(x)h(x)

1 F(0,4) = \ \ _ 1 f(x,0) dx .J^ /<f(x) ^(x,0)

II suffit de prouver que h(x) = ip (x,0) ce qui est vrai car pour x fixé dans <^ ,

la distance géodes ique • de m à y m est équivalente, lorsque 6 tend vers 0 , à

la longueur de l^rc de cercle paramétré par t »—»• y. m , c t est-à-dire :

ip(x,9) ^ h(x)(f(x) 62 (9 -» 0) .

THEOREME 4.1 - La fonction ^°(s) associée à F opérateur L admet un prolongement
. . , , , ^ . - , n n 1 n . . 1 1 3 _2k+1analytique méromorphe avec des pôles simples en -^,^- - -^ ,^- -1,..., 1 ,-p -p - ,̂ • •., "—^—,.

Le résidu en -j est :

Res^0^) = ——————— f 1 dx .
z 16(2yÇ)11 r(|) ^ /(p(x)h(x)
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Démonstration

On a : ^-lî^-Tk ^ zo(t)ts^

'irW-^ CLf SCt^t^dxder l I1'0 ;^ ^ 0

pour x € Sî , 6 ^ 0 la fonction i|/(x,9) > 0 et par suite

f1 g(t,x,6) t5 Ç = ———^ f u_(x,9) FC l̂̂ j) . f1 g.Ct^e)!5^
JQ L (2/rF)" j=0 J 4 z J Q K t

d*où

^(s) = irW+ ^TST jlo C L ̂ '̂ •^^ V^ dx de

+ 2Trr(s)
f2ir r f1

^(t,x,9) t s ^dxde .
^0 •'Si •'0

On est amené à considérer des intégrales de type :
r2w

I(S,a) = f f FC^9!,̂  iï(x,e) âx de .
)Q )f>. •>0 JR

En vertu du lemme 4 . 1 , on a :
r2-n

I(u,a) = r(-a) f f '̂ ^ u(x,9) dx de
^0 •'S2 '• 4 J

(x.e^" ,-»/

r2TT? C-D1' J.
p^O "P1" P-" •IO Jîî

[î^fuCx.e) dxde

qui s'écrit encore :

I(u,a) = r(-a) <(>(u,a) - 1 -(^- —^ <f>(u,p) .p=o - * -

Comme les fonctions u . ( x , 9 ) sont paires en 6 , la proposition 4.3 nous conduit à
dire que l* intégrale 1(3, a) (u = lÏ.) admet un prolongement analytique méromorphe
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avec des pôles en — - 1 , - 3 . . .

Le résidu en a = - est 4 f SCX>0) dx .
2^ ̂  /(y(x)h(x)

On exprime maintenant ^°(s) en fonction des intégrales I(iï.,a) .

^-^ÎOTT^,!. •(«-^1)

-i f2'iï r f1 A» - ....+ 2îr7sT R(t,x,e) t3 ̂  dx de .ZTri ISJ Jo ^ J o t

La fonction [ | ^(t,x,6) t5 ^ dx dô est holomorphe pour Re s > +^ - k - 1
-'0 ^ ^Q - L

r fl <v k-^1
car |R,( t ,x ,9) [dxde< e t -

^ JQ K

Le résultat du théorème se déduit des prolongements analytiques des intégrales

I(S.,s^+j) . Le premier pôle est obtenu en prenant j = 0 , s-" = -1 . Or N = n+1 ,

donc s = y .

1 f ^ ( x î o )
II a pour résidu ————-——— " • - dx et comme u (m,m) = 1 , on a

^A)11 r^) JQ /^(x)h(x) °

u(x,0) = 1 et par suite ResÇd0,^) = ———— -̂———— [ àx .
z léCZ/T)11 r(^) ^ /4>(x)h(x)

Remarque - On peut montrer que le résidu du deuxième pôle n—1- s exprime à l^ide

d^e intégrale sur le bord <Sî2 .

COROLLAIRE 4.1 - La fonction N°(À) = ^ d° possède le comportement asymptotique
Àp<À p

n
•y

N°(X) ^ ————À———— f dx (^ ^ «,)
lôO/T)11 r(l) Jn /<y(x)h(x)
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