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NOYAU, RESOLVANTE ET VALEURS PROPRES

D'UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES
par

P. BOLLEY, J. CAMUS et PHAM THE IAI

INTRODUCTION. - Dans cet article, on &tudie le comportement asymptotique des valeurs
propres pour la classe des opérateurs elliptiques dégénérés quasi-homogénes introdui-
te dans () et variationnels.

Ce sont des opérateurs qui, dans une carte locale, s'écrivent :

0e) L(t ; D_,D,) =
" 2 o hien

ot meN, §>0, 0c€eZ avec g +m et o +émelN .

a . ‘CGJ'(SIQ‘I"'j DmDJ .
a) Xt

Leur symbole L(t ; &,1) vérifie la propriété de quasi-homogénéité suivante :
. 58 =10 .
L(t/x 5 2%g,a1) = AL(t 5 E,1) .

Dans cette direction, des résultats ont déja été obtenus :
1 - Pour 1'opérateur

N %*
L = div ¢ grad + in A5 Ay
s

ol  est une fonction Cw@ équivalente 3 la distance au bord T de @ ,
Q étant un ouvert de R et ol
A..=¥. -53— -y, 3-3—
ij 1 9x; j X
est un champ de vecteurs tangents 3 T ; on sait alors que si
NOY = ]
A SA
est la fonction de répartition des valeurs propres A. d'une réalisation dans
LZ(Q) de 1'opérateur L , ona : N(Q) v C')‘n/Z comme dans le cas elliptique,
la constante c¢ s'exprimant par une intégrale sur le domaine Q , cf. M. S.
BAOUENDI - C. GOULAOUIC (®), M. GUILLEMOT-TESSIER (°).
2 - Pour 1'opérateur L = div \p grad , on sait alors que N(A) ~ ™ si on>2,
la constante c s'exprimant 3 1'aide d'une intégrale sur le bord T de Q , cf.

1
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C. NORDIN (*?), I. L. VULIS - M. Z. SOLOMJAK (*°).

Plus généralement, G. METIVIER (°), PHAM THE LAI (**) (*2), M. TOUGERON (**) ont
obtenu 1'équivalent N(A) ~ c.\ (n-])/(Zm—k)
dégénérant au bord 3 1'ordre k dans toutes les directions (ie: 8 =1 et

=k - 2m) pour n>2-E-m s, NQ) ~ c.An/Zm pour n < 'E' et lorsque n-—k— s
NQ) ~ c.AVkLog A , la constante c s'exprimant pour n 3 -k— d 1'aide d'une inté-
grale sur le bord T de Q et pour n< %E' d 1'aide d'une intégrale sur Q .

On va montrer que pour les opérateurs généraux (*), ona : NQ) ~ c. )\—6 (n-1)/o

pour les opérateurs L d'ordre 2m ,

pour n > cx—_'*%'fn- » la constante c s'exprimant 4 1'aide d'une intégrale sur le bord

et dépendant de la reallsat}on choisie pour 1'opérateur L , NQ) ~ c.An/ ™ pour

m n _ . m
n< ——— et NQA) ~ cax mLog A lorsque n = S Em
mant 4 1'aide d'une intégrale sur T et ne dépendant pas de la réalisation choisie.

la constante c s'expri-

En particulier, pour les opérateurs considérés par M. S. BAOUENDI (%) et M. I.
VISIK - V. V. GRUSIN (1%) :
* ty P
AN+ D.(a..®"D.
i,§=1 J( 1JLP Y

ol A est un champ de vecteurs transversal 8 I' sur T et p un entier > 0, on
obtient que N(A) ~ C.A((p+2)/4) (n-1) pour n > p*2 , la constante c dépendant
de la réalisation choisie et s'exprimant 3 1'aide d'une intégrale sur le bord T ,

NQA) ~ C.)\n/z pour n < 9—-3—2- et lorsque n =2 ; 2 » NQ) ~ c.)\n/zLog A , la cons-

tante c ne dépendant pas de la réalisation choisie et s'exprimant 3 1'aide d'une
intégrale sur T . Un résultat de méme nature est donné par A. MENIKOFF - J. SJOSTRAND
(®) a ce colloque.

A la différence de (®), nous suivrons la méthode des noyaux d'Agmon ce qui permet-
tra de traiter le cas des opérateurs L non nécessairement auto-adjoints (avec ce-
pendant une hypoht&se restrictive du type Sobolev Min (-0, -6/8) > n ). En outre, &
la différence de (*!) et (**), nos résultats s'appliqueront a des réalisations assez
générales des opérateurs L (ie : sans hypothése de régularité sur le domaine D(L)).

- NOTATIONS ET RESULTATS
Soit @ un ouvert borné de R . On suppose que & est une variété a bord, de
bord T de classe C . On se donne une fonction (V. R" >R de classe C  véri-

fiant :
={xeR ; ¢x > 0},
= {xeR ; ¢ =
grad 9 (x) #0 pour xe T,

o grad @ = G 9,00, 35 ().

Soient (Xl) osigq des champs dg vecteurs 2 coefficients C sur R* tels que :
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(1) Xo est transversal & T sur T ie : (Xotp)(x) # pour xeTr
(ii) )(i ,pour i =1,...,q, est tangent 3 I sur T ie : (Xitp)(x) = 0 pour
XeT ;

(iii) pour tout x e 8 , le rang du systéme (Xi(x)) est égal 3 n .

ogigq
On supposera que Xo(x) est, en chaque point de T , intérieur 3 Q .
Etant donnés me N, -0 et § des nombres réels > 0 avec g +m3>» 0 et
o +8m> 0, on considére 1'espace :

W@ = (ue 2@ 5 opMx(0:0%<6,02)x0 ¢ 12(0) pour |af < m}

mmni de la norme canonique.

On a noté

a o
(o) +1
X = X, eee qu pour o = (ao,...,aq) e N

et <§,a> = § izl oy + Oy -
On notera V 1'un quelconque des sous-espaces Vz(ﬂ) ={ue V@g G(Q) ;oyju = 0
’
pour 0< j < &)} pour 2 entier avec 0g 2 < -0 - %— , ou bien 1'espace Wg’ 6(9) .
’
(yju désigne la trace sur T' de la dérivée normale d'ordre j de u).
Soit maintenant a(u,v) une forme intégro-différentielle définie sur V par :

L ——
a(u,v) = § Joa (X ¢ af X (x;Du . XB(x;D)v dx
(@,8)em @ OB x)
ol age C@ , M=) e x5 josm, |8l sm, fyg = 2o+ om)
_1 .3 3
+(1'6)(G0+BO)EN et D—-{(-ax—]-,...,'a—il;).
On suppose de plus que, pour |a| = |B] =m , les coefficients aaB(x) sont réels

et symétriques.
On suppose aussi que la forme a(u,v) est V-coercive, ie. : qu'il existe une cons-
tante c > 0 telle que : pour tout veV,

Re a(v,v) > c.|| v ||\2, .

On en déduit alors que :
(A) 1'opérateur différentiel
L
= By aB .
L(x;D) = XP(x;D) (a_, (x) ¢ 38 X*(x;D))
(a,Bgem o8 *)

est elliptique d'ordre 2m dans Q ;

(B) pour tout x e I' et pour tout vecteur £ # 0 cotangent en x a T , la forme

+oo 2
a5 X(u,v) = f N 2, ()t aBXa(x;€+gradLp(x)Dt)u.XB(x;£+grad ¢()D)v dt
o (a,B)eto
a =18|=m
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est fortement V(R+)—coercive ie : il existe CE > 0 telle que : pour tout
veVR,) ,

ag’x(v,v) >c .

2
v ”V(R_,_) .

On a noté, par définition, Xi(x;£+grad w(x)Dt) = Xi(x;g) pour i=1,...,q et
Xo(x;£+grad Q(x)Dt) = Xo(x;grad &4>()())Dt .

On notera L (resp. L‘E’x) 1'opérateur associé au triplet {a,V,L2 @)} (resp.
(a5 VR),LER )Y ).

On a alors :

THEOREME I-1. - Pour tout x € T' , pour tout & # 0 vecteur cotangent en x
r,ona:

(1) 1'opérateur L5 est auto-adjoint strictement positif, 3 résolvante compacte
si o+ém>0;

(ii) on suppose -o >-;- et o+ ém >% ; alors, si (u‘E j(X))j>,] désigne la sui-
te des valeurs propres de 15X , rangées par ordre éroissant, il existe une
constante c > 0 telle que :

Wl < c.g2lorem/s o
£, :
Sm
(iii) on suppose de plus n > ¥ et on pose

_ s(n-1)/2
Dj(x) = IST uw’j (x) dw ’
X

ol Sty désigne la sphére unité du plan tangent T, en x a I ; alors la

série .Z] pj (x) est convergente et la somme est une fonction bornée sur T .
J2

REMARQUE I-1., - Le résultat (ii) donnant une minoration des valeurs propres “E,‘,j
est en fait optimal comme le prouve le résultat de (*2) ; en particulier pour 6§ =1,
cela ne dépend pas de 1l'ordre de 1'opérateur mais uniquement de la dégénérescence
k=(CQo+m .

L'injection de 1'espace Wg’ 6(9) dans L2 (@) étant compacte, 1'opérateur L
admet une suite O‘j)j>,1 de valeurs propres que 1l'on supposera rangées par ordre
croissant des modules et si on note :

N = ) 1,

on a @

THEOREME I-2. - On suppose Min (-0,-0/8) > n/2 ; on a-alors :

(1) si n> Ey"fﬂ&ﬁ » N(A) vérifie la formule asymptotique :

NQ = C.A-G(n-1)/20 +a()‘-6(n-1)/20) , At w
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avec la constante c

d
(—2'")?{ ZP(X)]U,

(ii) si n-= B%E ,» N(X) vérifie la formule asymptotique :

NOY = c A oo 40V | 3 st

’

avec la constante c

c = w(X)
r
¢ |[lgrad @) |l
2m dg
ol w(x) = — sin
= n fn“ f 2, ¢ *B00 X7 + 1
lal=]8[=m

(o, B)E#G

(iii) si n < ?J'_f‘l&ﬁ » N()) vérifie la formule asymptotique :

NCA) = n/Zm Te\ /Zm) L Aostew

avec la constante c

1
Cc = wx)dx .
en"

s am
REMARQUE I-2. - La condition n < T

té de la fonction W sur Q ; la fonction W , au voisinage de T é&tant équivalen-
te 2 ¢(x)—(m/m)—]-6(n-]) .

est exactement la condition d'intégrali-

Précisons que ce théoréme I-2 peut €tre amélioré dans le sens suivant : la condi-
tion Min (-0, -0/8) > 2— est inutile chaque fois que 1'on sait &tablir le résultat
de régularité optimal du domaine D(L) de 1l'opérateur L , @ savoir D(L)CW2 m 6(9)
Ceci est vrai en particulier pour les opérateurs elliptiques (o =-m et § = 1) et
pour les opérateurs considérés dans (!!) et (**) (§ = 1 et réalisation de Neumann).
Cependant une telle régularité est fausse en général. Toutefois, on a le résultat
suivant :

PROPOSITION I-1. - Ona : D(L) C W?:;,G(Q) dans les cas particuliers suivants :
(1) oc=-m et §31 (6=1,Ezi_s_e11iptique;5>],Sai;_(2)gg(15));
(i1) 61 et réalisation de Neumann (ie : V = 1&(‘;’ 5(® ) ou réalisation de Diri-

chlet "modifié" (ie : V = Vl(n) avec f=-20-m) ;
(iii) réalisation _c_i_c; Neumann ou E Dirichlet "modifié" pour les opérateurs différen-

tiels de la forme :

n
2(g*m) m ;oA p2(orem)m

*M
L=
g L N i
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ol A est un champ de yecteurs transyersal & T sur I' et oll

= 9 . 9 =39
P axj P, B Yy T

A..
1 i k

(P"E désigne 1'adjoint formel de 1'opérateur P).

Cette proposition s'établit par les mémes méthodes que dans (*).

II. - DEMONSTRATION DES THEOREMES I-1 et I-2

Le principe de la démonstration est celui de 1l'estimation des résolvantes
R = L+ )\I)-1 comme dans (1) pour le cas elliptique et (!!) pour un cas particu-
lier.

Etant donné qu'il n'y a pas, en général, la régularité optimale du domaine D(L) ,
nous sommes amenés 3 raisonner directement sur la forme a(u,v) comme dans (7). On
commence donc par établir un résultat abstrait qui est utile 3 la fois pour le théo-
réme I-1 et le théoréme I-2.

I1I-1. - RESULTAT ABSTRAIT
Soit V un espace de Hilbert dense dans LZ (®) . On suppose que V s'injecte
contin{inent dans LZ(Q) et que :

ve @

de fagon compacte.
On suppose de plus que 1'on a 1l'estimation du type Sobolev :

(s) VueV, Vxen; [u@] < c. ¢ ully )’y
L

avec a, vy >0, ¢ une fonction> 0 sur Q et c une constante indépendante de
u dans V.

Soit V' 1'antidual de V et T un opérateur linéaire continu de V' dans V.
On notera <,> la dualité entre V et V' dont la restriction a LZ(Q) est le
produit scalaire de L2 © .

Enfin, on notera || T ”V' la norme de 1'opérateur T agissant de V' dans V

et de maniére analogue les normes “T“V' 12 s lITHLz y et [lTI[Lz 12 - On a alors :

THEOREME II-1.1. - L'opérateur T , considéré comme un opérateur de L2 (@) dans
L (D) est wn opérateur intégral avec un noyau K(x,y) continu sur Q@ x Q@ et véri-

fiant :

K&, < ¢ JoemI*ANTIY v T “V' Y TIILZ V”Tll 2 LZ)

On va appliquer ce résultat 3 une situation variationnelle : soit a(u,v) ume



forme sesquilinéaire continue sur V x V , V—coercive ie : pour tout ue V
Re a(u,u) >c.|u ”V

avec une constante ¢ > 0 indépendante de u .

On note L 1'opérateur associé au triplet {a,V;LZ} . Pour tout A >0, la forme
a)‘(u,v) = a(u,v) + A<u,v> est V-coercive et 1l'opérateur associé est L + Al ol I
est 1'injection canonique de V dans V' . On notera RA = (L + AI)_1, on a alors :

PROPOSITION II-1.1. - Pour tout X >0 , on a :

C

“ RA “VI,V Sc 3 ” Rl va ,LZ N 7C'X 5 ” R)\ ”LZ,V N 5 “ R)‘ ”LZ,LZ N ’(X: .

Cette proposition est immédiate ; on en déduit avec le théoréme II-1.1 le

COROLLAIRE II-1.1. - L'opérateur R, , considéré comme opérateur de L (®) dans
L (2) , est un opérateur intégral avec un noyau R%(x,y) continu sur @ % @ tel

que : pour tout (x,y) e @%@,

2.1) IR, ()| s . [P0 )] ™ AT

On va maintenant appliquer ces résultats au cas ol V est un sous-espace de

1'espace Wg 6(9) ; ceci nous améne 3 établir des théorémes de plongement du type
’
"Sobolev avec poids' pour les espaces ng 5(9) .
>

I1I-2. - INEGALITES DU TYPE SOBOLEV

Soient WmG(R) 1'espace : WmG(R) {ue LZ(Rn) 0+6IOLI"':'DJDue L CR) ,
o+ 68la] +j20, |af] +j<sm} pour n>1 et WmGCR) {ueLCR),
Cr+('Sk‘LJDJueL(R),cr+6k+;j £0, k+j<m. "On a alors :

PROPOSITION II-2. 1 -0Ona:

(1) Wy s®RICHR) ;
(ii) ii_ ue Wm G(R ) , u est continue sur R, et il existe une constante c > 0
telleg___pourtout ueWmG(R),p tout t> 0, on ait :

|u(t)| s c.t”

(o+m) /2m ” u“1/2m ” u”1-2-1/2m .

0,6

(iii) on suppose -0 > 1/2 ; alors si ue Wm G(R ), u est continue bornée sur R
et il existe une constante c > 0 telle que pour tout ue Wm G(R ) , pour
tout t >0, on ait :
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-1/20
Wms

a,

1+1/20

[u(®| s c.flull [['u || ;
[u®)| < C.t-(c+6m)+1/2(6-1) | u I
0568

La derniére inégalité traduit le comportement de u au voisinage de t = +o .

PROPOSITION II-2.2. - Pour n> 1, on a :
W W R e °—'WG)CR) s
(i) on mse m>2- ; alors si ue Wm (R) , u est continue sur R et il
existe une constante c > 0 telle g___ pour tout u € Wm GCR ) , pour tout
(t,x) e R , On ait

0+m)/2m)—((n—1)/2m)(o+6m)”u”%2m ||u||]5(n/2m) :

ag,$
cos n
(iii) on suppose Min(-g,- —) % ; alors si ue Wm G(R) » u est continue et
bornée sur Rn et il existe une constante c > "0 telle que, pour tout

ueWm CR),E r tout (tx)eR on ait :

lu(t,¥)| < c.t-((

lu(t,x)l < c. “ (1+6(n—1))/2cr” ”1"'((]"'6(11—1))/20')

0,6
De cette proposition II-2.2, on déduit la

PROPOSITION II-2.3. - On a :
@ W e HinCoTd g
(ii) on gEmse m>n/2 ; alors si ue Wm G(Q) , u est continue sur Q et il
existe une constante c >0 telle que, pour tout u e Wm (Q) » pour tout

Xe @ , on ait :
|U(X)| < c. 9 ((0+m)/2m) ((n-1)/2m) (c+Sm) ” “n/Zm ” ”1 (n/Zm)
0,6

’

(iii) on suppose Min (-o,- g—) > n ; alors si ue Wm (Q) u est continue et
bormée sur o et il ex1ste une constante c > 0 telle que pour tout
uewm (Q),m r tout X € Q , on ait :

Jlu ||'(1+6(n-1)/2c Il u ||11-‘;((1+6(n—1)/20) )

[uX)| < ¢

0,68

La démonstration des propositions II-2.2 et II-2.3 est basée sur la théoréme clas-

sique de plongement de Sobolev.
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On peut maintenant &tablir le th€oréme II-1.] concernant le probléme spectral 3
une variable.

I1.3. = DEMONSTRATION DU THEOREME I-1

En combinant le théoréme II-1.1 et la proposition II-2.1 on obtient facilement le
théoréme I-1, 1'opérateur 15X stant auto-adjoint 3> 0 : la consition -g¢ >%— est
exactement la condition de Sobolev pour que V(R_l_)f» Co(]R+) 3 la condition
o+ &m> % traduit 1'intégrabilité sur la diagonale du noyau G‘E’X(t,r) associé a
1'opérateur LEX + AI)—]

Utilisant ensuite la formule classique

-1 o
I oG 50+ 07 = [ dEee,nar
j;‘] ’J 0o
on obtient la minoration donnée des valeurs propres He .(x) de LE’X .
’
L'assertion (iii) du théoréme I-1 est immédiate ; cette condition (iii) est en
relation avec 1'étude d'un modéle dans le demi-espace R lorsque la dimension n

] . Sm
satisfait 1'inégalité : n > s
n Sm
1I-4. - ETUDE D'UN MODELE SUR R, LORSQUE n > -

Soit a(u,v) 1la forme intégro-différentielle définie sur V(RE) par :

a(u,v) = f a yl"‘B 0 . DBy dy
’ “|a|f| L A

ol Lo =2(c+ém+ (1-8)( +8), eR.
aB dag = 3a
On suppose que cette forme a est V(Rn )-coerc1ve
Soit L 1'opérateur associé au triplet {a,V,L } et GA = (L + )‘I)-] pour
A20.
Pour chaque vecteur £ e Rn_1 , on considére la forme aE définie sur V(R+)

par :

a‘E (u,v)

a r‘w y%‘B g“’*s' Dunu . Dan dy
Ial=fsl=m B J, n Ynn Yn P
ol a=(a,a) et B=(B',B)
La forme a étant V(]Rn )-coercive, la forme aE est VR, )—coerc1ve On notera
& 1 opérateur associé au triplet {a , VR,), L (R )} et G)‘ = (LE + AI)
On peut alors exprimer le noyau G (y,z) de GA en fonction du noyau G (t T)
de G§ , de fagon précise, on a :

PROPOSITION II-4.1. - On suppose Min (-o,- 2) > % . Alors, pour tout A >0, la

résolvante G, de L existe et est un opgrateu 3 noyau G, (y,z) continu sur
K, x ]Rn et on a : pour tout ()’,z)e]Ran+

+
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6, (7, =(—23n—_ffkn_, A N R N A UL S LT
ot w =g/|E|
On obtient alors le résultat suivant :
Sm

THEOREME IT-4.1. - On suppose Min (-0,-§) >7 et n>

s am On note, pour
simplifier Gx(yn,yn) pour GA((O,yn),(O,yn)) . Désignons par (1_1‘”,j)j>’1 la suite

des valeurs propres de ¥ , rangées par ordre croissant. Alors, pour tout A > 0,
G)\(yn,yn) est intégrable sur R, et on a :

+oo

-1
_ 1 Sm(n-1) . &m(n-1) -1-(6 (m-1)/20)
G, (y_,y)dy. = . ) Smin-1)y ~ 1.
fo NCADALA T 2 (sin - ) [J_g] pJ] A

ol py =

;TET f N ué(n-1)/20dw , sn2 désignant la sphére unité de
S .

-2 Yw,]

sm
o + &m
propres y )i de 1'opérateur LY , 1a convergence de la série Z P: .

On dedu1t en particulier du théoréme I1I-4.1 que :
Lim >‘1+(«S(n-1)/20)J'
o

A > 4o

La condition n >

traduit, avec 1'estimation (ii) théoréme I-1 des valeurs

Gy Orpsypldy, =

existe.
Utilisant les estimations (2.1) du noyau G)‘ et la proposition II-2.2, on en dé-
duit aussit6t que 1l'on a aussi : pour tout e > 0 ,

1lim 1+(5(n'1)/2°)f Gy Y )y, = 7

A >+

Cette remarque est la base de la démonstration du théoréme I-2 (i).

II-5. - DEMONSTRATION DU THEOREME I-2 (i)
Pour x. €T , on considere 1'équation différentielle :

dx
It X (X
x(0) = Xp -

Cette &quation admet une solution wnique x(t;xp) définie pour [t| s n, indé-
pendant de X €T .
Désignons par R)‘ 1'opérateur (L + AI) ; on a alors :

PROPOSITION II-5.1. - On suppose qu'il existe une fonction y(xr) définie et con-
tinuegg I telle que : il existe T > 0 tel que :




. 1+ (@m-1)/20) [T
2.2 . . =
(2.2) Al.ﬂo A . R, (x(t3x.), x(t5x))dt = v ()
Alors, sous les hypothiéses Min (-o,- %) > % et n> r‘z——m—m , pour tout A > 0
la résolvante RA de L existe et est un oEérateur & noyau R)\(x,x‘) continu sur
QxQ etona:

1im AOONZ) (g ax - [ X, Op3v IY O o

A+ o

ol vXI‘ désigne la nommale unitaire, intérieurs 3 Q , en x 2 T.

Cette proposition résulte des estimations (2.1) du noyau RA , de la proposition
I11-2.3 et de la formule suivante : pour une fonction continue > 0 , on a :

fgn £ = {f X (x3x0) f'; £(x(t;xp))dt)do} (1 + 0())

pour n tendant vers 0 ol Qn ={x=x(t;xr) X er, 0<t<n}.

Pour établit la formule (2.2), on procéde par cartes locales, associées a des
difféomorphismes convenables, et on se raméne au cas du demi-espace RI_: pour lequel
on utilise les résultats du paragraphe précédent. Les diverses réductions pour se

ramener au cas du modéle 3 coefficients constants dans le demi-espace sont basées sur
le lemme de compacité suivant :

LEMME II-5.7. - Soient m un entier > 1 et 8y = Min (1,6) . I1 existe une cons-
tante c > 0 telle que pour tout e > 0 , pour tout ue Wg‘ G(Q) , on ait :
ac pot tout s on ait

lull

<cdellull ™y

}.
-1 2
Vf;‘mvs 2 W6 @ L"@)

De la proposition II-5.1 et du paragraphe II-4, on déduit donc que :

(2.3) f R, (x,)dx = c.A 0 (71720 so 8@ N/20) .
Q
1 §(n-1)/20
oll €= ———mr . J [X D-(X)]do avec p.(x) = wons ¥dw .
m™ r otz d j '{STX w,J
Par ailleurs, en suivant la méthode d'Agmon ('), on a la formule
1
2.4 z = [ R, (x;x)dx
IR

o) j) 331 étant la suite des valeurs propres de 1'opérateur L , rangées par ordre
croissant des modules.

Pour obtenir le comportement asymptotique de la fonction N(A) = ) 1, onva
. P 1 Re A.sA
estimer la série ] poy—py POWr A+, b

3>1 j



Les formules (2.3) et (2.4) donnent une estimation de la série ;] % ]+ 5 Et
pour comparer les séries f - " et 2 R——]-— , On a besom de localiser
jel A F A e )\J A

les valeurs propres Aj de 1'oIJ)érateur LJ Aans 1& plan complexe. De facon précise,
on a :

PROPOSITION II-5.2. - On a :
(1) Il existe une constante c; > 0 telle que 1 l'ensemble résolvant (L) de L,
considéré comme opérateur de 12(0) dans L2 (®) , contienne 1'ensenble

1-(1/2m)

R-tneCiReug0lUtue; Iyl »cqlyl sl wepd s

(ii) Il existe une constante ¢, >0 telle que, pour tout y 532; , w#o, on

ait :

C

2
d(w)

-1
(L - D) <
I ||L2,L2

ol d(u) désigne 1la distance de u 3 R, .

En particulier, pour 0 < 6 < 27 , e'® est une direction de croissance mini-

male de la résolvante.

Cette proposition résulte immédiatement de la coercivité de la forme a et du
lemme II-5.1.

I1 résulte alors de cette proposition qu'il existe une constante c > 0 telle
que : pour X > 0 assez grand, on ait :

1 1 -1/2m 1
] R e RN P
LAY gp e Ayt A 3107
Finalement,
1 _ -§(n-1)/20 -8§(n-1)/20
jZ]m’%—*‘_}‘_C.A + () ), A >+

et 1'assertion (i) du théoréme II-2 résulte du lemme Taubérien classique (cf. (1)
p. 248 par exemple).

II-6. - DEMONSTRATION DU THEOREME I-2 (iii)
Pour tout Xxe  , on considére 1'opérateur elliptique d'ordre 2m 3 coefficients

constants

2’ +
L'(x,D) + A = aqs(x) Y 0‘B(x) X B(x;D) + )\

la|=¥'8|=m

(o,B) €7
ol A>0.

Cet opérateur admet une solution élémentaire Fx )\(y) définie par :
b
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Px,k 8

B 1 J ei<y,g>
em® R L(xE) + 2

. Sm . s
et si n< ST la fonction x> Fx,?\ (0) est intégrable sur 0 .

On compare alors les noyaux R)‘(x,x) et Fx )‘(0) , de fagon précise on démontre
b
que

Lin A0 p [ (x - F,@]dx =0

P )

On termine ensuite comme dans le paragraphe II-5.

I1-7. - DEMONSTRATION DU THEOREME I-2 (ii)

On procéde comme dans (*2) avec des modifications techniques supplémentaires.
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