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LE THEOREME DE NISHIDA POUR LE PROBLEME
DE CAUCHY ABSTRAIT PAR UNE METHODE DE POINT FIXE.

par

M.S. BAOUENDI et C. GOULAOUIC

On donne ici une nouvelle démonstration de la forme abstraite donnée
par T. Nishida [5] du théoreme de Cauchy - Kovalewsky nonlinéaire. La démons-
tration de [5] repose sur une méthode itérative utilisée précédemment par L.
Nirenberg [4] pour démontrer le meme résultat sous des hypotheses plus fortes.
La preuve que l'on donne ici est plus simple que celle de [5] et repose sur
l'existence d'un point fixe pour une contraction définie dans un sous-ensemble
fermé d'un espace de Banach. Dans la définition des espaces apparait un poids
qui est proche de celui utilisé par Nagumo [3] et essentiellement différent de
celui utilisé dans [4] et [5].

Notons que le résultat de Nishida [5] contient celui de Ovsjannikov
[6]. Des applications de tels résultats a des problemes de Cauchy différentiels
ou pseudodifférentiels peuvent etre trouvées par exemple dans [5] [2] et leurs

références.

La méme méthode avec quelques modifications techniques permet de

traiter aussi des problemes de Cauchy caractéristiques [cf [17].



1 - On rappelle d'abord le résultat de T. Nishida [5].

Soit (Xs) pour 0 < s < 1 une chaine décroissante d'espaces de Banach,
c'est-a-dire pour 0 < s' < s < 1,

xgex et |l =1,

Soient T, R et C des réels strictement positifs et une fonction continue

(tyu) » F(t,u) de [~-T,T] x {u € X s HuHS < R} dans X_, pour tous o<s'<s<1 et

vérifiant : pour tous u,v dans Xs tels que Hu||s < R, Hv”s < R,

(1) sup HF(t,u) - F(t,v)”s, <

C
S-S’ “u-V“S-
Jt|<T

S-

On suppose aussi qu'il existe M > 0 tel que 1l'on ait pour 0<s<1,

M
(2) iuzT HF(t,O)HS < =

On a alors le résultat (Nishida [5])

Théoreme : Sous les hypotheses (1) et (2) il existe a € ]O,T[ et une unique
fonction u qui, pour chaque s € ]0,1[ est continuement différentiable de

J]-a(1-s), a(1-s)[ dans XS et vérifie

) sup (o] <R et
|t|<a(1-s) 8
dgit) = F(t,u(t)) pour |t[<a(1-s)
(4)
u(0) = 0.

2 - Principe de la démonstration.

On constate d'abord (en posant u'=v) que pour prouver l'existence de
u solution de (3) (4) il suffit de trouver une fonction vEC(]-a(i—s),a(l-s)LXs)
pour chaque s € ]0,1[ et satisfaisant pour [t| < a(1-s),

(5) Hftv(o) doHs <R
0



t
(6) v(t) = F(t,[ v(o) do).
0

Pour a>0, on appelle Ea 1'espace des fonctions u qui, pour tout s € ]0,1[, sont

continues de ]-a(1-s), a(1-s)[ dans X, et vérifient

(7) Mall, = swp Juol, (-0 Al <o

0<s<1
|tl<a(1-s)

cet espace Ea est muni de la norme "l "Ia qui en fait un espace de Banach.
On montre l'existence de v solution de (5) (6) en prouvant que, pour a assez
petit, 1l'application v » (t » F(t, Itv(d) do)) est une contraction dans un

0

sous-ensemble fermé convenable de Ea.

La preuve de l'unicité de la solution de (3) (4) se fait plus simple-

ment, apres intégration des deux membres de (4).

Ces démonstrations reposent sur 3 lemmes.

3 - Quelques lemmes.

Lemme 1 Pour tous a>0, u € Ea’ s € ]0,1[ et |t] < a(1-s), on a

t
HIOu(G) dG“s < 2a"|u"la-
Démonstration :

t
Hfou(o) chS < I[o t]Hu(o)lls do

k]

[t] /
1 a(1-s)
< "qula I i-s Va(i-s)-o do

0

1
d

< alllulll, [ —=

0

JI

< zalllulll,.



Lemme 2  Pour tous a>0, u € E_, s € 10,1 et |[t] < a(1-s), on a :

(o) 8a (1-s)
—Gr=— % = = lllull a =S
I[(’st] slo)-s 1-s aValil-s)-1t|
avec s(o) = %(1+S-Lﬂl),
a
Démonstration :
fu(o)|| a(1-s(0))
I s(o) do < f ”Iu"I a(1-s(cg))=-o do
[o0,t] s(a)-s [0,t] a (1-s(0))(s(o)-s)
[t]/a(1-s)
< Mlhalll, =5 L,
o (1-7)

8a a(1-s)
< 75 Ml Var=rer -

. R
Lfmme 3 Soient a € ]0,T[, s € 10,1[, |t| < a(1-s8), u € Ea avec ”‘u“'a<13 et

R
vEE2a avec “lv”'2a < e

L'inégalité (1) implique :

HU(G)—V(U)HS(O) o

s(o)-s

t t
(8) IF(ty[ u(c) do) - F(t,[ v(o) do)|] < C
I I s I[O,t]

ou s(o) est une fonction continue de o sur [0,t] vérifiant s<s(0)s%(s+1—l%l).

Démonstration : On remarque d'abord que le membre de droite dans (8) est bien

défini grace au.lemme 2.
it

On peut supposer t > 0. Soit un nombre entier n 2 1 ; on note tj = £ pour
0< j<nets, = inf s(o) pour 1 < j < n.
bt <ost,
j-1 J

On définit s_ par
S (O) = 8. our o € t, t. et 1<j<n.
n j p [ j 1" J[ J

On a : En(c) < s(o) pour 0 < 0 < t.



On peut écrire :

t t
F(t,[ u(o)do) - F(t,[ v(9)do)
0 0
(9) t
(jj() * v(©)a0) (e, I Nu(o) © ) o
F(t, u(o) do + v(o)do)-F(t, u(o)do v(o) do
0 It. Io - J

t.
J j-1

n

j=1

I1 résulte du lemme 1 et des hypotheses faites sur "Iu”la et "Iv"|2a que 1l'on
a pour j=1,...,n,

t

j t
I u(o) do + v(o) dof| <R
I, 5 v

j J

t.

| = ’ I
u(o) do + v(c) do < R.
Io It. 55

j-1 J

En utilisant (1) on obtient :

t t
[F(t, [ u(o) do) - F(t, [ v(o) do)ll <
X v ao,

ny ty
<C T HIt (u(o) - v(d))doHs.

. S.=S
J_l J j_l J

Hu(ﬁ)-v(d)us‘
<c s [) ———da
t. J

t H"(o)'v(o)wgn(o)

<C f - do
0 sn(c)-s

t [lu(e)-v(ll (4
do

0 ;n(O)—s

et comme'gn(o) converge uniformément vers s(c), on obtient, par passage a la

limite,



t t t lu(o) - v(o)||
IF(t,[ u(s) do) - F(t,[ v(o) dao)|| =< ¢ s(o)
Io fo Hs J.o

s(o)-s do.

4 - Démonstration de 1l'existence d'une solution.

Soit b € 10,I[ 3 pour u € E et "lu"lb < é% on définit pour s€70,1[

et |[t] < v(1-s),
t
G(u) (t) = F(t,j u(o) do).
0
On a
lIG(u)(t)Hs < |la(u) (t) - F(t,o)HS + HF(t,O)HS.

I1 résulte alors des lemmes 2 et 3 et de (2) :

law el < sbe Nulll, /m;_f%;_f_r)ﬁ .

1-s

ce qui implique

(10) e lll, < svclllulll, + u.
Soient u € E , v € E. avec a € 10,0 et lllulll. < & et lllvlll,. < &. 11 résul-
a’ 2a '3 a 4a 2a 8a°

te de (10) que G(u) et G(v) sont dans E ; les lemmes 2 et 3 impliquent
(11) Nl - Gl < scallu-vl -

On suppose alors

. T R
(12) a < 1nf(§ ' 76 RCE )
R
et on note E la fermeture dans Ea de 1la boule {u € E2a H HIquza < §;}-

L'ensemble E est un espace métrique complet contenu dans {uGEa s Mulll < él}_
a a

Il résulte immédiatement de (10)(11)(12) que G envoie E dans lui-méme et



vérifie
”lG(u)—G(V)”la < %”Iu-v”la pour u,v dans E.

Donc G a un unique point fixe dans E, qui est évidemment une solution de (5)

(6).

5 - Démonstration de l'unicité.

Soient u,v vérifiant (3)(4) ; on note w = u-v et on a pour |[t|<a(1-s)

t
w(t) = I (F(o,u(o))-F(o,v(0))) ao
0

Hw(t)HS < I[o t]HF(cr,u(o))--F(o,v(cx))lls do

(13)
lu(o)-v(a)l|

< C
f[O,t] s(o)-s

s(9) 44

_1 [o]
avec s(o) = 5(1+s-—;—).

I1 résulte alors de (3) que w € Ea avec l”wl”a < 2R et le lemme 2 et (13) im-
pliquent

Nwlll, < saclllwlll s

ce qui implique w = O pourvu que 1l'on ait a < é% .
Le théoreme est completement démontré.

Remarque La méme démonstration avec des modifications évidentes donne une
solution holomorphe de (3) (4) si, en plus des hypotheses (1) (2) avec t
complexe, F vérifie la condition :

Pour 0<s'<s<1 et u holomorphe de {t € @; [t| < T} dans X et |slllp Hu(t)”s<R,
t|<T

la fonction t » F(t,u(t)) est holomorphe a valeurs dans X, pour [t] < ™.
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