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DIFFUSION DES SINGULARITES A TRAVERS UNE SURFACE POUR
UN OPERATEUR HYPERBOLIQUE.

S. ALINKAC

INTRODUCTION.

Cet article étudie la propagation des singularités pour un modéle
d'opérateur a caractéristiques doubles, du type P+P_-+reste, avec'{P+,P-]v#o
sur la variété caractéristique P_=P_=0 (de codimension 2). Les résultats
présentés affinent, de fagon quantitative (ordre des opérateurs), les résul-

tats généraux établis en [2].

En supposant que les caractéristiques sont simples pour t#o, on
montre comment une singularité "pure" (mettons, de P_) pour t>o "diffuse"
pour t <o en deux singularitéds : une de P_, qui "fait suite" & la singula-
rité pour t>o0, comme dans le cas de caractéristiques simples, et une de Pos
qui peut étre éventuellement absente (cas d'un produit) ou atténuée.

Bien que ce travail soit prolongation de [1] et [2], on a fait
une exposition auto-contenue, redémontrant en particulier le théordme de [2].
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1) Position du probléme ; étude d'un cas particulier. .
On étudie, dans Te p]an R de po1nt courant (x t) 1 operateur

Iq>

p=__¢ ——? + a(t) . On notera P, = =2+ t

L 8 ] .
St2 T 5x - bien qu'on construise dans

x

la partie II une parametrix du prob1émé de Cauchy sur t =0 associé d P, on s'in-
téresse ici plus particuliérement au probléme suivant, que nous nommons “"diffusion"
des singularités 3 travers t = 0: étant donnée une solution u de Pu = 0 qui, pour

t > 0, n'a de singularités que dans les caractéristiques de P_, quelles sont les sin-
gularités de u pour t <0 ?

Pour préparer 1'étude générale de II, supposons d'abord a = cte. On a -

alors 1la :
Proposition 1 : 2 2 32 3 ' .
Soit P =2— - t —=+ a i Supposons que a = -(2k+1) (k entier—= 0).
e e X -

Alors une singularité "pure" P_ pour t > o0 demeure "pure" P_ pour t < 0 (la par-
tie II montre d'ailleurs que c'est le seul cas).

Preuve. Suppcsons d'abord a = -1. Alors P = P.P_, et si Pu = P,P-u = 0, PuestC”®
pour t >0, donc aussi pour tout t. La singularité de u se transmet donc de t > O
it < 0 le long de la caractéristique simple de P_.

.Soit maintenant a = -(2k + 1). Comme [P_,P]

= -2 9 ; = +1 =
PPP_=P_(PP-2 5;), et P, P ﬁ( P.SiPu-=0_0, P+Hi u =0, donc

k+1 i
P_ u est C pour tout t, et WF(u) ¢ car Pi .pour tout t.

IT) Le cas général.

Le théoréme ci-dessous est un résumé des résultats &tablis aux point
1) —> 3). La partie A reprend les résultats généraux de [21 , tandis que la par-
tie B précise quantitativement la "diffusion ".
Théoréme. )

3 3 ©
Soit P=—5 -t 2p+altl o4, 00 aeC (R, a(0) réel.
at X

2

A7 12 existe des optratewrs £, : ¢ (R) —> &' (R?)

( e), désigne L'espace des distributions u & support compact avec WF (u) c{g > o} )
tels que : |

&) PE, =0 , modulo c® .

LL) Poun Zout ty >0, E,, nesthedint a t > ty, s 4 'genit (modulo un opérateurn né-
gularnisant dependant de,t ) comme un openateun &nzegaaﬂ de Fowuvier dont La LagrangLen-

ne est decrnite par La phaae\f =(x-y ) EF ; g, et d'ordre m, , avec



1-3
%z-%:@%i.

L] E, et E, sont des solutions "independantes" dans Le noyau de P en ce sens
qu'él existe des operateurs o, (D ), d'ordre O, et w, (D ) d'ordre - Y, tels que :

E,o, +E_ o_|

id , (E,o. +Eo).|
t=0 + + t

0
t=0

Eagt E_ul =0, (B Bl id .

t=0 t=0

4v) E, propagent "effectivement” Les singulanitds, c'est-a-dire que s4 (x o t1 ) EWF (v)

toute La partie de £'axe de bicaractirnistique de P, 4issu de (xo , 0, +1,0) au-dessus

de t >0 est contenue dans :.eWF(Et v).

E’] Sodent E Les opérateuns obtemus en appliquant La partie ‘A du thZorzme pour
- '

t < 0. 12 existe des operateurs A(Dx) et B(D,), d'ondre z2no, tels que 4L Vee (R],

EV=E AV + E+ BV pour t < o.

L'operateur A est elliptique d'ordre zéno.

L) S4 alo) n'est pas un entiern impairn négatif, B est elliptique d'onrdre O.

i) Sioaft) = - (2p+l) + O(tk) (pour un entien p >0, et k> 1~); < est un opéra- -
teur d'oadre -£ powwu que 2% + 1<k. | |

Dans les points 1) —> 3) qui suivent, on fournit une preuve compléte
de AIet 3] , en passant assez vite sur les points techniques, qu'on trouvera
“tels quels" dans [2] .
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1) Réduction asymptotique‘de'1'OpérateUr;P,
C'est un cas particulier de celle de - Dj » que nous précisons rapidement :
Proposition 1 : Soit

)

.

p =--a-E 22+ a(t)e
3t aX

IT existe des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, tangentiels, c(t, D‘) et
d(t,0; ), ¢(0,D ) elliptique, et un opérateur d'ordre 1,I(D ) ia(o) D-+H (D )+ﬁ_1+..
te]s que s1 'V~ est solution de 1'équation

52
Q V= (————-t——-+ 1 (0,)) "V =0, alors
3x
W=V + d|D l V. est solution de P, = 0 (modulo c” ).
De plus, si a(t)= a(o) + O(tk) (k entier > 1), on peut choisir n_, o 0
tant que 2 ¢ + 1 <k (2 >1).
Preuve : Pour alléger 1'écriture, on travaille aprés transformee de Fourier en x :
W= c(t,g) V' (t,g) + d(t.8) ‘Ut (tsg) »
N p v ‘
et U, +(t? 2+ 1(e)V = 0. Alors
W' o+ (fag + t2 ) W=V (" o g- ia g) - 2t2pd'- 2t p d-2 L a)
+1f'(——— 2c' - ——(H - ia £)) . On choisit c = ¢ +c_j + .... , d=d +d  +
et H = I, + oo+ ... de fagon que les coefficients de WJ'et ﬂj" soient des

symboles d'ordre - o

On a d'abord : 2t2 d' +2td c (II-l - i 35) =0 \
) 0 0'p P :
(I ,Hl_'g__._
2c, dg ( = - iag ) =0 |
puis généralement, pour calculer C.p et d_p, le méme systéme d'équations avec des

seconds membres f_p et g_p (respectivement)

0 f-p =- p+l (Hl d-p+1 + Ho d_p+2 ee. + H_p+2 dO )+(Ir0 <;‘_p+1+...+11__.D+1 c
- - 1 1
P 95" d_p+1 + 5-( od-p+1 + ...+ H-p+1 dy)-
En omettant provisoirement les indices -p, on pose td = u : le systéme de-
ia
vient (avec A = —13———§9
{2u +—=C = f/t s 2¢C' = %~u = g. Si W_ = c+ ie u, on obtient :

' A . _
w€ +1i ¢ T We=9+ice f/t (&€ =21)

+
On choisit désormais 1; en sorte que A(o) = of ﬁl‘%'ia(d) g).
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Alors w_ = Cexp (~ — fo_ (S—) ds), ol

m1:|> .

-t 4 . o
C' = (g+iec f/t) exp (+i %, { (z) ds), est une solution de 1'équation.
- 0 -

. Pour f=g=0 (calcul de c. ,d

o o)»> Pn prend c=1, et
L lt(Ad‘d_-l.l‘tAd
0———-—2— -COS? fo E) S, 0‘-v ——t- S'ln-z' fo(g) S.
. Sinon, on choisit C(0) = 0, étant entendu qu'on choisit L - (calcul de C-pl’d-

en sorte que f__ (0) = 0, ce qui est loisible car CO(O) = 1. Cela assure que d

-p -p
est réguliére.
Prec1sons Te cas a(t) = a(0) + O(tk) :~% =0 (tk'l), donc c! = O(t 2k"1)
Uy = O(t ) ' '

. -3
Sik>3, f_1 (0) = 0 avec le choix Mo = 0. On a alors g_; %1 ft =0 (tk ). De
. . f-p_ L _ - _ L+ - L+l
méme, si g_g ¥ == 0 (¢ et I =....= Topsy = o, C_p o(t™*), up = o(t* "),
: = - vt .2.. ! = 271 =
donc f_p_1 c_p + 5 I, d' p Tp Co H_p'Co + 0(t™ *). On peut prendre Tp 0

si g> 2, d'ol 1'assertion de la proposition 1.
2) Forme de la solution pour t > 0. )
_ 2 L . 2.2
Posons T = t, X = x+ /o - L'opérateur Q devient Q =§;7-+ ZTSXET* 5%-+ I (DX).

1/2

Aprés transforation de Fourier, et Stretching”" .s= Tle| » on aboutit d 1'équation

. g+ N . s . ez
qgs + 2‘1sq'S §-+ 15—%1§l q = 0. Comme on ne s'intéresse ici qu'aux singularités pour
lesquelles w=+1 ( €= p), on est amené & chercher

a) une base de solutions pour 1'équation q" + 21sq + uq = 0. (1c1, p=1+ Eiél).
On obtient ces so]ut1ons par la méthode de Laplace respect1vement

2? /4
q(s) = {-e 5z -1 z* dz, avec )= -1—1/2 u » et L un contour complexe de la forme :

et q(s) = | e’ 7 z dz, avec *=-1-~ ifu et L le contour
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Etudions le comportement de ces solutions 1orsqué S=n + @ 1 o 3301 &
o Biﬂ‘ NN n T f ¢ 1ﬂi% u \
(s), 00 L(s)= [ e>*® e t"dt.

Q

. SiRe)>-l,q(s) =2ie e " sinm 1

Q
N

+ -

J%:f)a+1}-f e§i~1)¢ o 2

)
N

A , " . -~
En posant s t = V2a , 'Ii(s) =( a% do , la derniére

o

intégrale écrite tend clairement vers une constante non nulle quand s —> += .

Donc q(s) ~cte %—;T- et on "gagne un cran” de comportement en s par dé-
viation de q : q'(s) uv~rcte %Xif’ etc (on dit que q se comporte "comme" ;X?T)'

i

A .

Si Rex < -1, la formule - qx_l(s) =

5 - q,(s) permet d'&tendre
le résultat précédent.

X

. En prenant pour [ la droite d'équation >+ %-= -1 et en observant que

2
- -is2 X/

© 5 i1 vient
- + © 2X2 ) . .
L+l -is? z A .

MU e e (x(1-i) - 2i)" dx (1-i). En posant

q(s)
- - foo ,
- -is2_; . - -i S A . .
x= t/s, q(s) = e 13 51(1_1) [ e te/2 ( Eilgll - 2i) dt, et le coefficient de
. _152 ’ = A _iSZ =
e dans 1'expression de G se comporte "comme" s” . On note 3(s) = e q(s).
De ces comportements, on déduit en particulier que&q et g sont des solutions
indépendantes (si A entier > 0, on doit remplacer q par Ix ).
b) En retournant aux coordonnés d'origine, on obtient que, si v et W n'ont de singu-
larités que pour ¢ =p |,
. .£2 1 o 42 1
ixg + 1% /92 /2 - " ixg = t%/2¢ _ /y
Eov= Je _ q(tle] , g)Vl(g)dg et EW =f e q(tle] Sg)W(g) de
Sont des solutions de QE_ = 0. lé 1/
- = 2
Observons que pour t > 0, les fonctions q (t|g|] ) et g(t|g|] ) se compor-
tent comme des symboles ( 1/2 , 1/2 ) (pour plus de précisions, voir Boutet de Monvel

[g] ).

. Pour to > 0 fixé, q et § restreints a t > t, sont des symboles classiques (1,0)
d'ordres respectifs exactement

m_ = - BE_A%Z_lil , m, = 59-%L31- » 00 A()

= 1= V3 y(e) = -1-4/2 (1 +a(o)) = -1+ 2LEL . afo) o

n n . .
Les solutions E_v et EW ont leurs fronts d'onde contenus dans les bicaractéristi-
ques respectivement de P_ et P+ issues des singularités des données v et W.

1Him x (g)
+ o

—

) B |




. D' autre part, st (%o o+ 1) €WF(V), alors tout 1'arc de bicaractéristique de P_

1ssu de (xo, 0, +1,0) au—dessus de t> 0 est dans le front d onde de FE U (de mé-

me pour E +). En effet,
1/,

xr| = a(0.0)V, E‘Tﬂ =ql (0,0,) [D, | Vs
comme la so]ut1on g n'est pas 1ndent1quement nulle, 1 un au moins des deux opérateurs
q ou qs est e111pt1que et donc 1'une des traces de E Y est singuliére en (X0s +1).
Or 1'on sait [11 que, dans ces conditions, 1'un au moins des deux arcs issus de
(xos 0, +1,0) pour P_ et P> pour t > 0, est contenu dans Te front d'onde de
E_ V. D'aprés le point précédent, ce ne peut étre que celui de P_.

Enfin, i1 est facile d'établir, compte tenu de ce que les solutions q et
q sont indépendantes, que toute solution U de QU = O dont les traces n'ont de singu-
larités que du type (Xo, +1) s'écrit, pour t > 0, -U= E_ﬁj’+ §+ W, pour cer-
taines Vet W. -

3) Forme de la solution pour t <0.

a) Comportement de q(s) lorsque s

‘>-oo.

Posons s = =g , o > 0. La fonction q (-o) est encore une solution de 1'équation 2.a :

qQ" + 2i oq' + uqg = 0. Elle s'écrit donc q(-o) = Aq (o) + B g (o), o A et B sont
des pseudo-différentiels d'ordre O & déterminer. On a, en posant ,

s =9" (0) q(0) -q(0) g' (0) (elliptique), A s = -(q(0) q'(0) + q'(0)q (Oil
et B s = 2q(0) q'(0).

Pour étudier 1'ellipticité de A et B, on suppose que dans les expressions
qui définissent g et g , A a 1a valeur A (=), et 1'on &tudie la nullité des valeurs
résultantes pour A et B.

. Commengons par B ; comme qA(O) = q

im -11\) A+1 t /
(0) 2 e e * (sinmv) i e st” dt, et la derniére intégrale écrite

qu1 vaut 2r (”+1), n'est jamais nulle. Les seules valeurs pour lesquelles qv(O)
sont entler > 0. )

, on étudie q (0). Si Rev > -1,

Si Rey < -1, gy (0) =
v entier.

2941 (0), donc q, (O) ne peut étre nulle que si

Siv=-k, kentier >1,q, (0) =211 Res, (2 e Aﬂ )=0 <=> k pair

Si maintenant A( =) est un entier > 0 , on a pris en fait IA en place de g, et
alors B # 0. '

Si X est entier pair < -1, ql (0) = 0, et si 2 est entier impair < -1, q;(0) =0
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En résumé, B elliptique = ) # (entier < -1) =
-3?I(A+1)
. Voyons A. On a, si Rea > -1, qx Q) = e sin g-(k+1) IAt: (0)

On a alors, & un facteur non nul prés, .
-1 - . A r\' N - -iT }\ " 2
9 {0) 4.7 (0) GL(0)3, (0) =(sin v5) 1,(0) 1,,,(0) - fe ¥ cos % 5,5 (0).
Pour ) réel (ce que 1'on a supposé pour simplifier, mais qui ne joue vraisemblablement
aucun rdle), les }A (0) sont réels, et le nombre écrit ne peut &tre nul.

Si Rex < - 1 on a comme plus haut q, l(0) %.1(0) + g, (0) g, (0) =
7 (a,(0) & (0) +a!(0) § (0))
Donc A ne peut étre nul que si 1 entier < -1. Mais ce cas est 1'un de ceux ol

B =0, et si par exemple q(0) = 0, nécessairement q'(0) # 0 (car g #0) et
q(0) # 0 (car § # 0) donc A n'est jamais nul.

b) Ordre du symbole lorsque A(=) = (entier < -1).
Supposons  A(E) = - 2p + h (£), h symbole d'ordre -r, r > 1.

Alors grace a cette formule, Aq,_,(0) = 1/2 q,,(0), 11 vient q,(0)= 1/2 q 8 =2p

et comme h est petit, Re h > -1,

9,(0) = (sin ™ h) x (symbole elliptique d'ordre 0). Donc qh(O) est un symbole d'ordre
=r, et q,(0) aussi, donc B aussi.

Si A= -(2p+1) +h, q (0) =g A+1(0), méme conclusion.

Comme A(=) = 319122_1 , cette situation se produit pour a(0) =1 -2k, k >1,
c'est-d-dire a(0) entier impair négatif.

Sialors w(g) =1ia (0)g +m _, (8) + ..., LR elliptique , alors h est
eiliptique d'ordre -2 , et B-aussi. .

¢) En application de la prop651t1on 1, on pose :

E =C E + d lD l (E )' » obtenant ainsi des operateurs vérifiant la par-

v

tie A:] du theoreme Les operateurs E+ = (c+d ID |~ -1 3 ) (B, (-t))

Sont, modulo un opérateur elliptique d'ordre 0O, les opérateurs qu'on obtient en
appliquant a P 1la part1e E] du theoreme pour le demi-plan t < 0.

De 1a formule E_U(x,t) =(E_AD V) (xa=t) + (E, BD)V)(x,=t)
valable pour t < 0, qu'on vient d' etab]1r en b), on dedult

E_U}t < = E_A (Dx;)’U’+ E, B (D) V.
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