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« REGULARITE DE LA SOLUTION D'UN PROBLEME A DERIVEE OBLIQUE,
POUR L'OPERATEUR DE LAPLACE, DANS UN POLYGONE PLAN

par

MOUSSAOUL

IMSP - Faculté des Sciences
Parc Valrose - NICE

0. INTRODUCTION.

Pour fixer les idées, nous commengons par introduire les notations
. 2 - . s
suivantes : Q est un ouvert de R, borné, de frontiére r polygonale ;
I' sera donc la réunion d'un nombre fini de segments linéaires Fj’ j = 1,...N.

On supposera Q d'un seul coté de sa fronti&re T.

Sj désignera l'origine de Fj, r (=10 ?5) étant orientée dans le
sens direct.

w; désignera la mesure de 1'angle formé par rj_] et Fj’ vers 1l'in-

térieur de Q.

On notera vj la normale 3 rj orientée vers l'extérieur de Q et .

le vecteur unitaire tangent a Fj et orienté dans le sens de T..
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Le probléme que 1l'on se propose d'@tudier alors est celui de 1l'exis-

tence, unicité@ et régularité d'une solution du probléme :

- Au +u=f£f
(P)
LN I j=1,2,...,8
oX.
3'T,
J

< - 2 ..
ol f est donnée, par exemple, dans L (R) et Xj est un vecteur unitaire quel-

conque.

Lorsque Xj = Tj ou vj j=1,2...N ; on se raméne 3 un probléme
de Neumann, de Dirichlet ou & un probléme mélé. Ces problémes ont &té &tu-
dids par divers auteurs et entre autres dans Grisvard [?] ou tous les résul-

tats sont regroupés.

Les difficultés qui apparaissent, lorsque les vecteurs X.j sont

quelconques, sont de plusieurs ordres.

% La méthode variationnelle classique ne donne pas de résultat en

général. En effet, posons

we

D={j e [1,2...N] Xj' = 5l

Posons V = {u € H‘(Q) 3 UIP =0}, ol HS(Q) désigne 1'espace de
ki

Sobolev usuel.

i X. . al i t de la £ . v. +b. t. . 0. La for-
Si X.J # TJ alors il est de la orm.e'aJ v j Ty aJ # a for

me habituelle qui donne le résultat quand Q est régulier (cf. Lions Eﬂ)

a(u,v) = [ (Vu.vv + wv) dx + | a; %‘-‘-v do
b. & Jjg N r; ° 1
avec aj = ;% n'est pas continue sur V x V muni de la norme de H (Q). En effet
]
%%T ; et Vir, sont respectivement dans H-l/z(rj) et Hl/z(rj), espaces qui
] j J

ne sont pas en dualité.
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# La formule de Green n'est pas valable également pour des raisoms
analogues aux précédentes et 1l'adjoint d'un tel probléme (et méme du pro—
bléme de Neumann) ne sont pas tout 3 fait des problémes aux limites.

cf. Grisvard [2].

I1 est cependant possible, en utilisant la méthode de projection
indiquée dans Lions [E] de montrer que le probléme admet une solution dans

H](Q) mais la méthode ne donne pas l'unicité.
En effet appelons W =V N {u€ Q) ; u(Sj) =0 j=1,...N}

a.

et b(uv) = [ (uWv+u) + J 4+ [ &Ev-L y 4.
. 2 aT. aT.
Q i §D Fj J J

Cette forme est bilinéaire, continue sur V pour v fixé dans W et

coercitive sur W X W muni de la norme induite par V puisque

b(v,v) = llvﬂzl .
H (Q)

Ainsi on a pour toute f dans LZ(Q) il existe u € V solution de
b(u,v) = f f.vdX WEW.
QIl est facile de vérifier que u, ainsi obtenue, est solution de P.
L'idée que nous utiliserons, dans les cas que nous traiteronms ici;
est de considérer certains parmi ces problémes qui sont 3 indice.

Nous exposons ici deux cas simples, le cas général sera publié ul-

térieurement.

I. ESTIMATION A PRIORI.

L'idée est de faire une homotopie du probléme donné (P) sur un
probléme dont on connait l'indice. Ceci nous améne 3 considérer le probléme

complétement non homogéne
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- Au + u = f dans Q
du .
-3_}_(—.-“'. = hj J=1...N
J 1]

1/

ol les fonctions hj sont données dans H 2(I‘j). Nous aurons besoin du

THEOREME 1.1. On suppose qu'il existe j, 1 < j < N tel que Xj # Tj,

. . - , . . .
et que, Vj, Xj # t Xj+l (XN+1 Xl) alors 1l'application :
N

T : HZ(Q) —_— 1 H]/Z(F.)
i=1 ]
]
ou .
u "'ax.lr. J - ],2.-‘N
J 3

est linéaire, continue surjective et admet un relévement linéaire continu.
Ce théoréme est une conséquence du théoréme [].Z] de Grisvard [ﬁ].

1/2

Remarque 1.1. Si Xj = Tj ¥j, et &tant donné hj €H (Fj) j=1,2...N,

il existe u € HZ(Q) telle que g%— = hj sur Fj si et seulement si

) [ h, do=o0.
j Iy J

Remarque 1.2. Si Xj = * Xj+1 pour un j € [l,...ﬁ], le relévement n'est pos-

sible que si hj et h,.

41 vérifient une condition intégrale qui définit un

, N 12
sous—espace non fermé de I H

j=1
HOXp X, X)) 2 X, # X

(oj). Ceci nous améne 3 1'hypothése
e 3= 12,

Nous avons alors la

PROPOSITION 1.2. On suppose H(X,,...X ) vérifiGe. Alors pour tout

ue Hé(a) = {ue HZ(Q) ; u(Sj) =0, j =1...N}

on a

2 2 ?'
< C(X,,...X )Au = ul +
@~ £ @ =

ol C(X]...XN) est indépendante de u.

I ull




*
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Ceci implique en particulier que 1l'image de 1l'opérateur

(=& +1, %i— » J = 1...N) est fermée dans
i
N
E=12@ x 1 87/%r.)
j=1 ]

De plus, on ne peut pas avoir une telle estimation si Xj =

d'aprés la remarque 1.2.

Preuve de la proposition 1.2.

Grace au théordme 1.1, il existe v e'Hg(Q) telle que

dv. _ du s =
X " 3% Sur Pj s ] 1...N avec
] J N
%, co xR,
H (Q) j=1 “i'H (Pj)

soit alors : w=u-=-v

w e Hé(Q) et vérifie ¥— =0, j =1,... N.

9X.
J
ow . . . .
=%~ = O s'exprime soit par w = 0 sur Pj si Xj =T
b
soit par v a. v si X, # 1. .
ij ] arj ]

Effectuant le carré scalaire (-Aw + w, —&w + w) 1l vient

2 2 2
l-aw + wHo ﬂAwﬂo + ﬂwﬂo 2 (Aw,w)
N
2 2 2 ow
= lawl_ + vl + 2lgrad wi - .z / o= v do.
- 3=l Fj J
Si X, =1, alorsw=0sur [, et [ w. W 45 =0
J J : J T. Svj
Si X. # 1 1 f w - f ! ow aj l 2 S ) 2 S )’ =0
1 3 i alors J Y w aj ) 3T w 3 w ( 41 w ( ; =
j i

Et donc on a

I=tw + w2 = Iawl? + Il? + 20 gradwl 2
[o] (o] (o] Q

I I, désignera la norme dans H®(Q).
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Utilisant une estimation de Cacciopoli [E] on a

2,2 .2 2 .2 2
"Awﬂo = ﬂDX wﬂo + "DY w“o + 2lpx Dy w"o
et par conséquent
bl < law - wl?
2 =
On obtient ainsi
2 2 2 2 2
Huﬂz_i ﬂu—vH2 + Ilvll2 HA(u-v) - (u - vﬂp + ﬂvﬂ2
< taumul? 4 1av=vt? + 1012 < Nau-ad? + 31012
- o o 2 - 2
et on a
2
laly < C(Xp .. X (huul +§ 71‘1/2)
ot C(X;...Xy) = sup|1, 3 c](x]...xN)j

c.q.f.d.

II. HOMOTOPIE.

DEFINITION 2.1. Nous dirons que la famille de vecteurs X = (Xl"'XN) véri-

fiant H(X .XN) est homotope 3 Y = (Yl,...YN) vérifiant H(Yl"°YN) si

2o
il existe N fonctions continues ?j(t), j =1,2...N de [p,l] dans 1le
cercle unité S] telles que :
¥.(0) = X.
J ) J
CPj(l) =

et pour tout t € [@,{] la famille,(L?l(t),...ceN(t)) vérifie 1'hypothése

H(@ (8), @,()...p (t)).

Associons alors 3 chaque famille X = (XI""XN) de vecteurs le probléme :
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N
P, : B (Q) ——————  12(2) x T H]/Z(I’.) =E
j= l
u —— (-Au + u , BX |F s J = 1...N)

Nous avons le
THEOREME 2.1. Si les familles de vecteurs X, et X2 sont homotopes, et si 1'un

des problémes PX ou sz est 3 indice, alors 1l'autre l'est &galement et leurs
1

indices sont égaux.

Cela découle de l'estimation a priori de la proposition 1.2. qui
restera valable mais avec une constante C(t) qui varie continuement en t,
o 2
et donc bornée pour t dans [b,[]. On remarquera d'autre part que HS(Q) est

_ . . . . 2
un sous—espace fermé de codimension finie dans H (Q).

Enfin on utilise 1l'invariance de 1'indice, sur les composantes con-

nexes de l'ensemble des opérateurs 3 indice.

La question qui se pose 3 présent est de savoir si tout probléme
a4 dérivée oblique se raméne par homotopie 3 un probléme de type Neumann,
Dirichlet ou MElé.

La réponse est positive pour un triangle et certains quadrilatéres et néga-
tive si le polynOme a cinq cOtés ou plus.

Nous avons donc le

|THEOREME 2.2. Si Q est un triangle tout probléme Px,oﬁ X = (XI’XZ’X3) vérifie

H(Xl, 29 ), est 3 indice.

On peut vérifier géométriquement que si X = (XI’XZ’XB) vérifie

H(X], 2,X ), il est homotope 3 un triplet Y = (Yl’ ,Y,) ol y. = 1. ou

2’73 3 i

2 i=1,2,3, avec possibilité d'éviter (11,12,13).
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ITI. SOLUTIONS SINGULIERES.

Nous pouvons, comme pour les problémes de Neumann, Dirichlet ou
Mélé, mettre en &vidence le type de singularités de la solution HI(Q) quand
elle n'est pas réguliére, en ce sens qu'elle N
n'est pas dans H2 (). Pour cela on se raméne

par translation et rotation 3 la situation de

X

la figure 1 ie. on raméne un sommet S, 3 l'ori- \)l\

1

gine avec un cOté issu de ce sommet porté par

3
9

1'axe Ox. Soit w la mesure de 1'angle en S de Q.

Appelons v, et v, les normales a I', et T,. \m N
1 2 1 2 >

S r

» 1 2

v\)2
Figure 1
> > > > .
Posons | = (vl,Xl) et (PZ = (VZ,XZ) les angles orientés formés

respectivement par \)1 et Xl et v, et XZ'

Alors les fonctions (&crites en coordonnées polaires) introduites par
Calderon [ :l

Q.
uk(r,6)=rksina~K@-eo k€ 7

R BT Ptk o
od o = m et 0, =3 ‘-Pz

sont harmoniques et vérifient

Au.k = 0 dans le secteur délimité par I‘l et I‘z.

Soit O©(r,0) une fonction de D(Q) telle que

0(r,®) =1 T <eg

0(r,®) = 0 r > 2¢

. =

BXI o(r,w) 0

2__ 0(r,0) =0 (I1 est aisé d'en construire).

%
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La fonction v, = 0 . w vérifie

k
av, € c (@
EXE =0 sur T
3X 1

1
3V

3?; = 0 sur P2

v est identiquement nulle au voisinage des autres cOtés.

En particulier si il existe k tel que

0 < U < 1 alors Vi € H](Q) mais vy ¢ HZ(Q)

et on a donc

1
- Avk + Vi € H (Q)

LAY
X.
J

~

|

=0 j=1,2...N.

Q

Ceci nous permettra d'élucider compl&tement grace au théorZme 2.2 une fa-

mille de problémes.

Ce sont des problémes qui sont variationnels et qui, par localisa-
tion, donnent des problémes variationnels. Nous traiterons le cas particu-

lier suivant :

On considére le probléme aux limites suivant.:

- Au = f dans Q

o

(P) ul T =
3
2u_
BX.IP.
J 1

je nc [1,2...04]

O ji¢nD

avec les conditions supplémentaires suivantes :
si X.j # vy alors j-1 et j+1 sont dans D

Q est convexe.
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I1 est facile de voir dans ce cas que la forme bilindaire habituelle
associée 3 (P) est bilinéaire, continue coercitive, ce qui nous assure 1'exis-

tence et l'unicité de la solution dans H](Q).

Soit S 1l'ensemble des fonctions singulidres, v, . associée i chaque

kj
. sommet Sj’ telle que vkj appartient 3 HI(Q) mais non HZ(Q). Alors on a :

THEOREME 3.1.

P u@) — 1) x 1 mY%(r.)x 1 ul'/?

(T.)
jED J j¢D 3

est 3 indice et :

Ind P = - dim S.

L . . s 2
Conséquence. La solution variationnelle de (P) est dans H @ S et donc
s'écrira :

u=u_ + ; ALV
0<K<dimS k 'k

2
avec u_ dans H (Q).
Preuve. Par troncature au voisinage d'un sommet, on se raméne au cas du tri-
angle, puisque Q est convexe.
De plus, dans un triangle Q', le probléme vérifié par la fonction tronquée
. . 1 P
admet une solution unique dans H (2'). D'autre part, le théoréme 2.2 nous

donne 1'indice et il est aisé de vérifier que u est de la forme

u + 2 A, V
° O<k<dimS k ok

ce qui a comme conséquence le théoréme 3.2.

Remarque. On peut obtenir le résultat analogue si ? n'est pas convexe. Il

sera publié ultérieurement.
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