JOURNEES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

LOUIS BOUTET DE MONVEL
ALAIN GRIGIS

BERNARD HELFFER

Paramétrixes d’opérateurs pseudo-différentiels
a caractéristiques multiples

Journées Equations aux dérivées partielles (1975), p. 93-121
<http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1975 93 0>

© Journées Equations aux dérivées partielles, 1975, tous droits réservés.

L’acceés aux archives de la revue « Journées Equations aux dérivées par-
tielles » (http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/) implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1975____93_0
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Société Mathématique de France
Astérisque 34-35 (1976) p.93-121

PARAMETRIXES D'OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS A
CARACTERISTIQUES MULTIPLES

par Louis Boutet de Monvel
Alain Grigis

Bernard Helffer

Dans cet article , nous nous proposons de montrer comment on peut
effectuer la construction de paramétrixes pour certains opérateurs
pseudo-différentiels a caractéristiques multiples , du type étudié
par V.Grusin [5],[61, J. Sj8strand h?], L. H8rmander &13], A. Meni-
koff [15], et les auteurs [11[2\‘?1{5& ﬁO}. Soit X wun ouvert de
R™ , et P un opérateur pseudo-différentiel sur X , dont le sym-

bole total admet un développement asymptotique :
og

p(x,§) v Z py(x,5)

ol pour tout entier j , p. est homogéne de degré m-j en § .
Soit maintenant 2. un c8ne lisse , de codimension p , dans T¥X =
X x ORn\{OS). Nous dirons que P est nul d'ordre k sur 2 si pour
tout j pj est nul d'ordre ) k-2j sur 2 . Nous dirons en
outre que P est transversalement elliptique le long de J_ s'il
est elliptique en dehors de 2 , et si , au voisinage de chaque
point de 2. , le symbole po(x,g) domine dg' , o1 dg est la
distance 4 2 . Si P est nul d'ordre k sur L , il est naturel
de lui associer , pour chaque point (x,%)e 2 s l'opérateur
ko) = 2 dn (V@ s sl
|t p) +2 j=k

s

qui est un opérateur différentiel sur R"™ , & coefficients polyno-
miaux , de degré total ¢ k .

Nous nous appuierons de fagon essentielle sur les résultats et les
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constructions de (1] . Dans cet article , on introduit , pour tous
nombres réels m , k , une classe d'opérateurs ops™rk . Dans la si-
tuation ci-dessus il est naturel de se demander si P posséde une
paramétrixe Q & ops™™s -k (c'est le mieux qu'on puisse espérer). La
réponse est la suivante : P posséde une telle paramétrixe a gauche

(ou & droite) si et seulement si , pour tout (x,§)eZ , 1'opérateur

différentiel 6§ E(P) est inversible a gauche (ou a droite) dans
9
‘A(Rn)‘. La question de savoir: si P posséde une paramétrixe est donc

s

entiérement ramenée a 1'étude de l'inversibilité , a gauche ou a
droite , de certains opérateurs différentiels a coefficients polyno-
miaux. Ces opérateurs sont d'ailleurs d'un type assez particulier :
ils sont tous dans l'algébre engendrée par p opérateurs d'ordre 1
de la forme %:bjk Vi ik Dyk (j=15445p 5 k=1,..on). Naturelle-
ment le probléme d'inverser de tels opérateurs est loin d'&tre résolu

+ c

en général ; il l'est néanmoins assez complétement pour les opéra-
teurs d'ordre 2 (cf. [5], bB]) s et pour certains opérateurs d'ordre
3 (ef. [10]).

L'article est organisé comme suit : dans les quatre premiers para-~
graphes , on étudie les opérateurs différentiels du type ci-dessus
qui interviennent dans notre probléme , et on consiruit une algebre
d'opérateurs pseudo-différentiels qui contient leurs inverses lorsque
ceux-ci existent. Le plus délicat est de montrer que si un tel opéra-
teur dépend de fagon ¢® d'un paramétre , et est inversible pour
toutes les valeurs .du paramétre , l'inverse dépend aussi réguliére-
ment du paramétre (§4) . L'application a £; construction de paramé-

trixes est faite au §5 , ou 1l'énoncé ci-dessus sera précisé.
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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

81 Notations et préliminaires.

1. Nous utilisons les notations usuelles de la théorie des équations
aux dérivées partielles .

Soit E un espace vectoriel réel , de dimension finie (qu'on id-
entifiera au besoin a [R"). On note E* le dual de E .

On note A(E) = S—W(E) l'espace de Schwartz des fonctions de

C® % a décroissance rapide (si E=R" , ona feg siet

classe
seulement si x"DPf est bornée s pour tous multi-indices x , B ).
On note OM(E) 1l'espace des fonctions C” & croissance lente (ie.
pour tout o il existe m tel que (14 x| )""D¥f soit bornée) . Si
m est un nombre réel , on note Sﬂ(E)<: OM(E) l'espace des fonctions
f telles que pour tout (1+[x\)—m *f soit bornée , et on pose
L)82 . Enfin on note S™(E)c Sm(E) 1'espace des fonctions f

telles que pour tout « , (1+|xDm H\D“f soit bornée , et on pose
s = USm. .

Nous aurons en particulier a utiliser le sous-espace s™ c s™

reg
des fonctions a & s™ qui admettent un développement asymptotique :

(1.1) a~w Zz.ak

R=

o

ol a
k

de classe C™ pour x # O (developpement asymptothue slgnlfle ici

que pour tout entier N , il existe bN & sm- -N

est homogé;e de degré m-k (a k(tx) = t™K, (x) pour t » 0)

tel que a-%:ak = by
pour |x|> 1). Si a e Sreg , le symbole (ou partie principale) de a
est le premier terme a  du développement (1.1).Enfin si Qest ouvert
de RP nous ecrirons fc:Sm(QxE) si pour tout compact KcQ et tous a,B
(1+|y|)|6|-m%x) ( ]Bf(x,y) est bornée dans K x E.

Soit a = a(x, E) une fonction continue sur E x EX. Si a est 2
croissance lente, on note a(x,D) 1l'opérateur défini par

(1.2) alop)e = [eI*F a(x,2) 2(5) ¢

on ? est la transformée de Fourier de f , et oll pour abréger on
a posé d¢ = (2n)'d1m E &,

d'une mesure de Lebesgue dx sur E , et dE désigne la mesure

e s A .
(1a définition de T suppose le choix
A . , .
duale ; la mesure f &% , donc aussi l'opérateur a(x,D) , ne dépen-

dent pas de ce choix ). Il est clair que a(x,D) est un opérateur

linéaire continu A(E)— C(E) (espace des fonctions continues sur E)
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(1.3)Proposition. - Si as& OM(Ex E*) , a(x,D) est continu de A(E)
dans C*(E) . Si a e S‘Z(Exh}*) , a(x,D) est continu dans A(E) .

preuve : on peut supposer E = r™ . Remarquons qu'on a D. a = b(x,D)
avec b = Eja + DxJ_a , et X5 a(x,D) = ¢(x,D) , avec ¢ = x.a . Par
récurrence on voit donc qu'on a pour tous « , A , x*DPa(x,D)= b, (x,D)
avec bye Oy (resp. S"g) si ae Oy (resp. S‘;) . Donc si a €0y, ,
D¥a(x,D) est continu : A(E) — C(E) pour tout < , donc a(x,D) est
continu : A — C® (il est en fait continu A— OM) . Pour la seconde
assertion , il suffit de prouver que si a & S* , a(x,D) est en
fait continu : A—5 1> (alors x**D%a(x,D) est aussi continu A — I
pour tous X, @ , donc a(x,D) est continu A — A ). Supposons

donc ae ST(ExE¥) . Intégrant par parties dans (1.2) on obtient
o

a(x,0)e =[5 (14 W %) N1 2N (a(x,0)F(8)) @2

or on a , avec des constantes S convenables
Nead) = > %2 ptf
(1-2¢) (af) = ah 2N a Dfa Dgf

et pour tout o« , (1+ (xl*lEl)-m D%a est bornée . Pour N> m/2 , on
a (14 Ix]+ g )™ (14 x| 2)-N(1+ 1g)™ g 2m/2 , donc il existe C > O
tel que
A
la(x,p)f| ¢ ¢ |e|2<-_2N j(u g™ |p®r(s)| @

Comme le second membre de cette inédgalité est une norme continue sur

A , ceci achéve la démonstration.
Enfin on a le résultat suivant (qui est démontré dans [’4]) :

(1.4) s8i a e Sg(Ex E*) , a(x,D) se prolonge en un opérateur continu
2
dans L°(E).
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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

2. Nous noterons q l'ensemble des opérateurs différentiels £ sur

E de la forme

(1.5) £ = b.x + c.D , avec b e E* , ¢c e E

1 of

(ie. £ f = Z_bjxjf + 5035;5 )

L'opérateur if est générateur infinitésimal d'un groupe de
transformations unitaires :

1542 :
(1.6) exp tif .f gzt bec 1tb.X

f(x+tc)
(en fait i(§e R) est 1l'algébre de Lie d'un groupe de transformations

unitaires de A4 , isomorphe au groupe de Heisenberg).

On note M le groupe d'automorphismes linéaires de p) qui

préserve q (groupe métaplectique). Si M e Mp , et {4 , on a
(1.7) Memt = s 2

ol Sy est un automorphisme de Q , qui préserve la forme symplec-

tiqueréelle 6 définie par [£,¥] = i 6(€,¢) 1Id .

On sait (cf. [}h],[iS],{lﬁ]) que Mp est engendré par les cons-
tantes (f— Af , avec A e €Ff) , les changements de variable linéaires
(f|a>f(g-1x) , avec g e GL(E)) , les multiplications f s 19 , ou
Q est une forme quadratique réelle sur E , et la transformation de
Fourier . C'est un groupe de Lie , qui a pour générateurs infinitési-

maux les opérateurs du second ordre de la forme

i(N o+ Z:ajkxjxk + bjk( jDk*Dkxj) + cjijDk)

ou A est une constante complexe , et les ajk ’ bjk ) cjk
L'application M e~ sMei Sp(g) est un homomorphisme de groupes ,

sont réels)

surjectif , de noyau c¥.
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§2. Classes d'opérateurs pseudo-différentiels.

1. Définitions.
Soient E , N deux espacesvectoriels réels de dimension finie ,

et soit L une application lindaire E x E*— N . On pose

(2.1) L(x,8) = Bx + C¢ si xe« E , £e E*

A = Cc ' e L(NK,N)

Si a est une fonction & croissance lente sur N , on notera ap

1'opérateur a(L(x,D)) : on a donc

(2.2) af = [ eix°§ a(L(x,t)) ?(5) dg

Il est clair qu'ona a , L ¢ 0M (resp. 82) si a e OM (resp.
si a e Sz , et si m » 0) . Par suite a; est continu : A(E)-Cc™(E)
si aco0y, 2, continu A(E)—A(E) si ae S: , et se prolonge conti-
nument : L°(E) -oLz(E) si ae Sg .

si a=eY'7 (avec 9eN*) , on a , d'aprés la formule d'inver-

sion de Fourier :
. I e Lot
(2.3) af = ‘Ielx.Eelx. B?elﬁ. Cy 2(E) a8 = ei% By f(x+th) -
-3iAqa .t
= e 2 exp(i'Ly) £
Donc de fagon générale on a , si a ¢ Oy

.t -1iAgwy A
(2.4) a; = 1\exp(1 LQ) e FA¢ a(v) dy
Dans ces formules , tLq désigne l'opérateur différentiel
tB*l.x + th.D € G . 11 convient d'interpréter la derniére intégrale
comme valeur de la distribution Q(Q)ﬁq sur la fonction a valeurs
15 .
vectorielles N> e z1A9 .1 exp(1tLq) e L»,®) .

I1 est alors naturel d'introduire aussi 1l'opérateur

(2.5) pla,L) = [exn(i®Ly) B(7) &y = b,

98



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

A 1
avec b = e

Remarquons que si Q est une forme quadratique réelle , eiQ est
un multiplicateur de éh (= Oé , espace de Schwartz des convoluteurs)
donc avec les notations ci-dessus on a b e Oy si a %'OM .

(On peut montrer que SZ est le dual de 0M y donc e1Q est aussi
un multiplicateur de é% , et ona b ¢ S: si a e $2° .)Enfin si
a ¢ S™ (resp. S™ ) il est immédiat qu'on a b e S$™ (resp. s ),

reg reg
et b admet le développement asymptotique

b ~ Z':T' (2iaD.D)™ a = exp(liAD.D) a
(ou on a posé AD.D = ZLAjk DjDk )

2, Adjoints.

Si {é=€ , on a (exp ie)* = exp -i4 . Comme on a aussi
A

2(1) = a(-9) , on déduit aussitdt de la définition (2.5) qu'on a
§’(a,L))‘L = ¢(3,L) . De méme on voit qu'on a ai =b , avec
b = exp(iAq.q) a » donc b e O (resp. S, » s™ , s™ ) s'il en est

reg
de méme de a ; dans les deux derniers cas b admet le développement

asymptotique
(2.6) b~ 2L (iap.D)" 7

On voit aussi que si a e Si (et en particulier si a<& Sm) ,

aL* est aussi continu A- A , donc a, se prolonge continument :

Al A

3. Composeés. : : . .
Si a=¢eY'l et b= , avec q,q' € N, on a d'apres
(2.3)

ot ..t
aLbLf = eiX: By e1(x+ Cns B"

t t . —
f(x+ Cy+ Ch ) = ch
avec

t to o, ,
= ef O+ BN 1Lysra’y _ a(y+Av) b = a b(y+tAq)
On en déduit aussit8t , dans le cas général , qu'on a a b = ¢

LL - "L
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avec

(2.7) e = Jeiy°7 a(y+ay) b(y) &y = Jeiy'7 (y+"ay) a(y) &

Cette relation est vraie si a , b € é , donc aussi a la limite

si aéOM , bes® ou aeS"; , beO, . En particulier si aes™ et

' o ' M
b €s” s, on a ¢ &Sm*m , et ¢ admet le développement asymptotique

s l=l
(2.8) cNZ% p*a (AD)'b

obtenu en integrant dans N e developpement de Taylor
( inté (2.7) le dével
a(y+an) ~ 2 i*Y«! DXa(y) (Avl)"( )

Remarquons que la formule (2.7) est un cas particulier de (2.2) ,
avec E=N, B=1Id, C = A . Dans ce cas nous noterons plus simple-

ment a 1'opérateur correspondant . On a donc

A
(2.9) a; b = (aA b)L » a, b, = (aA b)A

La formule (2.7) définit sur S*(N) une structure d'algébre ,
associative (puisqu'elle correspond a la composition des opérateurs),

que nous noterons Lh . La deuxiéme égalité de (2.7) montre encore
que l'algébre opposée de Lk est LtA 3 en particulier LA est

commutative si (et seulement si) A = ta .

L., Transformations métaplectiques.

Si Mg Mp , et IG—G (81.2) on a M exp il Ml o= exp ist .

1 t(

En particulier si qe¢ N* ona M exp itLq M™% = exp i LtsM)q ,d'ol

(2.10) M ¢(a,L) M-l = y(a,LotsM)

On peut toujours choisir Me Mp de sorte que thL.Nx soit le

sous-espace de 6 engendré par xl,...,x ’Dl""’D (avec 2p+q =

p+q P
le rang de L , 2p = le rang de la restriction a L N* de la forme
symplectique de g ). Lorsqu'il en est ainsi , il sera commode de
noter la variable de E (x,y,z) , avec x = (xl,...xp) , ¥y =

_ p R
(xp+1""’xp+q) , Z = (xp+q+1""’xn) . Tout opérateur a; s'écrit

alors , d'une seule fagon :
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(2.11) a f = b(x,y,D )f = feix‘i b(x,y,%) ?(&‘.y,z) dg

L
S A - . . . ’, . -
oin f designe ici la transformée de Fourier partielle de f par
rapport a x , et ou b & 0M (resp. 82 , Sm) si a & OM (resp.
s™, Sm).Dans la situation ci-dessus , nous dirons que a, a été

o
mis sous forme réduite .

§3 Paramétrixes et inverses,

On conserve les notations du 82. Soit a & s:eg(N) : on dit que
a est elliptique si son symbole est inversible (cette définition
se généralise aussitét au cas ol a est une matrice a coefficients

dans S:eg)' I1 résulte aussitdét de (2.8) que si a est elliptique,
il posséde une paramétrixe , ie. il existe b & s™m

a,b-1c¢ S-7N) et b,a-1<c STIN) (o le produit o est celui

de l1l'algeébre Ah , défini par la formule (2.7)).

Nous nous proposons de trouver des critéres pour que ap soit

inversible , ou pour que a, soit inversible (ie. que a soit in-

tel que

versible dans l'algebre 4 Remarquons que si L est surjective ,

a):

1'application a > a est injective , et a posséde un inverse

L
de la forme bL (avec b e S”) si et seulement si a est inversible
dans LA . Dans toute la suite nous supposerons L surjective

(cela suffira pour l'application que nous avons en vue).

1. Cas ou L est bijectif.

On se raméne aussit8t au cas ot N =ExE*, L = Id . C'est le
cas étudié par V.V.Grusin [6] 3 on a alors a = a(x,D) , et le noyau
de a; est la distribution b(x,x-y) , ot b(x,z) a pour transfor-
mée de Fourier partielle par rapport & =z la fonction a(x,£). En
particulier le noyau de a; est dans A(ExE) (ie. a, est continu

L

! . . -0 .
de A dans A ) si et seulement si a € S ; a, est alors en fait

o L
. /
un operateur compact de A dans «5 et de Al dans ,6 .
Par suite si a € S™ est elliptique , Ker(aL) est de dimension
finie , contenu dans ,A y et Im(aL) est fermée de codimension

finie (orthogonale a Ker(ai*) . 8i Ker a = Ker ag‘ =0, a est
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inversible , d'inverse bL avec b e s (b-b' € s™ si b' est
une paramétrixe de a).

Terminons par l'observation suivante : si r ¢ S-oo, et si
(1+rL) est inversigle dans L2(E) , l'inverzf est de la forme 1+s
avec -zP = -r + 1" +TrST donc s &€ S . L'ensemble U des
r €S tels que (1+rL) soit inversible est donc ouvert (en fait
ouvert pour la topologie induite par celle de End(Lz)) , et 1'appli-
cation re s = (1-|-r)-1 - 1 est holomorphe: U — End(L2) , donc

aussi U —-U .

2, Cas général .

Nous supposéns désormais que L n'est pas bijectif , mais nous
continuons de le supposer surjectif. Quitte & transmuer par un élé-
ment M & M convenable , on peut supposer que L est l'application

(x1,...,xn,El,...,En) — (xl,...,x ,51....,Ep) = (x,y,E)(cas réduit)

p+q

(3.1) Théoréme.- (On suppose L surjectif) Soit a & s™(N) ,

elliptique : les assertions suivantes sont équivalentes

(i) a est inversible dans l'algébre 4
L &st _inversible dans ME)
(ii)bis a, est inversible dans A (E)
(iii) (on _suppose a; mis sous forme réduite : a(x,y,D )) - pour

(ii) a

tout vy € r4 , l'opérateur a_ = a(x,y,D ) est inversible dans
Lout =.operateur a, x

A (RP) (ou A (RP)).

I1 est clair que l'assertion (i) implique toutes les autres. Si
g =0, on est essentiellement dans le cas traité au n°1 : il est
clair que dans ce cas (i) et (iii) sont équivalents ; d'autre part
si a(x,Dx) n'est pas inversible dans A(RP) , a ou a* n'est pas
injectif et il existe ¢ = W(x)e ARP) telle que a(x,D)¢ =0 ou
a(x,D)*W = 0 ; alors pour toute V¥ = W(z) (z=(xp+1,...,xn)) dans
A®*™P) , on a aL(Q(x)q(z)) =0 ou as (¢(x)y(z)) = 0 , de sorte
que a; n'est pas inversible dans AR™) (ni dans A (R™)).

Nous supposons désormais gq > O. Prouvons que (iii) implique (i).
De toute fagon a posséde une paramétrixe b' e S-m(RZp*q). Par
hypothése pour tout y e RrRY , ay = a(x,y,Dx) est inversible , et
d'aprés le n°l , 1l'inverse est de la forme by = b(x,y,Dx) s avec

by - b; € S-m(Rzp). Nous allons prouver qu'on a en fait b-b'e S“7R?ﬁ)
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ce qui implique bien sfir be S-m(lRZP"q). Pour cela nous utiliserons
les résultats du n°l , et les observations suivantes :

-si T € S—oo(IRzp*q) ,» 1'application y Ty se prolonge en une
application de classe C® , nulle d'ordre infini a 1'infini , de
s9 = quu{_vo} dans 1l'espace de Fréchet S—m(IRZP) . Inversement si U

est un ouvert de 89 , et ¢ wune application de classe c® , nulle
d'ordre infini a 1'infini : U— S—N(IRZp) » pour tout compact K c U
il existe r e S-m([R2p+q) telle que r_= § pour y & K .

-si re S-m(lR2P+q) et b'e Sm(ER2 *d) Jona r o b'e S"le2p+q)
et b' , re S-m(lRZIMq) (1e produit est celui de l'algébre LA).

Il s'agit donc de prouver qu'au voisinage de chaque point de
$9 = R%, (=} , 1'application ¥y |—>by-b}', est de classe C% (nulle
d'ordre infini & 1'infini le cas échéant) , & valeurs dans S-m(lRZP).

Posons b' , a=14+1r : pour Yy assez grand , ry est petit ,
donc 1 + T, est inversible , d'inverse 1 + sy ol s, € S-”(Rzp)
est fonction holomorphe de ry d'aprés le n°l1 . En vue de ce qui
précéde , il existe un voisinage U de 1'infini , et s'e S-m(iR?'p*q)
tel que (1+ry)°(1+s}',) =1 pour y e U, On a alors , pour ye U ,
b, = (1+s)',)°b)', , donc b-b' =s o, b' , et comme s , b'e S-m(lRZp"'q)
ceci démontre notre assertion au voisinage de 1l'infini.

Soit maintenant y_e& ®4 (2 distance finie). On a b_ -b' é.S_m(RzP’
et il existe ¢ e S~ ((R2p+q) tel que f. =b_ - Db’ . (}){’n a%alors
(b'+f)oa =1 + r* , avec r"¢ S-“(IR2p+q) , o= Oyb; r"” est petit
au voisinage de y_ , et comme ci-dessus il existe s"e S'“(l'RZp*q)
et un voisinage U, de y_ tels que (1+sy') o(141y) 1 pour yeU_.
Pour ye U  , ona b= (14s"),(b'+9) , donc Db-b* s"ob'+(14s")
et comme s" b' ¢ (1+s")of€ S-O({R‘?p*q) , ceci démontre notre asser-

]

tion au voisinage de Yo et achéve la démonstration.

Prouvons maintenant que chacune des assertions (ii) implique (11i)
Remarquons que ay est un opérateur d'indice fini , indépendant de
y donc nul (puisque ay est inversible pour y assez grand comme
on vient de voir). Supposons qu'il existe un point yoe [Rq tel que
ay ne soit pas inversible : on a donc Kker a # 0 et ker a;,“ £ 0
et il existe @ = ¢(x) € A(RP) (non nulle) , telle que ay =o0.
Alors si O désigne la mesure de Dirac au point 1y, sur Rq , on
a pour 1:outeo ¢ = yl(z) e A(mn-p-q) aL((P(x) &Yo ¥(z)) = 0 , de sorte

que a n'est pas injectif (donc pas inversible) dans A . De méme

L
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]
af n'est pas inversible dans 5 , et ap n'est pas inversible
dans A .

Plus généralement soit a une matrice a coefficients dans S™(N),
elliptique & gauche (resp. & droite). En appliquant le théoréme a
1'opérateur aL* ap (resp. a; ai“ ) , on voit que a posséde un in-
verse a gauche (resp. & droite) ,qui est une matrice a coefficients
dans S-m(N) , Si1 et seulement si a; est inversible a gauche (resp.
4 droite) dans A(R") (ou A(R")). Lorsque a

réduite : a; = a(x,y,Dx) , ceci équivaut encore , compte tenu du n°i,

est mis sous forme

a4 l'assertion suivante : pour tout y € R4 l'opérateur a est in-
)
jectif (resp. surjectif) dans A(RP) (ou dans A(RP)).
Nous complétons le théoréme par le résultat suivant , qui vaut

pour les opérateurs de degré positif :

(3.2) Proposition.~- Soit a une matrice & coefficients dans Sm(N) »

elliptique a gauche. On suppose m O (g_l:. L surjectif). Alors a

admet un inverse 3 gauche & coefficients dans S "(N) si et seule-

ment s'il existe une constante ¢ >0 telle-que pour toute ¢é AR™)

(ii)ter ‘NILZ(iRn) < c uaqunL2(an)

En effet si a admet un inverse a gauche b a coefficients dans
s™™(nN) , b, est de degré négatif donc continu dans Lz(an) , ce qui
implique (ii)ter dés que c¢ est plus grand que la norme de bL dans
End(L? (R™)).

Inversement , supposons que a n'est pas inversible & gauche .
Nous pouvons supposer a; mis sous forme réduite : a; = a(x,y,Dx) y
et d'aprés ce qui précdde , il existe y e RY et ¢e ARP) tels
que ay .Y =0 ., Soit alors Lyk(y,z) une suite de fonctions ¢° a

o -
support compact sur r"°P s telles que le support de ‘P tende vers

(yo,zo) (ou z, est un point arbitraire de R™P~9) |, qu'on ait
‘{/1 = 1 au voisinage de supp l{Jk pour k»1 , et qu'on ait , pour

tout k j'th{(y,z)lz dy dz =1 . On a alors
a (@(x) v, (v»2)) = ¢ (v,2) a (¢(x) §;(v,2)) .

n
or aL(‘{? ‘f’l)é A (® ) est nul pour y = y, » donc aL(&Pq’k) tend
vers O en norme quadratique lorsque k —® , Comme la norme de
tf\pk est constante (égale a JRp'(e(x)lz dx # 0) , ceci contredit
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1'inégalité (ii)ter .
Remarquons qu'il peut arriver que a soit elliptique (& droite
et a gauche) , et que a; ait un inverse a4 gauche sans avoir d'in-

verse a droite : c'est le cas de 1l'opérateur D+ ix (sur R).

Le théoréme (3.1) permet de ramener 1'étude de 1l'inversibilité
de a; 4 la méme étude , dans le cas oi L est bijectif (n°1) .
Dans ce cas l1l'étude est plus facile (aL est inversible a gauche
= *
L=0 (resp. ker al = 0))
mais est loin d'étre compléte ; elle l'est néanmoins dans le cas on

a est un polyndme de degré < 2 (cf. {51 , 1131).

(resp. a droite) si et seulement si ker a

§4 Introduction de parameétres.

1. Position du probléme.

Nous nous interessons maintenant a ce qui se passe lorsque L et
le symbole a dépendent d'un paramétre AeZ , o Z est une
variété de classe C®™ . Nous supposons donc L & C*(Z,L(ExE,N)) ,
et comme au §2 nous posons L(x,E) = Bx + C& , A=c B (donc
Ae ¢®(Z ,L(N*,N)) ). Si ae S"(2xN) , a
opérateurs définis par (2.2) . Pour AeZ, on pose Ly=L(XA) ,aa(y) =

désigne la famille d°

a(A,y) (donc a,eS™(N)) , et on note a‘i 1'opérateur correspondant .

Plusieurs des constructions du §2 marchent encore. En particulier
si ae SW(ZXN) s ap définit un opérateur lindaire continu sur
S-m(Zx E) , et c'est & cet opérateur que nous nous interessons plus
particuliérement. Si a e S™(ZxN) , be Sm'(ZXN) s ona a b =
¢, o ce Sm+m.(2x N) est encore donné par la formule (2.7) et
admet le développement asymptotique (2.8).

La formule (2.7) définit encore une structure d'algébre sur
S“(Zx N) » que nous noterons toujours A’A 3 av» a; est donc une

s dans S_m(zx E).

Si ae S:e (ZxN) est elliptique , il posséde une paramétrixe,
ie, il existe b e S;Z (ZxN) tel que bga - 1 e S"(ExN) et
ab - 1€ s™Sx N) (o le produit est celui de LA).

Nous désirons un critére pour que a soit inversible dans

L
S™(2xE) : ce sera le cas si a est inversible dans 1'algébre £ .

représentation de AL
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Le critére ci-dessous est un critére d'inversibilité dans Aﬂ s on y
suppose L surjectif (ie. L, est surjectif pour tout 4 ). I1
s'applique en particulier a la loi d'algébre de AA elle-méme (qui
est un cas particulier de (2.7) , avec E =N, L = (Id,A) , donc
L est surjectif)

Si L n'est pas surjectif - ou plutdt si le rang de L n'est
pas constant-, le critére ci-dessous ne s'applique plus : il se peut
que a; ait un inverse bL sans que a soit inversible dans kh N
et aussi que ap soit inversible pour une valeur du parameétre sans
&tre inversible pour les valeurs voisines . La difficulté pour le
critére ci-dessous vient de ce que , méme si L est surjectif (ou de
rang constant) , le rang de la restriction a tL(N*) de la forme
symplectique de Q peut varier : il n'est en général pas possible
de trouver M € Mp , dépendant réguliérement du paramétre , et per-

mettant de se ramener a la forme réduite du §2.4 .

(4.1)Théoréme.~ Avec les notations ci-dessus , on suppose L surjec-

tif , et aesz‘leg(Zx N) elliptique.

(i) Si a’It est inversible en un point ,\o , il est inversible

au voisinage de &, .

(ii) si ai est inversible pour tout A€X, a est inversible

" -m
, d'inverse b ¢ Sr g(Zx N) .

dans l'algébre kL e

A

I1 y a un résultat analogue pour les systémes (matrices) : si a
est une matrice rectangulaire , elliptique a gauche (resp. a droite)
et si a est inversible a gauche (resp. a droite) en un point , il

1'est au voisinage de ce point ; si a est inversible a gauche (resp.

g

droite) en tout point de 3 , a admet un inverse a gauche (resp.

droite) , qui est une matrice a coefficients dans S-m(Zx N).

['%

Pour démontrer le théoréme , remarquons que comme a est ellip-
tique , il posséde une paramétrixe b' & ST™(Ix N) : on a donc
b'ya-1¢ S™(ZxN) . Si en outre a; est inversible en un point
Ao , 1'inverse est de la forme (b"")b\ » avec by & s™™(N) , et on
a by - bhy, € $™(N) ; si alors on pose ‘b = b o+ by, - bl, » on a

b", a=1+1r , avec reg S-m(ix N) » Ty, O ., Comme L est sur-
jectif et 1, =0 , 1, est petit au voisinage de &, , donc (1+r’]‘_l)

est inversible dans L2 s et (1+r'\) inversible au voisinage de 4, ,
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ce qui démontre 1l'assertion (i).

Supposons maintenant. ap inversible pour tout Ae Z i 1l'inverse
est alors de la forme bI’t , ou b est une fonction sur J .« N , et
b, € S™™(N) pour tout A ., Il s'agit de prouver qu'on a beS'm(ZxN)
(autrement dit by dépend de fagon c® de A ). Remarquons qu'avec
les notations ci-dessus , si (14r,) est inversible pour A& U aZ R
on a, pour AeU, b= (1«|~1:‘(\)"1 o by , donc b,- bl =s,, b" si
(1-l-r,\)“1 = (14s,) . La deuxiéme assertion du théoréme résultera donc
du lemme suivant :

(4.2)Lemme.- Avec les notations ci-dessus , soit re S-M(ZxN). Si
(1+r‘\) est inversible pour tout A e 2 , l'inverse est de la forme
(14s,) , avec s ¢ s™(ZxN) .

Le reste du § est consacré a la démonstration de ce lemme.

2, Preuve du lemme 4.2 .

Nous travaillerons uniquement avec l'algébre A‘A . Nous suppose-
rons 2 =RP , N =R%, et noterons (Ajk) la matrice de A .

On a les formules suivantes :

(4.3) Dyj(a o b) = (Dyja) o b + a (Dyjb)

Y; (a o b) = (yja) o b - 2; a , (AjkDykb)

oA
D, (a b) = (Dba),b + a,(D,.b) + k (D. a D b
3 (2 0 ®) = (Bpa)eb s an(dy ) + 2 Sk (B a0 Dy )

Ces formules résultent aussit8t de (2.7) , en remarquant que
A
; b(?) est la transformée de Fourier de Dy‘b . Elles sont valables
-0 . s AR
pour a , b€ S7 (IxN) (donc aussi , & la limite , pour a , beS™ ).
Pour la suite , nous aurons besoin d'une suite {)articuliére de
normes sur A(N) = s™(N) : on pose H = (M2 + \Dy‘2)5 (H admet pour

fonctions propres les fonctions de Hermite :

a 1 X 1 (o 1 1.2
h(y) = Tk gt (@ oy )T et

1
la valeur propre correspondante est (2\0<\ +1)2 ), Pour tout z € ¢
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1
1'opérateur HZ est défini par Hz(h“) = (2)d+1)%% hy ; c'est un
opérateur continu sur ,5 » qui dépend de fagon holomorphe de =z .

On note Es le domaine de H® dans L2 , et on pose

s
(u.3dely = w2
s
(c'est une norme , qui ne dépend que de Re s).
Dans les assertions qui suivent , on oublie (provisoirement)

le paramétre.

(4.5)Lemme.- Pour tout k > % dim N , il existe C > O tel que

ﬂa o b“L2 ¢ c \\a‘LZ “b\\Ek

En effet on a agb = j iy a(y+Ay) b("z) d&v
Or pour tout ne N*, on a le iy. ‘?a(yd-Aq)“L = \\a\\Lg , d'ou
\ao b\st “a[Lg i |b('L)\ d’vz . Mais pour k> 3 dim N , on a , avec
une constante C convenable , j Bl )l dp ¢ ¢ “b“Ek .

Utilisant 1'autre égalité de (2.7) , on obtient , avec la méme

constante C H

‘a ° b“Lg ¢ C “a“Ek lb“Lz .

(4.6)Corollaire.- On a Raothz\Q c ‘a“E' I\blEk ) si 0¢ j<k .
J -3

Soient en effet a , b€ S (N) et considérons la fonction
holomorphe F(z) = (H‘J_kz )o (sz Jb) . C'est une fonction holomorphe
de =z , bornée (dans 1% et méme dans A ) pour O <Re z¢1 .

Pour Re z = 0, on a
“F(z)"LQ { ¢ “H‘ja"Lz lﬂ'jbflEk = "a"Ej ,b”E
et pour Re z =1, on a
[r(z)l2 ¢ © ﬂﬂk'jabEk luj'kbﬂLz = ¢ laf. Iolg

En vertu du théoréme des trois droites de Hadamard , on a donc aussi

"F(z)uLz {c na”E. "b“E ) si O €Re z (1
J k-J

et pour z = j/k on obtient l'assertion du corollaire .

108



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

(4.7)Corollaire.- Pour tout entier 'k > % dim N , il existe une

constante C > O (qui ne dépend que de k , dim N , et pas de A)
. ) . K .
telle que faoblly, < ¢ (1+(al)* flall, ol .
k k k

En effet si k est entier % O, la norme uanEk est équiva-

lente a la norme Z_ “x D' a“ . Or il résulte de (4.3) qu'on a
napi
! Al i
£t (agn) = 2 (<] @R ™) (o)
<P

d'ou , avec des constantes C , C' convenables :
\* ol «4p!
“a°b“Ek ¢ C'I FORN “k"&lA‘ ? a“Ek-\x‘w&\D b“Ek-\d‘\B"l<
<o (+]aD)* laly Boly .
k k
Nous choissons maintenant un entier ko> 1 dim N , et pour tout

entier M et tout compact K C 3 , nous définissons une semi-norme
—00
sur S (Z2xN) par

K
(u.8) |l a"M = sup uD a
2|« \+J=M A¢K
Comme les normes “auE , k€N , forment une suite fondamen-
k
tale de semi-normes de » les semi-normes “3-02 s lorsque M par-

court N , et K 1l'ensemble des compacts de 2. , forment une

famille fondamentale de seminormes de S (ZxN)

(4.9)Proposition.- Pour tout M , et pour tout compact Kc& , il

existe une constante CM telle que

llaobls ¢ Zxan N

En effet , c'est vrai pour M = 0 (puisque (1+{Al )k est borné
dans K). On démontre alors aisément l'assertion , par récurrence
sur M , en remarquant que la semi-norme "a“}rf1 est équivalente a la

semi-norme
M‘M& +szyja“M]f1 + "Dys a”MIfl + :Z"D.\: all sz

et en utilisant les formules (4.3) pour majorer les normes des

fonctions Dy(aob) s yj(aob) » Dy, (agb) . Nous laissons les
j v
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détails au lecteur.

Pour tout entier M , et pour tout compact K< Z , il existe un
nombre ® S0 tel que Cj < oY C, pour 0 ¢ j <M (ou 1les C\j sont
les constantes de la proposition (4.9)). Si alors on pose

M
NM(a) = Z c_ a’d ﬂa'}.{T‘]
o © J
la proposition (4.9) implique qu'on a

Nylagb) & Ny(a) Ny(b)

(01'1 le signe & signifie que pour tout j , le coefficient de TJ
dans le membre de gauche est plus petit que le coefficient de 1Y

dans le membre de droite).

(4.10)Corollaire.- Soit a & s""‘(Z* N) , soit U un ouvert relati-

vement compact de 2 , et supposons Co ﬁa“‘i £ 1 . Alors la série

, Py . J - 00,
géométrique a converge dans S~ (UxN)
]

(aJ désigne la puissance j-iéme de a dans l'algeébre LA).

En effet pour tout M on a
o . [ . -1
NM( Z. aJ) << Z‘- NM(a)J = NM(a) (1—NM(a))

(1a deuxiéme série est convergente , puisque son terme constant est

R . . v
de valeur absolue < 1). Ainsi la serie :'_Zua ﬂ converge pour

k
tout k {M , donc pour tout k puisque M est arbitraire , ce qui

achéve la démonstration.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du lemme(k4.2) :
soit r < S_TZKN) , et supposons que pour tout AeZ , (14r,) est
inversible. Soit A€2 : il existe s € S-W(Zx N) tel que
(1+s(\°)°(1+rr\°) =1 ., 0n a donc (14s),(1+4r) = 1+4¢ , avec Q& S-M(ZxN)
€ = 0 . Comme ¢, est petit au voisinage de )\o , 11 existe un
voisinage U de A, tel qu'on ait Covﬂlg(l . Alors (,1"94\) est in-
versible dans U , d'inverse 146, , avec (= Z(-f)‘]é S-m(Ux N) .
On a donc (1-&1:')-]"‘]*1 =(1406),(14s)-1 S™(U xN). Ceci peut &tre répété

au voisinage de chaque point de Z_ , et achéve la démonstration.
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§5 Constructions de paramétrixes d'opérateurs a caractéristiques

multiples.

1. Soit X wun ouvert de R" (le résultat de ce paragraphe se géné-
ralise aisément au cas o1 X est une variété de classe C° , mais
pour les calcls qui suivent il est commode de fixer une fois pour
toutes le systéme de coordonnées). Soit P = p(x,D) un opérateur
pseudo-différentiel sur X , de degré m. Nous supposons que le

symbole total p admet un développement asymptotique :
©o

(5.1)  p(E) ~ Z pi(x,8)
J:

on pj est homogéne de degré m-j (autrement dit p € s:eg) (pour
les calculs qui suivent , j pourrait aussi bien parcourir 1l'ensem-
ble des demi-entiers positifs : j = 0,1/2,1,3/2, ...)

I1 est commode d'introduire 1l'opérateur différentiel i coeffi-

cients séries formelles de T : .

o (&) . . )
(5.2) 67 (p) =Jé;17 () B pxs) TRy« P

I1 est clair qu'on a 6”(P+Q) = fTP) + 6”(Q) si P et Q sont
de méme degré , et il est classique qu'on a 67(P,Q) =67(pP),67Q)

(P,Q étant considéré comme opérateur de degré deg P + deg Q) .

2. soit J < T*X~(0} = X«x (Rn\&O}) un c8ne lisse , de codimension p.
Nous dirons (comme dans [1]) que P est nul d'ordre k sur X (k

. CL . . . .‘ym,k 'A[m,k .
entier positif) , et écrirons P¢ (ou pe ) si pour tout
J, pj est nul d'ordre » k-2j sur z (i1 n'y a pas de condition
pour j > k/2) ; de fagon équivalente : G:QE(P) est divisible par

b

T pour tout point (x,£)e 2 . Il est commode d'introduire

K - 1 IR ING @
(5.9) 6% ) = 2o Fm G o) v 0f

de sorte qu'on a 6;»§(P) = lsi E(P) ™ moa. TH*! i (x,E)E’Z: ;
’ i X

donc si PeN™X et qeXN™ T, ona g!N(P@) = €5(P) 6 (Q) .
1 ) °xE
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3. Le développement de Taylor Tk(P)

Pour les propriétés locales des symboles et des opérateurs , il
sera commode d'introduire , dans un voisinage conique d'un point
(x,€)e 2 , un systéme de coordonnées
(5.4) u= (ul,...,u )

p) , v = (v1, “ e Vonop
ou les uy (resp. Vj) sont €%, homogénes de degré O (resp. 1 ,

et non toutes nulles) , de sorte que , au voisinage de (x,%) , 2

soit défini par le systéme d'équations u = O . Dans toute la suite:"
les lettres u , v représentent un tel systéme de coordonnées.

si P = p(x,D) € N mK , 11 existe un polyndme unique

(5.5) Tk(P) = IIZ_ a, (v) u* » avec a,(v) homogéne de degré
I¢ k
m-3k+1l|

tel que p—Tk(P) soit nul d'ordre k+1 sur 2. , au voisinage de
x,& .On obtient ce polyndme en ne retenant dans le développement de
Taylor de pw ij le long de P que les termes dominants , c'est
4 dire semi-homogénes de poids m-3k lorsqu'on attribue a v le
poids 1 et & u le poids -1 (cf.[l]).

L, L'opérateur Pr .

Soit P er-m,k .0n sait d'aprés [1] qu'il existe (au voisinage

de chaque point (x,§)€Z ) un opérateur différentiel unique

(5.6) Py = Z axa(v) u* D

u

ol ne dépend que de Vv , et est homogéne de degré m-ik+i -1[q|,

Zap m',k’ .
tel que pour tout QeN ™’ on ait

(5.7) Typer(PoR) = B T,..(Q)

(1'unicité d'un tel opérateur est immédiate; 1'éxistence et la cons-
truction de P seront repris et précisés ci-dessous)

I1 est clair que Py et 6"k(P) ne dépendent que de Tk(P) .
Pour k=0 , Py et G'k(P) sont simplement 1'opérateur de multi-

plication par la constante po(x,E)‘.
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. k
5. Lien entre Tk(P) , 6°(P) , et Py .

Décomposons les champs de vecteurs &/axs . 5/32;5 en partie

transverse et partie tangente a 2 au voisinage d'un point (x,E)éZ :

= )
(5.8) é/bxs = ‘?—-Bjs(v) /()u‘j + r_
RE, = Zocy(v) Puy 4 g
o1 les Bjs , st sont des fonctions qui ne dépendent que de v , et

pas de u , et les T ys sont tangents a 2 , donc

(5.9) By

]

buj/bxs ,Z (homogene de degré 0)

C.
Js

buj/ass s (homogeéne de degré -1)

Nous noterons encore E = R" (variable y) , et N = ®wP (variable
u ; on peut identifier canoniquement N au fibré tangent normal

de Z_ ). Nous noterons aussi

(5.10) B: E->N 1l'opérateur de matrice (Bjs)
c: E'=N 1l'opérateur de matrice (st)
L= (B+C):Ex E¥5>N
A= c® : NN

On a donc

(5.11) A. = EZ C.
S J

Jk s Bks

Soit Uj 1'opérateur u.(x,D)é.ﬂ\o’1 (1a fonction uj est
seulement définie au voisinage de (x,&) , et il convient plut8dt de
considérer Uj comme opérateur pseudo-différentiel opérant sur les

micro-fonctions définies au voisinage de (x,£)). On a

1
(5.12) § (Uj) = ?uj/éxs yg o+ 6uj/<3§s Dys = %Bjs vy + CJ.s Dys

= (uJ)L

113



L. BOUTET DE MONVEL - A. GRIGIS - B. HELFFER

D'autre part soit Q¢ JV‘m,k s de symbole total q(x, E). Le sym-
bole total de Uj oQ a pour développement asymptotique :

ol
Z L (5%) u\j D‘;q

]
& x!

Pour le calcul de Tk-&l(UjQ) on peut bien siir remplacer q par
Tk(Q) = b , et on constate aussitdt que seuls les termes avec || < 1
ont une contribution non nulle. Enfin on peut remplacer st par sa
partie transverse a 2. (formule (5.8)) , et on obtient en fin de
compte

Tyeyq (U5Q) = Ty (uyb + sZauJ./a-as D, b) =ujb+ Zc. B, D b

k+1 k+1 J T Js ks uk
Finalement , puisque Ajk = % stBks s on a
(5.13) (Uj)Z = uy o+ ZAJ.k Duk = (uj)A

Nous pouvons maintenant énoncer le lien qui existe entre PZ. ,
Gk(P) , et le développement de Taylor Tk(P) :

(5.14)Proposition.- Soit P e Nk » et a = Tk(P) . On a
€k(P) = a

Py = a, L (82 , formules (2.2),(2.9)).

preuve: nous venons de démontrer cette assertion lorsque P est 1l'un

des U. , et bien slir elle est vraie pour k = O . Soient maintenant
kJ ml k'

PeN™ , Qe ™ . Posons a=T.(P) , b=rT.,(Q ,

c = Tk+k'(PQ) » et supposons P =a, ,Q =b,, & (p)

LI}

aL et

(Q) = b, . On a alors

(PQ)y = Py Qs = a, b, = (aA b)A = c, (d'apres (2.9))
¢ " (pq) = ¢°(P) 6°'(Q) = a_ b = (a, b), = ¢ (d'aprés (2.9))

Dans le cas général , si P eJVm’k » on peut toujours écrire P

sous la forme

114



OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS

of v
P = A, Ul .Ut
W< Kk p

. L7 § -
o A, est de degré ¢ m-3k+3lx| (donc A€ o 2k+2|‘\\,0<vv'm,k \x\)

Comme l'assertion est vraie pour les Uj s, et pour les A°( (k=0) N

elle l'est aussi pour P .,

6. Dans [1] on a introduit les classes de symboles sMK ot j{m =
nsm"J"zJ
m,k

et les opérateurs pseudo-différentiels correspondants
oPX™). D'aprés [1] , ona a e gmsk

de 2 , et si tout point de Z_ posséde un voisinage conique dans

(ops si ae S™ en dehors
lequel on ait , pour tous «, f » et pour \v])/l s avec des constantes
<:W5 convenables :

PR BN Y m- -1 k-l
(5.15) (&) (58] < e M Cpups ™

Aussi d'apres [1] (5.2) , ona he Mm si et seulement si hes_m
en dehors de 2. , et si tout point de 2_ posséde un voisinage
conique dans lequel on ait , pour tous «, » , ¥ , et pour \v\>/ 1,
avec des constantes C“M, convenables :

X2 oY m-\y|+1|p|-}Ix
(5.16) \u (53 ) (53) hl < Sy I\ W +2le1-31«]

Comme h & S—m hors de Z , on peut , quitte a le tronquer ,
supposer qu'il est nul pour fu|> 1 . On a alors h ¢ S-Oo(Zx N)
(au voisinage d'un point de 2. , on identifie Z_a tR2n-p (variable
v) , e¢ N a RP (variable u) ; et on attribue aux variables u et
v de nouveaux poids : respectivement 1 et O , comme au §14). La

condition (5.16) se réécrit alors comme suit :

(5.17) Soit he S (T xN) , nulle pour u assez grand . On pose
1

h,(v,u) = h(Av,A"2u) . Alors he A™ si et seulement si 1'ensemble

des A" hy A1 , est borné dans s™¥(E xN).

1] 1] i ]
ok (resp. OPK™ ) , de
m+m' ,k+k"'

Soit maintenant P& N™X | ot e ops™
symboles 11:otaux p(x,%) , a(x,%) . On a PQ € OPS (resp.
L %
opy m+m Zk) , et le symbole total r de PQ admet encore le

développement asymptotique :
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1 o X L%
rv 2 o5 (58) P Da .
. ,
Utilisant le fait qu'on a ud(g‘%)ﬁ((‘)%)\(q e smWhL ksl

t X (resp.
. _ P - . .
&Qm a1 +3161 2‘0‘\) on constate aisément qu'on a

. " vl 1
(5.18)1‘ _ Pz a e Sm+m sk+k'+1 (resp. %m+m sk 2)
et P> est bien sir le seul opérateur différentiel de la forme (5.6)

qui ait cette propriété .

(5.19)Remargue.— Les mémes constructions que ci-dessus peuvent aussi
étre effectuées pour étudier la multiplication a droite par P : il
existe un opérateur Py unique , de la forme (5.6) , tel que pour
tout Q € ops™' 2K’ (resp. OPKT') on ait ,

m+m',k+k’ j{m+m'-%k-%)

(5.18)bis r - PL q € S

3 (resp.

q désignant le symbole total de Q , et r celui de QP .
L " . L]
si QeWN™ K" | 1a classe de Q,P mod. Ops™¥M'sKFK'IL o
complétement déterminée par le développement de Taylor Tk+k'(QP) ,

et si Tk(P) =a , Tk,(Q) = b , on a d'aprés ce qui précéde
Tk+k,(Q°P) =Qsa=b, a=agb (d'apres (2.7))

On a donc de fagon générale gi = ag . I1 est alors clair que Pi
est inversible & gauche (resp. a droite) si et seulement si Py est

N

inversible & droite (resp. é'gauche) » puisque c'est la multiplica-

tion a droite par a = Tk(P) dans 1l'algébre lA .

7. Constructions de paramétrixes.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le théoréme que nous
avons en vue ! soit L’sJVm’k . Nous supposons P transversalement
elliptique le long de 2 , ie. P est elliptique (de degré m) en
dehors de Y , et tout point de 2 posséde un voisinage conique
dans lequel on ait (avec ¢ > 0 convenable)

(5.20)  |po(x,8)| » o K™ [ul* .
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De fagon équivalente : P est elliptique de degré m hors de 2,
et a = Tk(P) est elliptique de degré k en chaque point de 2_ .
Cette définition se généralise aussitdt au cas des systemes (ie.
P est une matrice a coefficients dans JVm'k) : nous dirons que P
est transversalement elliptique a gauche (resp. a droite) s'il est
elliptique & gauche (resp. a droite) en dehors de > , et si a =

Tk(P) est elliptique a gauche (resp. a droite) en chaque point de Z -

(5.21) Théoréme.- Soit P un systeme d'opérateurs pseudo-différen-

tiels , de degré m , nul d'ordre k sur 2 , transversalement

elliptique & gauche (resp. a droite) le long de J. . Les assertions

suivantes sont équivalentes

(i) P posséde une paramétrixe a gauche (resp. & droite)
Qe ops™™s 7K,

(i1) P, est inversible & gauche (resp. a droite) en tout point
de 2 .

(1ii) 6k(P) est inversible & gauche (resp. & droite) en tout
point de X .

(iv) Pour tout point (x,%¥)eZ , il existe C > O tel qu'on

ait , pour e Co(R") Wiz < c ).yl L2
(resp. la méme assertion pour l'adjoint Sk(P)* ).
s s+m-3k

(v)Pour toute distribution f , Pf E'Hloc implique f & Hloc

(resp. la méme assertion pour P*)

(pour la derniére assertion , nous supposons P propre , de sorte

que Pf est bien définie , sans restriction sur le support de f ).

I1 est clair que l'assertion (i) implique toutes les autres (en
particulier la derniére , parceque la paramétrixe Q & OPS-m"k

ki
qu'on peut toujours choisir propre , est continue Hioc—+ Hi;:-%k).
Par ailleurs , si a = Tk(P) , on a , avec les notations ci-dessus ,
A GR(P) =a; . Or a est elliptique & gauche (resp. a
droite) , et L est surjectif (car les différentielles du. =

Pz=a

%:Bjs ax . + st dES sont linéairement indépendantes) ; 1'équiva-
lence de (ii) , (iii) , (iv) résulte donc du théoréme3.1 et de la
proposition3.2 . Reste a prouver que (ii) implique (i) , et que (v)
implique (iv) .

Nous commengons par prouver l'implication (ii) =>(i) pour une

paramétrixe a droite (l'éxistence d'une paramétrixe a gauche se traite
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de fagon complétement analogue grice a la remarque (5.19)). Nous nous
appuyons sur les résultats de [1] , en particulier la proposition(6.1)
et les résultats d'éxistence de symboles ayant un développement
asymptotique donné ([1], §1). Remarquons pour commencer que le prob-
léme est local , car si P posséde une paramétrixe a droite , de
classe OPs™™s -k

en posséde une globalement , comme on voit aussit8t par partition de

, au voisinage de chaque point de T¥*X\0 , elle

1'unité.
Remarquons maintenant qu'il é¥iste Q & ops™™ -k
PQ =1Id-R, ,avec R, e ops~z+~1

est transversalement elliptique & droite , on a

tel que

(par exemple : puisque P,

x K‘ 2m-k Id)—l e S-2m,-2k

(py P}

d'apres (1], §1 , et on peut prendre qQ = ql(x,D) , avec qi(x,E) =
2m-k. 1~1
p¥ (p, % + [E1°"F1a)7"))
D'apreés [1] , 81 , il existe Q2 tel qu'on ait , pour tout entier

- = J =N, -N = 1d -
N, Q o (Rl) € OPS - On a alors PQQ, = Id - R, , avec

-iN, -
R,& OPX> = [loPS zN,-N
Notons r, le symbole total de R2 , tronqué de fagon qu'il
soit nul pour |u\( 1 comme plus haut. Comme Py = a, est inversi-

ble & droite en tout point de 2. , le théoreme(4.1) affirme que Py
posséde un inverse a droite de la forme bA , avec b € S-k(chN) »
b, est continu sur S™(Zx N) , et par raison d'homogénéité on a
bA(hA) = f\%k-m(bA(h))A pour tout A >0 , et tout h e s™7(TLxN) .
En particulier il résulte de (5.17) qu'il existe un opérateur de
Hermite les OPﬂ%k'm tel que le symbole total a4 del Q3 cofncide
avec b,r pour |u/< 1 ; on a alors P Q3 - R, € 0PA™2 (puisque

A"2
Ps a, = r, pour ju< 1, et d*aprés (5.18)). On a donc

P (QQ, +Q;) = Id - Ry

-1 ..
avec R3 € oPX™2 , Finalement R est de degré <lO , et i1 éxiste
oo : . -
un opérateur Q, ~ %; (RB)J (on a Q, - Idae oPA"2) , Si on pose
Q = (Q1Q2 + QB) Q, ,ona bien Q € ops™™ K | ot PQ ~ Id .

Montrons enfin 1'implication (v) =>(iv) (cf. aussi {13]). D'aprés
L. Hérmander [12] , l'assertion (v) a la conséquence suivante : pour
tout compact K<C X , il existe C > O tel que pour x &€ K et l?l) 1
on ait , pour toute V€& Co(Rn) :
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Bl 22 ¢ clley . Wl + BTN [Po2ur ) o)

lo(«ﬁ\\<N

ol on a posé

1 oX o h -m-ip|+3l8) o @
Pa,x,e = 2 wra %) (58) px%) 1§ zh(+218 y Dy
forBj<N

Appliquons ceci au point (x,A§) , avec (x,§)eZ , El=1 |,

N =00 , en choisissant N = k+1 . On voit aussit8t que A kPN x A%
’ »
tend vers Gi g(P) pour A—MD, et on obtient donc a la limite
’

(puisque (\h‘N tend vers O0)
IWiZ2 < clef s (p) w2

ce qui implique (iv) d'aprés la proposition3.2 .

Comme on a dit , le théoréme3.1 facilite 1l'étude de l'inversibi-
1ité d'un opérateur différentiel de la forme a; mais celle-ci est
loin d'@tre compléte en général. Elle l'est néanmoins lorsque a est
un polynéme elliptique du second degré (cf. [5],1}31) , et le critere
de [5] ou {13] se traduit en le résultat suivant (qui généralise le
résultat de (5] parceque la restriction a 2. de la forme symplec-
tique canonique de T*X n'a plus besoin d'&tre de rang constant ,
et qui précise le résultat de [13] en affirmant 1'éxistence d'une
paramétrixe d'un type particulier) :

Soit PeN™? (ie. nul d'ordre 2 sur 2 ) , transversalement
elliptique le long de 2. . On suppose que le symbole principal P,
prend (localement) ses valeurs dans un angle (strictement convexe)
M"c ¢ . Notons Q la matrice hessienne de P, (identifiée a une
forme bilindaire symétrique) , et A la matrice fondamentale de
Py
que canonique de T¥X) : en tout point de 2 , les valeurs propres

(définie par Q(u,v) = 6(u,Av) , oi 6 est la forme symplecti-

de A sont de la forme tziAk (k=1,...,n) , avec Ake»r7 . Soit
d'autre part V = ker A2n le sous-~espace spectrgl de A relatif

4 la valeur propre O , et Iz(P) =py - (1/2i)1z.azpo/dxj&"€j le
symbole sous principal (po » Py sont les deux premiers termes dans
le développement asymptotique p ~ P, + Py 4+ ... du symbole total

de P) . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) P posséde une paramétrixe bilatére Q & ops™™ ~2

(ii) Pour tout (x,8)e Z , tout multi-indice o = (dl,...,Nn) ,

et tout vecteur complexe v &€ V , on a

;(Zujn) A, +Qv,¥) + I,(P) # 0

cas s . . s+m~1
(iii) Pf € Hi,c implique f & H
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