JOURNEES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

JEAN-MICHEL BONY

Propagation des singularités différentiables pour une classe
d’opérateurs différentiels a coefficients analytiques

Journées Equations aux dérivées partielles (1975), p. 43-91

<http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1975 43_0>

© Journées Equations aux dérivées partielles, 1975, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Journées Equations aux dérivées par-
tielles » (http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/) implique I’accord avec
les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la
présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=JEDP_1975____43_0
http://www.math.sciences.univ-nantes.fr/edpa/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Société Mathématique de France
Astérisque 34-35 (1976) p.43-91

PROPAGATION DES SINGULARITES DIFFERENTIABLES POUR
UNE CLASSE D' OPERATEURS DIFFERENTIELS A COEFFICIENTS ANALYTIQUES.

Par Jean-Michel BONY

AR

Cet article est consacré & 1'étude des opérateurs (pseudo-) différentiels
analytiques P dont la variété caractéristique est régulidre, involutive, de
codimension n > {1, et qui satisfont & une condition de Levi ([7], [20]). Pour

les hypothéses précises, voir le n° 1,1,

Nous démontrons que si une distribution u vérifie Pu ¢ &, le spectre
singulier différentiable (wave front) de u se propage le long des n-feuilles
bicaractéristiques, Nous démontrons également la résolubilité microlocale de P

dans les distributions et dans les fonctions €° .

Dans [B.S.], nous avons démontré des résultats du méme type, sans condi-
tion de Levi, pour le spectre singulier analytique des hyperfonctions, Il est
ici indispensable de faire une telle hypothése, le comportement des singularités

différentiables étant fort différent en 1l'absence de condition de Levi, (Voir

[4], [5], [13]).

Dans [20], J. Sjostrand a démontré les mémes résultats que nous, lorsque
1'opérateur P est & coefficients &°, mais avec des restrictions sur la mul-
tiplicité des caractéristiques complexes de P. Il s'agit 1& d'un phénomene
qui n'a rien de technique. Si P(x,Dx) est un opérateur elliptique que nous
faisons opérer dans jﬁi xRy sur les distributions wu(x,t), il satisfait &
nos hypothéses sur la variété caractéristique et & la condition de Levi, La
propagation des singularités appliquée & u(x)&(t), ou u vérifie Pu= 0,
entrafne que u s'annule identiquement si u est nulle au voisinage d'un point,

Ce travail (coefficients analytiques) et celui de Sj¥strand (caractéristiques
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complexes au plus doubles), correspondent aux deux cas les plus typiques d'uni-

cité du probléme de Cauchy.

Cette remarque justifie également 1l'emploi de nos techniques : utilisation
des valeurs au bord de fonctions holomorphes & croissance lente pour traiter de

singularités différentiables. La transformation de Fourier prendrait plus dif-

ficilement en compte 1'hypothése d'analycité des coefficients. En quelque sorte

N

notre méthode consiste & démontrer "avec parametres", que les solutions d'équa—
tions elliptiques & coefficients analytiques sont restrictions de fonctions ho-
lomorphes,

Nous suivrons de trés prés la démonstration de [B.S.] : Se ramener par
transformation canonique au cas d'un opérateur P(x,t,Dx,Dt) partiellement el-
liptique en x ; démontrer un théoreme de Cauchy-Kowalewski pseudo-différentiel
dans le domaine complexe ; en déduire des théoremes d'existence et de prolonge-
ment pour les solutions holomorphes de P(z,w,Dz,DW) f(z,w) = 0 ; en passant
aux valeurs au bord, démontrer qu'une solution u(x,t) de P(x,t,Dth)u(x,t)=o
est restriction au réel de u(z,t) holomorphe en 2z ; enfin utiliser la pro-
pagation des singularités pour les distributions partiellement holomorphes,

Les points nouveaux qui apparaissent sont les suivants,

Depuis les travaux de Martineau ([15], [16], [17]), bien peu a été écrit
sur les relations entre distributions et hyperfonctions, alors que de nombreux
développements sont apparus. Nous consacrons un appendice & ce sujet, en n'énon-
gant au no 1,2. que ce qui est indispensable pour la lecture de notre article.
Ainsi, sous des hypothéses convenables sur les spectres singuliers, on peut dé-
finir .].K(x,y) u(y)dy comme distribution [F,I.O,I] et comme hyperfonction
[S.K.K.]. I1 nous faut démontrer que les deux définitions coincident, ce qui
contient le cas des opérateurs pseudo-différentiels, et des transformations
de contact quantifiées / opérateurs intégraux de Fourier. Il nous faut également
démontrer que les trois notions de spectre singulier analytique de Sato [S.K.K.]
de HYrmander [11] et de Bros-Iagolnitzer [1], [2] sont les mémes pour les dis-
tributions.

En second lieu, nous devons démontrer un théoréme de Cauchy-Kowalewski
pseudo-différentiel, en contrSlant non seulement comme dans [B.S.] la forme
géométrique des domaines d'existence, mais encore la croissance des solutions
(c'est 12 qu'intervient de fagon décisive la condition de Levi), C'est l'objet
du paragraphe 2, ou la nécessité de tenir compte des commutateurs compligue

encore le calcul pseudo-différentiel.
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PROPAGATION DES SINGULARITES..

La transformation du théortme de Cauchy-Kowalewski en théorémes d'existence
et de prolongement suit de trés pres [B,S,] et nous nous permettons d'étre un
peu plus rapide sur ces points, La différence essentielle est qu'il faut contréler
la croissance des fonctions holomorphes dont on prend la valeur au bord, et que

tous les arguments de cohomologie doivent &tre remplacés par des arguments de

3

cohomologie & croissance,

On obtient ainsi la résolubilité microlocale, le caractére partiellement
holomorphe des solutions, et, en étendant les résultats de [F.I.0.II.] sur la
propagation des singularités des distributions partiellement holomorphes, le

résultat final.
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’,

§ 1. ENOHQE DES RESULTATS ET REDQCTION AU CAS PARTIBELLEMENT ELLIPTIQUE.

1.1. Notations et énoncé du théoréme principal,

Soit P(x,DX) un opérateur pseudo-différentiel analytique d'ordre  ,
défini au voisinage d'un point (xo,go) de RY x @Y\ {O}), Soit P son sym-
N
bole principal et V = {(x,g)|P (x,g) = 0} sa variété caractéristique. Nous
p

ferons les hypothéses suivantes sur P .

(1.1.1) V est une variété amalytique réelle non singulidre, de codimension n,
(1.1.2) Pp(x,g) stannule sur V exactement & l'ordre m, c'est-a-dire que
pour tout point (x,g) de V et tout vecteur (Ax, A&) transverse en (x,g)
4 V, il existe a # 0 tel que l'on ait

Pu(x + eMX, E + eAE) = aem-F ole).
(1.1.3) V est involutive, et la restriction de la {-forme canonique ; gidxi
4 V est partout non nulle, 1

Si q1(x,g),..., qn(x,g) sont des fonctions homogénes de degré 1, s'annu-

lant sur V, et dont les différentielles sont lindairement indépendantes sur V,
la condition (1.1.3) signifie que

{qi,qj} =0 sur V, et
dq1,..., dqn, T gidxi sont linéairement indépendantes sur V, Il résulte de la
condition (1,1.2)que 1'on peut écrire

Pp(x,a) = a (x,8) a%(x,¢)

of=m

a .
... qzn, ou les a sont homogenes de
1 a

avec (l=(<119---’ Oh) et qa=q
degré -m et vérifient

| aa(x,g) u® £ 0, pour (x,£) ¢ V et u= (u1,..., u) # o
ol|=m

La condition suivante est le condition de Levi ([7], [20])

(1.1.4) Soient Qi(x,DX), i=1,..., n des opérateurs pseudo~-différentiels de
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symboles principaux respectifs qi(x,g), il existe alors des opérateurs pseudo-
différentiels A (X’Dx)’ 0 < I“I ¢ m, d'ordre p-m, tels que
o -~ a3

P(x,D ) = A (x,0_) Q(x,p )%
X 0_(_ aim o X X

Cette condition, indépendante du choix des Qi’ est en fait une condition
sur les termes d'ordre , py=1,..., p~m+1 du symbole de P,

Nous aurons & utiliser les deux notions suivantes pour décrire les singu~-
larités d'une distribution u sur un ouvert (. Nous montrerons en appendice
que le spectre singulier analytique de [S.K.K.] colncide pour les distributions
avec le support essentiel de Bros-Iagolnitzer [1], [2] et avec le front d'onde

analytique de HUrmander [11].

Spectre singulier analytique SSA(u). C'est un sous—ensemble fermé de  x gt
caractérisé par la propriété suivante. Un point (xo,go) n'appartient pas &

SSA(u) si et seulement si il existe un nombre fini de cénes ra de jmv, tels
que go [ PZ, et des fonctions holomorphes fa définies dans l'intersection de
R + ira et d'un voisinage de xo, telles que 1l'on ait u= % b(fa) au voisi-

nage de x, [On a noté ici ro le polairé de T, et b(.) la valeur au bord].

Spectre singulier différentiable ssD(u) [ou wave front]. Cl'est un sous-ensem—

ble fermé de ¢ x sn-1 caractérisé par la propriété suivante., Un point (xo,go)
n'appartient pas & SSD(u) si on peut trouver une fonction ® € {fc: , égale a 1
au voisinage de X telle que éﬁ(g) soit & décroissance rapide dans un voisi-
nage conique de la direction Eo0

Rappelons enfin que, sous les hypotheses (1.1.1) et (1.1.3), les champs
hamiltoniens Hq. forment un systeme de Frobenius sur V et définissent loca—-

i
lement un feuilletage de V par des feuilles de dimension n dites feuilles

bicaractéristiques,
THEOREME 1,1,1.- Supposons que P wérifie (1.1.1), (1.1.2), (1.1.3), (1.1.4)

au voisinage de (%0,0). On a alors
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a) (Existence oD'). Soit v une distribution définie au voisinage de X e Il
existe alors une distribution u, définie au voisinage de X telle gue

(xo,go) ¢ ssa(pu-v)
b) (Existence 7). Soit ¢ une distribution définie au voisinage de X, telle

que (xo,go) I'4 SSD(q,). Il existe alors une distribution ¢, définie au voisinage

de x , telle que (x ,¢ ) £ sSD(9) et (x_,g ) £ SSA(Pg - ¢).
c) (Propgga‘tion des siggularités). Soit u une distribution définie au voisinage
de x , telle gue (xo,go) £ ssp(Pu). Alors, au voisinage de (xo,go), 1l'ensemble

SSD(u) est réunion de feuilles bicaractéristiques,

Remarque, Pris & la lettre, 1'énoncé précédent n'a de sens que si P
est un opérateur différentiel, Si P est un opérateur pseudo-
différentiel (au sens de ([S.K.K.]) qui . n'est défini qu'au voisi-
nage de (xo,go), nous verrons en (1,2.5 ) et (1.2.6) que Pu désigne une dis-
tribution définie modulo des distributions dont le spgctre singulier analytique

ne contient pas (xo,go). Le sens du théoréme 1,1.1. est alors clair,

1.2. Distributions, hyperfonctions et microfonctions.
Nous énongons ici sans démonstration un certain nombre de propriétés qui
seront utilisées de manitre courante dans la suite du texte. Certaines figurent

dans [8.K.K.], [15], [19] et [B.s.], d'autres seront démontrées en appendice.

1.2.14 Les faisceaux des fonctions analytiques, des fonctions {3”, des dis-
tributions, des hyperfonctions s'identifient & des sous-faisceaux les uns des
autres : A c € c D' =B [dans ]Rn muni de son orientation et de sa mesure
de Lebesgue]. n peut voir cette identification de la fagon suivante,

Si 1 est un cdne ouvert convexe de IRn, si u est un ouvert de Iﬁn, et
si f est holomorphe dans l'intersection de ( + ir et d'un voisinage complexe
de  dans a{n (nous noterons f ¢ 5’((,, + ip), on peut définir la valeur au

bord b(f) ¢ B(w).
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PROPAGATION DES SINGULARITES...

Si f est & croissance lente (c'est-a-dire |f(x+ iy)| < CIyIN pour N
convenable), alors b(f) = lim  f(x+iy) €', la limite existant au sens
>0 YET
des distributions dans ¢ .
Si f est bornée ainsi que toutes ses dérivées (ou ce qui revient au méme,

s'il existe N tel que pour tout o on ait |D;‘ £(z)]| < ¢ |y|"N), la limite
- [04

est de classe g,

10242, Soit u une distribution, et Fa une famille finie de cénes ouverts
convexes de ]Rn, tels que les intérieurs de leurs polaires (int rZ) recouvrent
871, 11 existe alors des foz€ S+ ira) 4 croissance lente,tellesque
u=g b(fa) dans  (cela peut se démontrer facilement, voir par exemple le
ne 4.1.).

La méme conclusion est valable (avec la convention habituelle si SSA(u):ﬁ)

si w xY(int 1"0) recouvre SSA(u). Cela résulte de 1l'identification de SSA(u)
a

avec le support essentiel de Bros-Iagolnitzer (voir A 2.5, et 1le no A 9).

1.243. De méme, si u est de classe g~ , et si les int PZ recouvrent
ssa(u), il existe des foc € 5(w+ ira) bornées ainsi que toutes leurs dérivées,
telles que u= g b(fa)'

Si u est une distribution, et si les int I'Z recouvrent SSD(u), il
existe ¢ de classe %w, et des frx € GN(“H. ira) tels que

w=g¢+ 1 b(f).
a
1.2.4. Le faisceau € des microfonctions sur JRn 1% sn-1 peut &tre défini par

£ (v) - Bly) powr Ucux
{ue P (w) | ssa(u)e Cu}

Si ue®B(w), on lui associe ainsi canoniquement un élément, fréquemment
(et abusivement) noté encore u, de & (w X Sn—1). Ce dernier est nul si et
seulement si u est analytique,

Nous définissons les sous-faisceaux D' et &% swr R X sn—1 (faisceaux
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des microdistributions et des microfonctions différentiables) comme étant les

faisceaux associés aux préfaisceaux

2' (&) " & ~@")

U~

{ue ' ®") | ssa(w)c LU} {ue =(®") | ssa(w)=( v}

U o

Une microfonction u ¢ &(U) appartient & J)’(U) [resp, é‘,’oo(U)], si pour
tout compact K de U, on peut trouver une distribution [resp. une fonction
(j°°] o telle que, en notant encore ¢ 1'élément de & (y x sn—1) canonique-
ment associé, on ait u =@ au voisinage de K.

Pour u e{?(U), nous noterons SSA(u) le support de wu, et SSD(u) le

complémentaire du plus grand ouvert V tel que ulv e(g°°(v).

Remarque. Ces notations sont un peu abusives, mais sans grand danger, Nous
manipulerons en fait le plus souvent des représentants (de vraies distributions)
d'éléments de ‘D'(U), mais il faudra toujours lire les égalités comme des éga-
lités dans ei)'(U) [c'est-a-dire modulo les distributions qui sont micro-analy-
tiques dans U]. De méme, comme nous allons le voir, un opérateur pseudo-diffé-
rentiel défini dans U, appliqué & une distribution, ne définit qu'un élément
de 2'(v).

1.2.5. Les opérateurs pseudo-différentiels d'ordre fini constituant un fais-

ceau d'anneau ¥ sur ]Rn X Sn—1

. Il résulte de 1,2,6, oude A 10 que P opere
également de D'(U) dans lui-méme et de €=(U) dans lui-méme, Les faisceaux

G, ob' , 87 sont ainsi munis d'une structure de P -module & gauche,

142.6. Supposons que U contienne  x {g | |g'| <k 51} ou ¢ est un ou-
vert de ]Rn, et soit f €§(w+ iG@) ot @ est le cdne de révolution défini par
x> k|x'|. La valeur au bord b(f) est canoniquement identifiée & une micro-
fonction sur W X Sn—1, a support dans  x GO. La microfonction Pb(f) est
alors une microfonction sur U, & support dans ¢ x GO, et on peut en la prolon-

geant par (0 en dehors de U la considérer comme une microfonction sur Xsn-1
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I1 existe alors g ¢ O(w+iG) telle que 1'on ait Pb(f) = b(g).

Rappelons comment dans [B,S.], en nous inspirent de [12], nous donnions
une construction de g, Soit § l'hyperplan de G:n d'équation Z‘I =1ig .
n sait alors définir 1'opérateur PZ‘, (voir no 2.1, plus loin). Pour g assez
petit, PZ £ ¢0(w+ iG), et on peut prendre g = sz, la microfonction b{g) ne
dépendant pas du choix de g. Les majorations du no 2,3, montrent que si f est

4 croissance lente [resp. bornée ainsi que toutes ses dérivées], il en est de

méme de f.
PZ

1¢2.7. Transformations de contact quantifiées (opérateurs intégraux de Fourier)

Soient U et V deux ouverts de IRn X Sn—1’ et T wun difféomorphisme ana-
lytique de U sur V qui conserve la structure de contact (ou, ce qui revient
au méme, une transformation canonique homogéne de degré {, entre les ouverts
coniques U et V de R- xR\ {0} associés).

Il existe alors, de manidre non unique, un isomorphisme % de ¢ IU sur
?IV, de & IU sur 8|V , compatible avec les structures de faisceau d'anneau
pour Fig , et de faisceau de P —module pour & , qui respecte les sous-faisceaux
aD' et 8°°, et compatible avec l'action de T sur le symbole principal

(voir & 11.).

1.3, Forme réduite de P et nouvelles notations,

D'aprés les hypothéses (1.1.1) et (1.1.3) faites sur 1'opérateur P, il
est possible de trouver une transformation canonique T, telle que en nommant

( . )
(x1 cee Xy t1... tv_n) les nouvelles coordonnées, l'image de (xo,go) soit le

point x=0,t=0,8=0,1=1 (1,0...0), et 1'image de la variété carac-

[¢]

téristique V soit définie par g = 0.
Soit T wune "transformation de contact quantifide" associde & T, et
transformant les microfonctions appartenant & ' ou l§°° en microfonctions

de méme nature (1,2.7). En appelant encore P le produit de ‘E(P) par un opéra-
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teur elliptique d'ordre =-j+m, on est ramené & démontrer le théoréme 1.1.1.

dans le cas suivant :

b

n n 1-
R =R xE ; x ¢ R, t ¢RY, (g,7) ¢ 570"

P(x,t,DX,Dt) est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre m, défini

dans un voisinage U du point x=0,t=0,¢=0, 1= 'c; =(1,0...0)., on a
P(x,tnyyDt) = Aa(X’t’stDt)DE
[l

es A sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre O dans U, de sym—
[

e

bole principal a , vérifiant
a -

Y& EIRn\ {O}, aa(xyt’o,‘ﬂ)«’,a rl' 0, pour (x,t,0,1) € U.

o|=m

Le théoreéme 1,1.1. résultera alors du théoreéme suivant, plus précis sur deux
points, D'une part la propagation des singularités apparaft comme conséquence
d'un théoréeme de régularité (les solutions de Pu = O sont partiellement holo—
morphes en x), D'autre part, dans le théoréme d'existence, on a un contrdle

du support de la solution,

THEOREME 1,%.1.-

1
a) Existence microlocale. Soit v appartenant & o (U) [zesp. CM(U)].
Il existe alors u apgartenant & o' (v) [zesp. &7(U)] solution de
ssa(pu - v) $ (0,0,0,7 ).

b) Existence précisée. Soit @ un voisinage de 0 dans R T, et K

un compact de Sn+p—1

avec Q x K < U. Pour tout voisinage K' de K, et pour

tout v appartenant & D' (g x $n+p—1)’ avec SSA(v) ¢ Q x K, il existe Q'

n+P—1)

voisinage de 0, et u ¢ D (a'x ¥ avec  Ssalu) c @' x K', solution de

Pu=v.
[ ]
c) Régularité. Soit u appartenant 3 &' (U), solution de Pu = 0. Il existe

2N4p—1

alors un voisinage U de (0,0,0,1;0) dans T XIRP x B , et il existe

G €' (U), solution de O/éz_ u=0 (j=1,..., n) telle gue la trace de @

sur BP soit égale & u.
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1
d) Propagation, Soit u appartensnt A oD (U), telle gue 1l'on ait

SSD(Pu) = f et (0,0,0,q;o) ¢ ssp(u). Soit F la composante connexe de

(0,0,0,7 ) dans {(x,t,g,7) € U[t =0, £=0, v =7} Alors ona Fc ssD(u).
L'utilisation du théoréme 2.2,2 de [S.K.K. ch. II] (théortme de préparation

de Weierstrass) permet de se ramener & une forme de P polynomiale par rapport

a Dy .

*n

PROPOSITION 1.%.2. Il existe des opérateurs E et P définis au voisi-

(0,0,0,'\;o) tels gue l'on ait P = E%, et que E soit elliptique, et

r: =]
=

® }%
o2 Ic%

soit de la forme

~ m - o
P(x,t,D ,D,) = D+ A (x,%,D ,D D7
n O_<_ a_(_m
%<
ou les A sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, ne dépendent
[
s de D, .
pas de X,
§ 2. ESTIMATIONS A CROISSANCE P ES SQLUTT D L} DE C

rd

EF. D .

Il nous faut compléter, et compliquer, les résultats de [B.S.] (§ 2 et 3),
pour faire intervenir la croissance des solutions (d'ou la fonction )\(21)). De
plus, les commutateurs font apparaftre des opérateurs de simple couche le long

de ¥ qu'il nous faut également estimer,

2.1. Rappels et compléments sur les opérateurs pseudo-différentiels dans le

domaine complexe.

\Y

Nous nous plagons dans l'espace complexe [' de point courant z=(z ,z')

1
et reprenons les notations de [B.S.] § 2. Soit P(Z,DZ) un opérateur pseudo-

différentiel, dont le symbole P(z,g) est défini pour 2z voisin de 0, et pour

¢ vérifiant |¢;j| ikolc1

°
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Rappelons gu'un ouvert convexe @ est dit k - § -plat, ou k est un réel
> 0, et ¥ un hyperplan d'équation z1 =g, 81l ona:z:
(zees Zex; [2,-7,] 3k|53‘53| J= 2,000, v) implique (% ¢ @n3z).

Si @ est un ouvert k- g-plat suffisamment voisin de 0, avec kiko’
on sait alors [B.S,, prop. 2,3.3%.] défini 1'opérateur P2 de 0O() dans
lui-méme, et on a

P_f(z) = K(z,z-%) £(Z) az
SOR

ou K est le noyau de 1l'opérateur P(z,DZ), et o y est un y-cycle s'appu-
yant sur ¢ convenable,

Si P est d'ordre < 0, le noyau K(z,w) est du type suivant :

m(z)

K(Z,W) = ‘71.—“—‘”\) + N(Z,W) log w1,
avec [B.S., n° 2.2.]
: o«'la (z) w1 «! _] |
(2.1.1)  wz,w) = —— o G oW
17" a'20,a,<0 1
lal0

w
la série convergeant normalement pour ,Wll S.ko et lw1l assez petit.,
J

Pour énoncer la proposition suivante,nous posons, comme dans [B.S.] no 2,4,
pour z appartenant & @, et pour I c {2,..., v}

dI(z) = inf{izﬁ |zi—zi| |Z € @ et &y =z, pour i £ 1}.

Pour toute fonction ) positive, définie sur @ et ne dépendant que de

z1, nous poserons

}:(21) =‘°€F](l>l»)1] Atz + (1-t)o].

PROPOSITION 2,1,1. Supposons P d'ordre < 0, soit (I,J) une partition

de {2,..., v}, et soit @ un ouvert k1-z— plat assez voisin de 0, avec

k1 < ko' Il existe alors une constante C telle que, si f c®(g) vérifie une
majoration :
|£(2)] < alz)a (2)7'a (=), on it

|Py£(2)] < ¢ Az )a(=)"a (2)7",
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La constante C ne dépend que de k1, d'une borne du diametre de @, et
des majorations vérifiées par le symbole de P. BEn particulier, si P dépend
continument d'un paramdtre, on peut choisir € (localement) indépendante de ce
parametre,

Le résultat étant évident pour la multiplication par m(z), on peut se
ramener au cas ou le noyau K de P est de la forme K(z,w) = N(z,w)log w1,

on a alors ([B.S.] n° 2.4)

sz(z) = 2inf N(z,z-z) £(z) dZ ou y est la y-chaine :
y: [0,1]Y>< L [r=R/,]
Y1(t) =2, + t1(c - 21) .
t 2igt.
Yj(t)=zj+[aj+T{1 lc-z1l]e J .

ou les a'j > 0 sont convenablement choisis, et k1 <k« ko . On a alors

. ~ ~ =1 ~\=1 ~ ~
|2,2(s)] < 2in fo(zg a (5 ()7 [M(z,2-)]| [aE].
Il est facile de voir que )\(21) < {(21), tandis que la proposition 2,4.2, de

[B.S.] prouve que 1l'on a
- 5 71 g (2 az -1 -1
2ig leN(z,z—z)l dI(z) dJ(z) |az] < ¢ dI(z) dJ(Z)

d'ol le résultat (avec la dépendance précise de ().

2.2. Opérateurs de simple couche.

m’zmgm_z,_m. Si @ est un ouvert ko— ¥ -plat voisin de 0, nous
appellerons opérateur de simple couche, un opérateur du type
Tzf(z) =f L(z,z-2') £(z')ds"
|

ou y' est la frontiere distinguée d'u.n.(v- 1)—polydisque de l'hyperplan %,

centré au point (g,z'), de rayon au moins égal & kl IU"Z1|’ et ol le noyau
o

L est du type suivant :

Ctl

(2.2.1) Wzw) = ——  F 5 (2) () WP

!
Woeoo W @'50, 550 Pa w 1

£

z . w . .
la série convergeant normalement pour I#l <k, |w1| <r et z yoisinde
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PROPOSITION 2,2.2. Soit T un opérateur de simple couche, et soit @ un

ouvert ko- v -plat assez voisin de 0. Il existe alors une constante C telle

gue, pour f ¢ @(q) vérifiant |£(z)] gx(z1) dI(Z)'1dJ(Z)_1, gn_ﬁTZfe@(Q)

et |7£(2)| < o alz,) a ()" a4 (2)7".

La constante C $tant indépendante de @ (assez petit) et ne dépendant

On voit facilement en effet que, si z' vérifie E; =g et
d_(z
(=)

2

j . (n a donc

~ 1 -
z'.-zj =E—lc-z1|,ona dI(Z)i
v—=1 -1 o P
75| < d2n)” aloda () z ey () ke o s |
d'ou le résultat,
PROPOSITION 2,2,3. Si T est un opérateur de simple couche, et si

J=2y..0s v, on &, pour f ¢ 0(Q)

o) of
dz. Tzf = Tz 5z. ¥ szf
J J
ou S est un opérateur de simple couche.
On a en.effet 2 T_f =f L (z,2-2)£(%)az +f L (z,2-2) £(Z) dz
sz T v Ozj v bwj

et, par intégration par parties,

f%}; (z,2-2)f(2)dz =f1,(z,z_§) ;_;:J (2)as

d'ou le résultat, le noyau de S étant :TL .
J
PROPOSITION 2,2,4. Si T est un opérateur de simple couche, on a

0
E:TZ Sf+: SJZOZ’

ou s0 et les Sj sont des opérateurs de simple couche.

Fn dérivant (2.2.1) par rapport & w1, il apparaft des termes en

-&
( 1) WI:—1 et des termes en \-N1— (\Fl) pr, et on peut donc écrire
-°—L<z)-1,<i> T L (ew
Ow1 W= BB +j=2 Wj J W

N

ou L0 et les Lj sont des noyaux d'opérateurs de simple couche,
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Mais la série de Laurent en Wj de VTL Lj(z,w), ne posséde pas de termes

" J
en — , On a donc
w

J 1 N
vTj Lj(z,w) = 8“73 Mj(z,w)

ou les M.j sont des noyaux d'opérateurs de simple couche.
o a 5 oL
6—2-1- T _f =f ' 5o (z,z—z)f(z)dz +f 'Lo(z,z-z)f(z)dz

z 1 ¥
oM,
J ~ ~ ~
+ z“_:f ' Fr (z,z—z)f(z)dz
j=2%y J

ce qui démontre la proposition, & l'aide d'une intégration par parties.
Remarque 2.2.5. Si P est un opérateur pseudo-différentiel d'ordre O,

de noyau K(z,w) = ;vi(z_);w— + N(z,w)log w, 1l'expression (2.1.1) de N montre
e
que 1l'on peut écrire

V
1
N(Z:W) = LO(ZyW) + J§—2 W_J LJ.(Z’W)

ol Lo et les L,j sont des noyaux d'opérateurs de simple couche. Par l'argu-

ment ci-dessus, on peut également écrire

oW,
dJ

ou Lo et les Mj sont des noyaux d'opérateurs de simple couche,

Wz,w) = Lo(z,w) + 22', 2 Mj(z,w)

2.3. Bstimation des commutateurs.
Si P et Q sont des opérateurs pseudo-différentiels, on sait définir
leur composé PQ et on a, lorsque Q est d'ordre ¢ O ([B.S.] ne 2.1.)
(PQ)y =P o Q.
Cette formule n'est pas valable lorsque Q est d'ordre quelcongue, il ap-

paraft en outre des opérateurs du type de ceux que nous venons d'étudier,

PROPOSITION 2,%,1. Soit P un opérateur pseudo-différentiel d'ordre O,

et soit g' = (o, 52,..,, Bn)' Il existe alors des opérateurs Qa" pseudo-dif-

férentiels d'ordre 0, avec o' = (O, Gpreees an) tels gque l'on ait
5 \B' > \B' > ya!
(5—5) sz = Pz(’g_z—) 4+ Q 'y (a—z') .

EHREN

57



J.M. BONY

Pour Jj = 2,..., v, O a

3 0K “ve(tyvas . [ 9K V(S Van
— P T _f OT(z,z—z)f(z)dz +J ﬁ—(z,z z)f(z)dz

0% . . .
J z Iyl J oy J
mais, f %(z,z—;)f(;)d; =f K(z,2-2) -—-( z)dz par intégration par
o d YL %
parties, et ;TK est le noyau de l'opérateur pseudo-différentiel d'ordre 0
J
s
(57 ¥1-
J d of

On obtient donc g-Z—J sz = Z az + [OZJ ]Z £.

La proposition en résulte par une récurrence évidente,

PROPOSITION 2,%,2. Soit P d'ordre O, on a alors
of
a—z1sz—onz1+[bz , P]f+T f+};TJzaZJ

ou TO et les Tj sont des opérateurs de simple couche.

On a en effet, le y~-cycle y s'appuyant sur 3 le long du (v-1)-cycle y,

2 . f K (4 amn)e(5)am + f K (5 amm)e(5)an.
bz b3 oz ow
IyZ 1 IyZ 1

Mais, dans l'intégration par parties, il apparaft la différence des déterminations
de N(z,w)log v, le long de ' :

f GOTK (z,2-2)f(2)dz = 2inf N(z,z—i)f(;)d;yf K(z,z—g);—zf-(;)d;.

yE o1 y! YL 1

OGTK est le noyau de l'opérateur [OGT,P]. D'autre part, d'aprés la remarque
1 \Y 1
= 2 N
2.2.5, on a N(z,w) = Lo(z,w) + gbwj Mj(z,w) ou Lo et les Mj sont les

noyaux d'opérateurs de simple couche TO et T,j’ Cela établit la proposition.

CORQOLIAIRE 2,3,3. Soit P d'ordre 0, et o = (a oo un) = (a1,oc')- On a
B B
(52)% .8 = 2. (£)% + ):czﬁmz>fﬂu}'_,“TﬁwE 52) £

es Q et R sont des operateu.rs pseudo—dlfferentlels d'ordre 0, les T

- B

s

Q

des opérateurs de simple couche, et ol les multi-indices p yérifient
soit g o=« &t |g] < [qf
soit g, <o & [g]

Cela résulte par recurrence des propositions 2,2.4, 2.3.1. et 2.3.2..
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2.4, Probléme de Cauchy.

Nous changeons maintenant de notations, M = (Z,W) sera le point courant
v n P 4 : '
de T ' =1L x &, (C,e) étant les variables duales, et nous poserons 2z = (z ,zn)

et w= (w1,w'). Nous noterons § et H des hyperplans d'éguations respectives

L'opérateur pseudo-différentiel P d'ordre m » 0, défini au voisinage
du point de coordonnées z=w=¢=0; 6= (1, Oyessy 0) sera de la forme

suivante :

m
P(z,w,Dz,DW) =D, + Aa(z:W»Dz.»DW)D:
n |af<m

a,<m

ou les A sont des opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, ne dépendant
o4
pas de Zn .
On voit facilement que 1l'on peut également mettre P sous la forme sui-

vante qui nous sera utile :

m an _qof
P(z,w,Dz,Dw) =D, - D, D7, Ba(z,w,nz,,nw)
n ]a <m n
o<
ou les B sont également d'ordre O et indépendants de Dz .
o

n
Rappelons les définitions suivantes ([B.S.] § 3).

DEFINITION 2.4.1. Soit @ un ouvert convexe de P

a) On dit que @ est zn—k—):—plat 81 les franches z, = combante de @

sont k-y-plates, c'est-a-dire si :

Me@,Mez, 2z

n = %
|w1-;v1|ik|wi—wi| i=2,04e, D = F’Ie INQ .
Iw1—\771|2_k|zj-§j| J = 1yee0,n~1

b) On dit que @ est w-s-H-plat si les tranches w = constante de @

sont §-H-plates, c'est-a-dire si :

MEQ,M€H, W=‘;

=

N = € Hng .
|z —Enliélzj—z' j=1,...,n—1}

n J
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DE/FIHIT [ON 2,4,2. Pour M= (z,w) € @, nous poserons
dz,(M) = inf{‘ sup |z3 - ZSI l (Z"zn ;W) € CQ}
Je{t,e..m-1}
a_,(m) = inf{ inf | w - ‘ (25 w,w) ¢ Cal.

i={2,...,P}
Nous poserons en outre, pour f appartenant 3 6(g) [ou & o (g nH)]
fell = eue —Lf(M” —
4, (7", (07 R(w,)
lorsque A est une fonction positive, définie sur Q, ne dépendant que de W

et ol on a posé i(w1) = sup x(’cw1 + (1-t)o).
£€[0,1]

Nous pouvons alors énoncer le résultat essentiel de ce paragraphe.

gﬂm_g_,_d“j. Il existe un voisinage QO de 0, des constantes k > 0 et

& > 0 telles que, gquels gque soient h et ¢ définissant H et £, quel gue

soit 1l'ouvert convexe @ contenu dans Qo R zn—k—z—plat et w-§~H-plat, et

quelle yue soit la fonction positive )\(W‘I), on ait

a) Pour toute fonction g ¢ ¢(Q), pour tout m-uple (h;) de

i=0,...,m~1 —

fonctions holomorphes sur QNH, il existe une et une seule fonction f ¢ o(Q)

telle que Pf = g
H= h. 9 l—O, eeey M—1.

b) siona [ < et IIhiI])\<oo,ﬂ§_.alors [l <o .

c) Siona “Di D\Tv g”}\ (o et ”DS: D;Y] hi“)\ < « pour tous les ordres

BDY £|| ¢ gquels que soient et v .
2 Du B Y

Nous pouvons choisir des maintenant k et QO de telle maniére que les

B 5 operent dans 0(Q). En effet, les B qui ne dépendent pas de Dz s, peuvent
a a
n

v-i , dépendant du paramdtre

8tre considérés comme des opérateurs B 2 dans (
ay
n
z . Ils operent sur les fonctions holomorphes dans QZ = {(z',w)l(z',zn; W)€ Q}
n
si ces ouverts sont assez plats et assez petits, et cela uniformément en z ,

d'ou le choix de k et Qo o
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D'aprés la proposition 2.1.1., on a

Z.f(z',w)lk S_C”f(z',w)lk , pour f ¢ G(Qz )
n
et la constante C peut &tre choisie indépendamment de Z . On a donc

1,2,
n
“BaZ f“)\ < C“f”)\ pour f ¢ ©6(Q).
Ce type de majorations est valable, non seulement pour les opérateurs B ,
mais aussi pour les opérateurs pseudo-différentiels d'ordre 0, et les opérateurs
de simple couche (prop° 2.2,2.) intervenant dans les commutateurs des BaZ avec
les dérivations (voir corollaire 2.3.3.).
Enfin les valeurs de k et des constantes précédentes peuvent 8tre choisies

uniformes en h et g pour les opérateurs P(z',zn—h,W'—g, w’,DZ,DW) lorsque

1
h et g sont assez petits, En restreignant au besoin Qo’ cela nous autorise
4 supposer dans la suite que 3y et H sont les hyperplans d'équations respec-—
tives w, = 0 et z_= 0.

1 n

Nous allons déterminer la solution f par approximations successives en

construisant par récurrence une suite de fonctions f dans Q par :
v

f =0
o
04
m B o n
DZn'fv+1 =g+ 31 D, Dzn B f o] <my o <m
(2.4.1.)
dJ .
=h J= 0,000, m=1
Zn v+1 H J
v=1
En posant v = f - f ona f = v et :
P v+ 1 v’ v z;;: v
D, v, =8
n
Dg v =nh J=0ye0., m=1
n °ly J
¢ v =73 pe' DO‘n B_v o] < m
z_ vkl 2 z' Tz a3y A
n n
Dg v 1 =0 J= 04000, m=1 .
n vt H

Nous aurons & utiliser les deux lemmes suivants, ol il est important que

les constantes soient indépendantes de § et de ) .
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LEMME 2.4.4, Soit we 0(Q), et soit v la solution de
m a' %n
Dznv=Dz,Dzw avec Ialim-ﬂdn<m
Dgn Vig = o} J= 0yese, m1,

Il existe alors une constante C, ne dépendant que de m, et des choix de k

et Q, telle que 1'on ait
Il < o slvl, -

La fonction v est également la solution du probléme de Cauchy

m—ocn ay .

DZn vV = DZl w avec Ia | {m- a, et 1« myan
J = s = - -

Dzn VIH =0 J=0yees, m o, 1.

0n a [w(M)I < |M|&Mikw;) dW,(M)—1 dz,(M)—1. On en déduit, par application
répétée de la formule intégrale de Cauchy
1 A _1 - 1 _1
o W] ¢ fwll Rw) 07" el (arpanyy a7l
Comme on a Ia'| < m - a s on en déduit, en supposant pour simplifier que le
diametre de Qo est inférieur a 1
o B -1 o'y , et
o, w)| < ||W|])\ A (070 el (et |+ )8 e, (1)
Soit maintenant Mt = (z',tzn ; w). L'ouvert @ étant zn—é—H;plat, on a
(1=t)zn
dz'(Mt) > dz,(M) + =
1 ' A - ' -
If D, w(M)zndt| < ”w”)\ )‘(W1)dw'(M) fela I<|a'|+1)3 méan a, () mhan
0

En itérant Do fois ce calcul, on obtient :

1 ' 1 m=-q
W<l ol et T

En supposant, ce qui est loisible, § ¢ 1 par exemple, et compte tenu de 1l'inéga~

, et par intégration :

1ité @, < m, ona donec

Il < o oltll, -

LEMIE 2,4,5. Soit w ¢ @§(Q), et soit v la solution de
1]
D’;Iv:zng,]):’ln w.
n n 2
Dd v, =0 J=0yece, m=1 .
z, IH ’ ’
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Il existe alors une constante K, ne dépendant que de P et des choix de k

et Qo’ telle que
vl <% sl -

D'apres la proposition 2.1.1., il existe des constantes ¢ , indépendantes
a

de w telles que ||B W“)\ < C ”W")\ . D'autre part, ona v=3xv o v est
aXl - a a a
. m a' % <
la solution de DZ v = Dz' DZ (B ZW) avec données de Cauchy nulles, On a donc
a a
n

n
”V”}\ < oz Ca) HWHK d'aprés le lemme 2,4.4,

2.5, Récurrences.,

Les choix de k et Qo sont déja effectués, la constante K (indépen-
dante de § et )\) est celle intervenant dans le lemme 2,4.5., Soit alors @
un ouvert zn-k—z—plat et w-§-H-plat. Les fonctions fv’ vv sont construites
4 partir de g et des (hi) selon le procédé du n©° 2,4. Nous pouvons alors

énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION 2,5,.1.

a) Supposons “g|L\ o et ”hJ | <o, il existe alors une constante
A
Ko indépendante de v telle que 1l'on ait
v 3
(2.5.1) ”Vv”,\ <k (®e8) ;

b) Supposons que l'on ait ”DS D;ng” (e &t “DS: ijv hj” < o
A A

quels que soient g et v . Il existe alors des constantes K(3 indépendantes
Y
de y telles gue l'on ait

(2.5.2)  |pf oY vv“)\ <K (ks) Jelely ey
i

B

z
On a v, = G+ z hj(z',w) 3_1_,1 ot ¢ estla m° primitive de g ,

m-plate sur H, On en déduit facilement que ”vo” { © . Posons Ko = “v()“ , et
A A
supposons que 1l'on ait ”vv” <K, (k5)Y . L'application du lemme 2.4.5. &
L=

Dm v =3D¥B _v ;D'] v =0, Jj=0,..., m-1, montre que 1l'on a
Z, vl Z X v Z, V'H

”vv+1“ < KO(Kﬁ.)V'H, ce qui établit la premidre partie de la proposition.
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Nous nous plagons désormais sous les hypothéses b),

29

B pY
LEMVE 2,5.2. G a [} DWVVIIX<°°-
Sur l'expression explicite de v, = G+ I hj(z',w) 3$ , on voit facilement

que ng D% volk ¢ © o Démontrons le lemme par récurrence sur vy .

La fonction v est la me—primitive de ¢ =3 B _ v , m—plate
v+ 1 Z a v

sur H, et il suffit de méme de montrer que l'on a :

P DY g < = .

B oY . B pY
o D8 DY g=xDIP DY v

Dv T R DV
LAy DV + 2T, Ry DV

d'apres le corollaire 2,3,3, ou les Q et R sont des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels d'ordre 0, les T des opérateurs de simple couche, et les D des sym—
boles de dérivation en z et w, D'aprés les propositions 2,1,1. et 2,2.2., et

1'hypothése de récurrence, on a donc |p§ D% ¢l < = ce qui achéve la démonstra-

tion du lemme,

LEMHE 2,5,3. Pour v > 0, on a D] Yy =0 B J= 0., mav2.
n Vg
La propriété est vraie pour y = 1. Démontrons la par récurrence sur vy.

On a Dz 1 gzt v
n v n v

eV =z D?an D:: BaZ V\; =z Qka'z Dl;n >
d'aprés la proposition 2,%.1., ou les Qka' (z,w,D;,DW) sont des opérateurs
pseudo-différentiels d'ordre 0, et ou k.£ P+o <P+m- 1.

Siop < v, la restriction du membre de droite & H est nulle d'apreés
1l'hypothése de récurrence, et cela établit le lemme au rang vy + 1.

Démonstration de la proposition 2,5,1, b.

L'estimation (2.5.2) est déja établie pour |8] = |y| = 0, et nous allons
la démontrer par récurrence sur |g| + |y'| + 2y, . Nous allons donc nous fixer
un indice (B,y) et supposer que (2.5.2.) est valide, avec des constantes KB—

Y

convenables pour tous les indices (E,?) tels que IB|+|7'|+271 < |g|+|Y" + 2Y1 .
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D'apres le lemme 2.5,2., on peut toujours trouver un nombre KB tel que
Y
1'on ait (2.5.2.) pour 0<vg ﬁn+ 1. Nous allons montrer, par récurrence &
partir du rang Bn+ 1 que, si Kl3 a été choisi assez grand, la majoration est
Y
valable quel que soit y . On a
J B Y _ .

(2.5.3.) Dzn DDy v ., =0 3= 0yuee, -1

dlapres le lemme 2.5.3,

' o By - o« (B pY
D'autre part DZn Dz DW V\)+1 = 2 DZ (Dz Dw BaZ vv) et

BYg = B pPpY PpY T DP o7
Dzwaz az‘,Dzw"';OE?z zw+_Z;E72R‘5'72‘,zw
Bay Boy
d'apres le corollaire 2,3,3,, ou les Q et R sont des opérateurs pseudo-diffé-
rentiels d'ordre 0, les T des opérateurs de simple couche, et ou on a :
soit 71 =y, et |B| + |¥'] < |8] + |v'|
soit y <y, et [Bl+ (7] < [|g[+ Iv] -
Dans les deux cas, on a IBI + H'I + 2}'1 < “3] + Iy’l + 2Y1 .
o o(pf pY = o B oY
On a donc 1)zn(1>Z oY vv+1) = 1D, 130‘z (Dz Y vv) + h avec
1 -
][h“)\ < ¢ (ks)v V|B|+’Y [+2y4-1 en utilisant 1'hypothése de récurrence, et les
propositions 2.1.1. et 2.2.2.

Compte tenu de (2.5.3,) nous pouvons déduire des lemmes 2,4.4, et 2,4.5.

B nY vl |Bl+|y|+ey v [Bl+[Y'|+2y—1
AN R MMM PN LR

ou C' dépend de P, des constantes KE- antérieures, mais ni de vy, ni de KB
Y Y

!
Si on a en outre XK > C-f, on en déduit

By —
mﬁwvakgg¢mw“(woW““W”ﬂ

Zz w

ce qui achéve de démontrer la proposition 2,5.1.

Fin de la démonstration du théoréme 2,4,3.

La constante k et Q, étant déja fixés, nous fixons maintenant § < 1/K .
Cette constante ne dépend que de l'opérateur P et est en particulier indépen-

dante de )\ .

Soient g ¢ @(Q) et hj c¥(@nE) avec “g"}\ + ¥ "hJ")\ { o o
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D'apres la proposition 2.5.1., la série g vV est convergente, et sa somme
f = lim fv vérifie ]ﬁ|& <K 7(X8)Y ¢ o . D'autre part, on a sz =g et
Dg fIH = hj (3 = Oyoes, m~1), par passage i la limite dans (2.4.1.).
: Pour montrer 1'unicité, supposons qu'il existe une fonction f ¢ ¢(Q),

avec “f”)\ { o} sz =03 Dgnle =0 . On a alors Dl;ln f=3D% Dazf , et il
résulte du lemme 2.4.5, que ”f|k ﬁ_(K&)”f{& et donc f =0,

Pour démontrer la partie a) du théordme 2.4.3, ol il n'y a aucune condition
de croissance, on se raméne au cas précédent en considérant les ouverts Q
t > 1, homothétiéues de @ dans le rapport t., Les fonctions f, g, (hi) y ont
alors des normes d'indice ) bornées, et l'existence et l'unicité dans chaque
Qt implique 1'existence et 1'unicité dans @ . Cette partie a) a en fait déja
été démontrée dans [B.S.] sous des hypotheéses plus faibles sur P (pas de condi-
tion sur les termes d'ordre < m).

Enfin la partie c) du théordéme résulte simplement de (2.5.2.) on a

ip§ oY f")\ < Ky 2 O Glelrlv' e o

Remarque. On pourrait montrer que la constante § peut &tre choisie indépendam—
ment des termes d'ordre <m de P. Il faudrait par exemple remplacer (2,5,1.)

z )P

v
par I Il <k ) (xlg)VP 'n avec K'! ne dépendent que de la
v N o =0 P

partie principale (voir la démonstration du théorsme 3e1.2, de [B.S.] pour des
majorations analogues), Nous laissons au lecteur le soin d¥énoncer, et de démon—

trer, les majorations qui doivent se substituer & (2.5.2.).

§ 3. EXISTENCE ET PROLONGEMENT DANS LE DOMAINE COMPLEXE.,

3.1. Existence et prolongement "& croissance" pour des opérateurs "de type

Weierstrass",

Nous conservons provisoirement les notations des no 2,4. et 2,5, L'opéra-

m
teur P : P(z,w,DZ, DW) =D, +3 Aa(z,w,DZ ,DW)Dg

n
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est défini au voisinage du point de coordonnées z =0, w= 0, £ =0, 6 =(1,0,...,O)
et posséde les propriétés énoncées au no 2,4, |

Si G est un cdne ouvert convexe de ]Rn+P, nous noterons T¢ (le tube de
base G) l'ouvert ®P 4 ig. De méme, si [ est un clne ouvert convexe de ®"
(fréquemment identifié & son image dans IRn+p), nous poserons Tr =" + ir
(fréquemment identifié & {(z,w) ¢ mn+p|z €Tr et w=0}). On a ainsi
T(G+T) = TG + TT.
(3.1.1) Nous noterons é(TG) 1'espace des germes de fonctions holomorphes

dans TG au voisinage de 1'origine de T 'Y : 6(Ta) = lim 0(16nV).
730

(3.1.2) Nous noterons %’(TG) le sous—espace de 5(TG) constitué des
fonctions f(z,w) vérifiant une majoration : |f(z,w)| < C(Im w1)—N pour C et

N assez grands,

~ ~
(3.1.3) Nous noterons O&(TG) 1le sous—espace de O§(TG@) constitué des fonc-
tions f(z,w) telles gu'il existe un entier N, et des constantes K telles
o
que :
0% 0P £(z,w)| <X (mmw ).
z “w ’ - ap 1

Rappelons (1.2.6) que nous notons (abusivement) b(f), pour f£ ¢ @(Te), la
microforction associée & la valeur au bord de f, définie au voisinage de
(0,0) x P et support dans {(z,w,z,6)|(z,0) € Go} et que, les égalités
Pb(f) = b(g) sont des égalités en tant que microfonctions,

Nous noterons pour simplifier :

(3.1.4)  3k) = {(&,0) | [e]®+ [e'|? < %%

(3.1.5) @' cc ¢ si l'intérieur de G'° contient @°.
THEOREME 3,1.1. Il existe des constantes k et 6  telles que les

propriétés a) et b) ci-desesous soient vérifides pour tout cdne ouvert convexe

saillant G de ]Rn-;.p contenu dans le demi-espace t1 > 0 dont le polaire a°

est contenu dans B(ko), et pour tout cbne ouvert convexe T de ]Rn tel que

67



J.M. BONY

r’cie] g <o, 8.}

~
a) Pour toute fonction g appartenant & é:@'(TG + TT) [resp. 0’(2(TG + TI‘)],

o
il existe une fonction f appartenant & é\:‘t)'(TG' + TT) [zesp. og(re! + )]
pour tout céne G' cc G, telle que
Po(f) = blg).

’V' S
b) Soit f ¢ O' (TG + Tr) [resp. G¥(T¢ + Tr)] telle gue 1'on ait

Po(f) = blg) avec g ¢ @D (TC + o) [zesp. év&’(TG + Qn)]. Alors on a
fe 0’:6'(TG' + a}n) [zesp. 0«%(TG' + u:n)] pour tout cbne G' ccG.

Les constantes k et § " étant celles du théoreme 2.4.%., nous choisirons

o

=

ko < et 50 < . Il résulte alors de [B.S.] proposition 4.4.1. qu'il
Yorp

existe un systéme fondamental (g
c

h) 50 de voisinages de 0 dans [ TF &
st O

h>0
chacun desquels on associe les hyperplans gy et H d'équations w1 =1ig et

. n
zn = ih tels que les ouverts Qch’ Qohn(TG + TI‘) et Qohﬂ (TG + ¢ ) sont

zn-k-z-plats et w-§5-H-plats avec Q N En(Te + G.'n) < (16 + Tr) et

oh

Q. nzc (T + mr).

oh
Si g vérifie les hypothéses du a), en choisissant ¢ et h assez petits,

on a dans l'ouvert @ hﬂ (TG + Tr) :
o

le(z,w)| < ¢(In w1)—N

B
[resp. |DZ DVYV g(z,w)| < CBY].
Soit alors f 1la solution du probléme de Cauchy : sz =g ; Dg f q= 0
(j = 0y0u., m=1). On a d'aprés le théoréme 2.4.3.
. -N - -
|£(z,w)] < C'[inf W1,c)] dz,(z,w) ! dw,(z,w) !
-1 -1
[resp. [DE DVYV £(z,w)| < C'BY dz,(z,w) dw,(z,w) ]
en notant (Définition 2.4.2,) dz, et dw' les distances ("en z' " ou'en w' ")

au complémentaire de @ hn (T¢ + Tr).
G
Pour (z,w) ¢ (T6* + Tr), on voit facilement que l'on a

dz,(z,w) > c" Imw1 et dw,(z,w) > c" Im w1 R
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’\./l S
Oon adonc f ¢ 9@ (TG' + Tr) [resp, og(re' + Tl")]. D'autre part, on a
b(Pf) = b(g) (voir (1.2.6.)) ce qui démontre la premidre partie du théordme,
Plagons nous maintenant sous les hypothéses b). Soient 01 et h1 tels

que f et g soient définies respectivement dans n (¢ + Tr) et

Q"1h1
6.h n(TG + Qn). La fonction PZ f - g, dont la valeur au bord est nulle en tant
1 1

que microfonction, est holomorphe dans un voisinage V de l'origine, Soient ¢

Q

2

et h2 assez petits pour que 902h2 cV et Qo n 0 22 c Qc ) (TG + Tr). On
sait alors [B.S., Théoréme 2,5.1.] que P2 f-P_ f ¢c0(g

5 c.h ). On a donc fina-

lement feol(n N n(T¢ + 7)) lf(z,w)| < (In w )—N [resp. |DBDYf(z;N)|<C ]
o5t - 1 Zw — af

_N!
P_f 6(7(96 - (1¢ + T)); |P2 f(z,w)lic‘(lm w1) N [resp.
2

BpY '
DPDYf(zn)|<C! ]
% 22 zw —af

Mais f est la solution du probléme de Cauchy

J J
p f=p f ; D £, =D f .
z, z, z "|E Tz |H
Compte tenu de @, nEN(T6 + ) = @, AEN(TG + ), il s'agit d'w
22
probléme de Cauchy dans l'ouvert Qo h n (16 + (I:n). On en déduit que f est défi-

22

nie dans Q hnmél)etqu'elle y vérifie les estimations assurant que l'on a
%%

£ ¢ 68 (1¢'+ €°) [resp. CE(T¢'+ T7.

3.2. Existence et prolongement pour les opérateurs partiellement elliptigques.

Nous revenons aux notations et hypotheéses du théoréme 1,3,1.. L'opérateur

P est défini dans un voisinage U de x =0, t=0,¢=0, 7 = Ty et est de

la forme P(x,t,Dx,Dt) = ; Aa(x,t,DX,Dt)D}o:
a|<m
avec a (x,t,0,7)e®# 0 pour g #0 et (x,t,0,7) € U.
[04
|a =

Nous allons montrer dans les deux théordmes suivants que les propriétés
Ny ~
d'existence et de prolongement dans O (Tg 4+ TI) [resp. oe(re + TF)] sont

valables pour G assez plat et I quelconque [resp. T assez plat].

THEOREME 3,2.1. IL existe des constantes ko et 8, telles gue les
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propriétés a) et b) du théoréme 3.1.1. soient vérifides pour tout cdne ouvert

convexe G de IRn+p, contenu dans le demi-espace t1 > 0 dont le polaire a®

est contenu dans B(ko), et pour tout cbne ouwvert convexe T de ]Rn tel gque

le diametre d

=& diameire ge T

soit inférieur & & .

Pour chague base g = (e);,..., ei‘l) de R, nous pouvons en utilisant

A

inversible au voisinage de (0,0,0, 1;0) tandis que P}\ est "de type Weierstrass"

la proposition 1,3,2. écrire P = E P}\ ou l'operateur E}\ est défini et

dans la direction ei‘l . Le théoréme 3,1.1. s'applique donc & P, , pourvu que

¢° soit contenu dans B(k)\) et que T° soit contenu dans un voisinage d'ordre
. A
5)\ de en .
L'équation Pb(f) = b(g) équivaut alors & P}\f = E;1b(g) =b(h) ou h
posseéde les mémes propriétés que g (type de croissance et tube de définition),

ce qui établit a) et b) pour l'opérateur P lui-méme. Un argument de compacité

permet de se ramener & un nombre fini d'indices ), et donc de conclure,

<

THEQREME 3,2.2. Il existe une constante ko telle que, pour tout céne
P

n
ouvert convexe G de R *

, contenu dans le demi-espace t1 > 0 avec Goc_B(ko),

n .
et pour tout clne ouvert convexe 1 de R , on ait

~
a) pour toute fonction g appartenant & 0’%’(TG + TF), il existe f

cppartenant & &8 (16" + Tr) pour tout céne G' c = G telle gue Pb(f) = blg)

. N A
b) Soit f appartenant 3 &8 (TG + TT) telle gue l'on ait Pb(f) = bg)

~ * oA/
avec g ¢ 09 (T¢ + ["). Alors on & f ¢68(1¢' + ) pour tout cdne G' cc G.

a) Nouswallons d'abord montrer que l'on a g = % g, avec g ¢ o8 (16 + Tl"a)
avec TI'=N l"a , ou les I‘a sont assez plats pour que l'on puisse appliquer
le théoréme 3,2.1.

Soit § wune droite passant par 1l'origine de IRn, et ne coupant pas T ,

et soient &% et § ses deux demi-droites, Désignons par I [resp. I"] 1'en-
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veloppe convexe de TUs™ [resp. I‘uzs—]. Il existe un voisinage ouvert convexe
V de l'origine tel que 1l'on ait geﬁ'((TG + TI')NV) avec une majoration
lg] < o(Im W1)—N-

La fonction C(Im w1)_N est pluri- sous-harmonique dans 1l'ouvert convexe
Q = (TG + TT' + &) NV. Les ouverts convexes Qt = (TG + TI‘i)nV forment un recouvre-
ment de @, et on peut d'aprés [10] résoudre le probléme de Cousin & croissance
c'est-a-dire qu'il existe g+ et g—, avec g+ € 6 (16 + Tl‘i) telles que 1l'on
ait g = g+ + g— .

+

Si les cbénes I' ne sont pas assez plats, on recommence 1l'opération
avec gt , et il est clair qu'au bout d'un nombre fini d'étapes, on obtient
g=73 ga , avec gae %’(TG + Tl‘a) le diamétre des I‘Z étant aussi petit qu'on
le veut.

on résout alors, d'aprés le théordme 3,1.1. Pb(f ) = b(g ) avec
. o a

Nt
f ¢0® (Tg' + T ), d'ol le résultat en posant f = 5 f .
o o 04

b) Soit donc f ¢ 6@'(TG + Tr) vérifiant Pb(f) = g ¢ 69 (T¢ + C°). On
se raméne au cas ou g = 0 en remplagant f par f-h ou h est solution dans
N
D' (1¢' + t°) de Pbln) = blg).

Nous allons montrer, en utilisant la méme décomposition que dans la partie

o]
a) que 1'ona f =73 fa avec f ¢@D'(T¢' + T ) et Pu(f ) = 0, pour tout
a a a
G'ccaG.
+ + _

Soit donc comme ci-dessus I =T + & . On peut décomposer f en f = f++f

+ o~ + + +
avec £~ ¢69'(Tq' + TI" ). Soient g~ ¢ &0 (Tq' + TI") telles gque l'on ait

+ + + - i + .
Pb(f~) = blg™). On a alors b(g") + b(g") = Po(f) = 0. La fonction g¥ 4+ g,
qui n'était définie que dans TG' + TI' est donc holomorphe au voisinage de
.. . + ~a
1l'origine et on a donc en fait g ¢ @9 (TG' + T + 8),
. N . + N
On sait alors, d'aprés a), résoudre b(Ph) = b(g”) avec he 0B (TG'4+TI4s)

et f = (f+—h) + (f74+h) est la décomposition voulue. En itérant 1l'opération,
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on obtient f = g f avec f e(%'(TG' + T ) et Po(f ) = 0. En appliquant

a o o a

maintenant la partie prolongement du théoreme 3,2,1,, on obtient f ¢ é;’r)'(TG'.a.mn),
a

A/
et donc f ¢ 62'(T6' + ).

Remarque. Comme dans [B.S.], nous aurions pu démontrer le resultat précédent
en supposant seulement P "partiellement non caractéristique" dans les direc-
tions de l"o.
~/
Il est vraisemblable que le théoréme 3,2,2, est également vrai avec & &
s
au lieu de 0B' , mais ce type de démonstration nécessiterait des résultats sur

~

la cohomologie "& croissance du type O & ".

§ 4. DEMONSTRATION DU THEOREME FONDAMENTAL.

oA
(Les hypothéses sur P sont celles du no 1,3,, les notations TG, (%9',

~r

0%, B(k) sont définies au no 3.1.,)

4.1. Existence microlocale (démonstration du théoréme 1.3.1. a).

11 s'agit donc de aémontrer que dtant donné v ¢ o8 [resp. 8”] au voi-
sinage de l'origine dans ]Rn"'p, on peut trouwver wu appartenant & o8’ [resp, z’,§°°]
tel que SSA(Pu-v) 2 (0, 0; 0,7 ).

Sans restreindre la généralité, on peut supposer v & support compact. On a

v(x,t) = (Zn)_v f pet /jeip(x.gwt.-c-) §(pg',p1:')pn—1dp dg
5

N, ~ Y 0 S\ z . . S . z
ou v est a croissance lente [resp. a décroissance raplde], et ou l'intégrale
converge en un sens convenable, en particulier au sens suivant :

(4.1.1) v(x,t) = Z lim g (x4iy, t+is)
o4 (Y1S)"O
,sea

ou on a posé

(4.1.2) ga(z,w) = (2n)_vfo

’ iplu. '+W.1:"A n-
p( g )V( gly l): 1d d
G 0

lorsyue les clnes ouverts convexes G  ont des polaires verifiant
a

T2
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[} T4 p—1
(4.1.3) Yo = * et fo , Go=0 pour o#p -
¢,NG,g

Dans ce qui suit, nous appellerons G le céne polaire de B(k) (3.1.4),
et nous désignerons par (r ) une famille finie de cénes ouverts convexes de
a
]Rn dont les polaires I‘O recouvrent $n—1 , ont deux & deux une intersection de
a
mesure nulle, et ont un diamétre aussi petit qu'on le voudra.
o o 0
Nous poserons Goc =Q + r, - on a donc Ga ={(g,7) e @ g =0 ouger }.
o
Oon ad'aprés (4.1.1), en désignant par v1 le résultat de 1l'intégration sur

Sn+p—1 \ G0

’
V(X,t) = z :b(ga(zyw)) + V1(X,t)
a
o les g sont définies par (4.1.2), et ou v, vérifie SSA(V1) ? (0,0; O,-;;O).
o
D'autre part, il résulte facilement de 1'intégrale (4.1.2) que, la fonction
v était & croissance lente [resp. & décroissance rapide], on a
N
Ig (z,w)] < CIIm w ,
a - 1
B pY
[resp. |DZ D! ga(z,w)l < CBY] .
On a donc, avec les notations 3,1.2 et 3.1.3, & ¢ %'(TG + TT ),
a o
~/
[resp. 0& (16 + TT )]. Les cbnes I' ayant été choisis aussi plats qu'on le
o a
désirait, on peut appliquer le théoreme 3,2.1 et résoudre Po(f ) = v(g ) avec,
a a
"\/' -~
£ €0d (re' + 1r ) [resp. O&(T6' + TI‘a)].
Soit u=gx b(f ), ona ued [resp. £7 ], et Pu.—v:v1 ce gqui
o

démontre la partie a) du théoréme 1.3.1.

4.2. Existence avec contrfle du spectre singulier (démonstration de 1.3.1. b).
Nous allons d'abord énoncer une version "& croissance" du lemme de décom—
position de [B.S. no 6.2.]. Rappelons les notations servant & indexer les
"quadrants" et les "diddres" de IRn .
n . n L .
A = {+1, =1} ; B = {B € {+1,0,-1}" | Bs # 0 sauf pour un indice i}.

A tout i¢ {1,..., n} correspond 1'application 1i: A — B définie par
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iA(oc1,..., ayreces an) = (a1,..., Oyenny an).

A tout ¢ € An on associe le "quadrant" de E{lz
Q =1{x¢ r" | Vi, o.x. > 0}
a * T
et & tout g ¢ B , on associe le "diedre" de EP :

n
DB={xemn|Vi, B, £ 0= p; x, > 0} .

P

LEMME 4,2.1. Soit G un cdne ouvert convexe de ﬂf“', contenu dans 1

demi-espace t1 > 0. On a alors

a) Pour tout f ¢ G (T¢), il existe (f ) avec f ¢p5' (76 + TQ )
—_— D — o aeAh -/ a a

et f=31f .
a o

b) Pour toute famille (f ) vérifiant f ¢ éﬁ?(TG +TQ ) et
wath T T« o T

¢ f =0 dans TG, il existe une famille (hﬁ)BEB avec hB ¢ 00 (16 + TDB)
n

a n
et, pour tout ¢ , £ = E oy hf( ) .
o« 53 a

I1 suffit de recopier la démonstration du lemme 6,2.1. de [B,S.] avec la
seule modification suivante. La démonstration de [B.S.] utilise & plusieurs
reprises la résolubilité du probleme de Cousin sous sa forme la plus simple :

+ - P n + - .
R, , Q , étant des ouverts (pseudo)—convexes de [ avec Q=QugQ , si
+ + - = :
fed(Qng ), ona =1 4+ f avec f ¢@(Q”). Nous aurons ici & remarquer
de plus que ces ouverts sont contenus dans le demi-espace Im w1 > 0, et & démon-
trer que, si f est majorée par C|Im w1|-N, il en est de méme de £t et f .

La fonction (Im w1)—N étant pluri-sous-harmonique, cela résulte immédiatement

de [10].

Démonstration de 1,%3,1, b.

Supposons dans un premier temps que l'on ait SSA(v)cj(x,t,g,T)l(g,x)e B(k»,
avec k assez petit., Si G est le cdne polaire de B(k), ona v= b(g) avec
g eCEé'(TG') pour G' cc G. D'aprés le lemme 4,1.2, ona g =% g avec
a a

g ¢ 0D (16" + TQ ), et d'aprés le théoréme 3,2.2., on sait résoudre Pb(f ) = b(g )
o o o o
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avec fa € (915'(TG’ + TQa) pour tout céne G' c < G. En posant u =% b(fa)’
on a bien 8sA(u) < {(X,'C,e';,r)|(§,'c) € B(k)}-

Dans le cas général ou SSA(v) c {(x,t,g,«;)](g,x) ¢ K}, on recouvre le
compact K par un nombre fini de vboules Bi de telle maniére que 1l'on ait pour
chaque 1 :

- ou bien B, ne coupe pas {(g,7)]g = 0}

- ou bien Bi est centrée en un point (O,Ti), et son rayon ki est assez
petit pour que 1'on puisse y appliquer le résultat que nous venons de démontrer.

On peut décomposer (Voir 1,2.2) la distribution v en une somme de distri-
butions v, telles que SSA(Vi) c {(x,t,g,';)l(g,r) € Bi}. Dans le premier cas,
1'opérateur P est inversible et on pose u, = P_1vi. Dans le second cas, on sait
que l'on peut résoudre Pui =V, avec SSA(vi) dans Bi' Il reste & poser
u=73 ui . On a

Pu=v et gsau) c {(x,t,g,7t)|(g,7) cu B .
La réunion des Bi est un voisinage aussi petit que 1'on veut de K, et cela

termine la démonstration de 1,3.1.b.

4.%. Régularité (démonstration de 1.3.1.c).

Soit donc u définie au voisinage de 1l'origine avec SSA(Pu) ? (0,0,0,xo).
Soient ( un voisinage de 1l'origine dans IRn+P, et k assez petits pour que
w x Blk)n ssa(Pu) = f. Soit w une distribution telle que 1l'on ait
s5SA(w) < w x B(k/z) et ssalu - w) ;5 (0,0,0,1:0). En se restreignant & un ouvert
w' Dplus petit et en posant Pw = v, on a SSA(V) cw' x K, ou K est un compact
contenu dans B(k/z) et disjoint de (0,«;0). D'aprés le n° 4,2 on peut résoudre
1'équation Puo =V avec SSA(uo) aussi voisin que l'on veut, en particulier ne
contenant pas (0,0,0,r;o). On peut alors remplacer u par w - Uy =, . Oon a

u = u.1 en tant que microfonction au voisinage de (O,o,o,-\;o), mais de plus, u1

a un SSA contenu dans w, X B(k) et vérifie partout Pu1 = 0.
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Si @ est le clne polaire de B(k), il existe donc f1 € Caé'(TG) telle
que l'on ait b(f1) = u1, et donc Pb(f1) = 0. D'apres le lemme 4,2.,1., On a

f =3¢ f
o

M
avec f ¢o0d' (T¢ + 7qQ ).
1 o [od

a
. A
Soient d'autre part des g ¢ 02 (TG + TQ ) telles que Pb(f ) = b(g ).
a a a a
On adonc g g = go, avec go holomorphe au voisinage de 1l'origine. En rempla—
o @
gant 1l'une des fonctions g par g - g, on peut donc supposer § g = 0.
a a a
Une nouvelle application du lemme 4,2,1. nous montre l'existence de fonctions
Ny .
h ¢0d'(T¢ + ™D ) telles que l'on ait
B 8" L
= .h .
ga Z:: %y i\(ot)
i=1
D'aprés le théoréme %,2.2, on sait résoudre Pb(sB) = b(h5> avec
n
Al . .
s 68 (TG' + TD our tout @' —cc ¢. Si on pose maintenant ¥ = f -z . Sa
8 € ( B) p b « o o 1(ay
ona f ¢63'(16¢' + 7q),
a a
f =3gf ,et Po(f)=o0.
1 a « a
Une application de la partie prolongement du théoréme 3,2,2. montre que
les f , et donc f1 appartiemnent & G®'(7¢' + T°).
a
La fonction f1(x+iy, t4+is), qui vérifie une majoration en module par
c|s1[-N admet une limite ﬁ1(x+iy, t) au sens des distributions lorsque s
tend vers 0. La limite vérifie les équations de Cauchy Riemann 5%— ;1 = 0.
i
La trace u1(x,t) sur y = O est alors bien définie et on a bien

u (x,t) = lim f (x+iy, t4is) = u1(x,t).

! (v,s)»0
4.4, Propagation des singularités pour les distributions partiellement holomorphes.
(Démonstration de 1,3.1. d).
Pour les solutions u de 6/62. u(z,t) = 0, on sait [F.I.0.II] que
SSD(u) se propage le long des feuill:s C=20; (t,T) = constante, Nous étendons
ici ce résultat au cas ou 1l'on connait seulement le spectre singulier de la trace

u(x,t) sur RB® xR
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THEORENME 4,4,1. Soit wu(z,t) une distribution solution de d/oE u=0,
i

définie dans un ouvert  de e me dont les tranches t = constante sont
P

connexes et rencontrent R x R*. On suppose gue le point (xo,to H o,q;o) n'ap-

partient pas au spectre singulier différentiable de la trace u(x,t). Alors, si

(x,t ) cw oma

(x, 5 0,7,) £ ssp[ulz,t)].

Nous utiliserons d'abord un lemme élémentaire sur les fonctions analytiques

d'une variable complexe,

LEMME 4,4,2. Soit f£(z) holomorphe dans le disque unité et vérifiant

sup If(Z)I < A. Supposons de plus gque sup lf(x)l < b. Alors on a
|z]<1 - —1<x<1

sup |£(2)] < \BD .
|ZI.<_1/4
La transformation conforme z = Z(w) = 2/5[W + 1/w] applique la couronne
1< w< 2 sur l'intérieur de l'ellipse de demi-axes 1 et 3/5, amputé du segment
[- 4/5, 4/5]. En posant F(w) = £(2(w)), on a lim sup |F(w)| <A et
l:iLmlsup |F(w)| < b, et donc, d'aprés le théor‘emJaWcIl;s trois cercles |F(w)| i\/AT
wl-> 1 ’

pour 1 < |w| < \/2. on a donc |f(z)| < \/Ab 3 1'intérieur de 1'ellipse de

demi-axes 2/5 (Vz £y \/E) qui contient le disque de rayon 1/4 .

Démonstration du théoreme 4,4,1.

I1 suffit de démontrer le théoreme dans le cas n = 1, Ce que nous sSuppo-
serons désormais, On s'y raméne en effet en considérant les plongements successifs

n—1 P

B xB — xR xR — ... =0 xE xR — " xR
On a SSD(u) < {(z,t,c,1)|g = 0}. On peut donc definir les traces de u sur les
sous-varietés x = constante ou 2z = constante, et définir, pour X(t) € {‘fc: s
la transformée de Fourier partielle :

£(z,1) =f e u(z,t) y(t) dt.

La fonction f est de classe &’oo, holomorphe en 1z, et verifie une
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majoration
1£(2,2)] < a1 + [¢]DY powr |z | <r .

Pour x réel, f(x,».;) est le transformée de Fourier partielle de la trace
X(t) u(x,t). On a par hypothése (xo,to,o,ro) [ ssD(ulx,t)), et de plus (cf. A.6)
aucun point du type (xo’to’g’To) n'appartient & S3D(u(x,t)). On a donc, pour
lx-xolir et ¢ dans un voisinage conique I de Ty

v e0e, )] < eglt+ 527

pourvu yue r, I' et le support de y soient assez petits.

D'aprés le lemme 4.4.2, on a donc pour |z-z0[ < I'/4, TET
M-N

|£(z,2)| <\acy (1 + [<[2) 2.
I1 en resulte que (z,to,o,-;o) £ ssp(u(z,t)) pour |z—xof < r/4, et pur propa-

gation des singularites, pour (z,to) € w.

Démonstration de 1,3,1,d.

I1 suffit de démontrer le théoréme localement, c'est-a-dire de démontrer
gue, sous 1'hypothése 35SD(u)> (O,O,O,-;O) et ssp(pu) (0,0,0,1:0), il existe
wn voisinage @ de 0 dans RTY avec (x,0,0,«co) € ssp(u) pour x ¢ Q.

Il existe donc ¢ de classe €% telle que SSA(Pu—q,) F3 (0,0,0,1;0). D'apres
les resultats du no 4,1,, on sait resoudre SSA(Pcp-q,) $ (O,O,O,To), avec ¢ de
classe 6 . En rempkgant u par u-¢, ce qui ne modifie ni ssD(u) ni SSD(Pu),
on peut donc supposer SSA(Pu) ;é (0,0,0,1:0).

D'apres les résultats du no 4.3,, i1 existe donc un ouvert Er, voisinage

P 214 p—1

- o~
de (O,O,O,—;O) dans (]:n xR x 8 et u(z,t) ¢ & (U), solution de

‘5/0.2 u =0, telle que la trace de o sur R xR soit égale & u(x,t).
J ~ . . ~
On peut supposer U de la forme Q x w, ou Q est un voisinage convexe de 0

2n+p—1.‘ D'aprés le théo-

dans (]:n XIRP, et Z) un voisinage de (O’To) dans §
réme 4.4.1, si on avait (x,O,O,TO) ;{ SSD(u(X,t)), avec (x,o) € §nmn+p =Q ,

on aurait (Z,O,O,To) ¢ ssp(u(z,t)) pour (z,0) ¢ @ , et donc
(O,O,O,TO) ¢ ssp(u(x,t)) ce qui est contraire & l'hypothese, Cela achéve la

démonstration du theoréme 1.3,.1,
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PP cH

A.1. Plagons-nous pour simplifier dans ]Rn muni de son orientation et de sa
mesure de Lebesgue, Le faisceau .,8’ s'identifie alors & un sous-faisceau du
faisceau ® . Cette identification peut étre décrite de deux fagons :
a) Une distribution wu est somme localement finie de distributions uy
a support compact, Chaque u, définit une fonctionnelle analytique, et donc une
hyperfonction & support compact u . L'application qui & u associe u= g ﬁi
ne dépend pas de la décomposition u = % uy choisie, et définit un homomorphisme
injectif de faisceaux (voir [19], théoréme 1.2.2.).
b) Une distribution u peut toujours s'écrire sous la forme
u=g lim f (x+iy)
a y-0 @
yer,
ou les f sont holomorphes & croissance lente, et la limite est au sens des
a
distributions, L'hyperfonction associée & u sera
a a

ol la valeur au bord est prise au sens des hyperfonctions (voir [15] [16] [17]).

A,2, Diverses notions de spectre singulier analytique.

Rappelons que nous notons SSD(u) le spectre singulier différentiable
(wave front) d'une distribution wu,

a) Le spectre singulier analytique de Sato SSA(u). Il peut se définir
pour toute hyperfonction par
(A.2.1) (xo,go) £ ssA(u) s'il existe ¢ 3 x , des cbnes ouverts convexes
saillants Foc avec 1"236 F’o’ et des foc holomorphes dans  + ipa tels que
u=g b(fa) dans ¢ .

b) Le support essentiel de Bros-Iagolnitzer SE(u) (voir [11, [2])
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I1 est defini pour toute distribution wu en utilisant la transformation de

N

Fourier généralisée, ou les valeurs au bord de fonctions holomorphes & croissance
lente [2, § 3c] :

(a.2.2) Flea s x) =f exp[-iy.g - xly—xlg] f(y)dy.

(A.2.3) (xo,go) ¢ SE(u) si pour y € &z analytique au voisinage de x

il existe un voisinage conique I de Eo et des constantes g, y et CN

strictement positives telles que

e M pour § € V et O0<C A< ylg

TXu(g,x 3 x) <

g | N

(A.2.4) (xo,go) ¢ SE(u) s'il existe uyaxo, des cénes ouverts convexes sail-
lants r, avec FZ # go, et des fa holomorphes dans ¢ + iFa & croissance
lente telles que u= g b(fa) dans .

Nous utiliserons également une des propriétés de décomposition démontrées
par Bros-Iagolnitzer [2, th, 1].
(A.2.5) §i dans un voisinage  de x , on a SE(u) c wx I, ob I est une
partie fermée de Sn_1, et si des clnes ouverts convexes saillants Fa sont tels
yue les intérieurs de leurs polaires recouvrent I, il existe alors (' voisi-
nage de X et des fa holomorphes dans ' + iFa a croissance lente telles gue

l'on ait u= % b(fa) dans g'.

c) Le front d'onde analytique de Hormander wFA(u) (voir [11] ).
(A.2.6) (xo,go) ¢ wra(u) s'il existe un voisinage conique I de £, un
voisinage ( de X, une suite bornée w de distributions & support compact,
et une constante C telle que l'on ait
u =u dans g
1

]un(g)| S_Cn+ nt £ powr g ¢ I

A.3. Relations entre les notions de spectre singulier.

Nous démontrerons plus loin 1l'identite de SSA, SE et WFA. Nous pouvons
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énoncer dés maintenant les propriétés suivantes.

(A.3.1) Si u est définie sur , la projection sur ( de SSA(u), de
SE(u) et de WFA(u) sont toutes trois égales au support singulier analytique
de u (voir [s.k.X.], [2], [11]).

On a de plus les inclusions suivantes :

(a.3.2)  ssa(u)  se(w)
(a.3.3)  s(u) < wrA(w) < SE(u).

Compte tenu de (A,2.1) et (A.2.4) 1'assertion (A,3.2) est évidente, Pour
démontrer (A.3.3) il faut démontrer que si u est valeur au bord d'une fonction
holomorphe f & croissance lente dans  + iI' , on a wFA(u) < o x ro (3 1'aide
d'un nombre fini d'intégrations, on se raméne au cas ou f est continue Jjusqu'au
bord).

Soit alors go n'appartenant pas a r° , on peut trouver un petit voisi-
nage conique I de 50, et un point yo de I tels que 1l'on ait

g.yoi-c[gl pour f ¢ I.

Soit d'autre part (Xn)nCIN une suite de fonctions 8“ﬁ égales & 1 dans la
boule de centre x, et de rayon r, nulles hors de la coule de centre X et
de rayon gr, et vérifiant (voir [11])

IDaan i_CIaI+1 nIOLI pour Ia] <n.

Nous allons montrer que la suite wo=xu vérifie les majorations de

(a.2.6).

Construisons les prolongements "presque analytiques" des fonctions Xn :
o, d\& . \n
1, (xX#iy) = -1—,(0—) x (x)(iy)"
o- X ¢
o<[aln

il n'est pas difficile de voir que l'on a (en désignant par la méme lettre C

diverses "constantes" ne dépendant ni de n ni de y).

1

(4.3.4) X (x+iy)] < ¢ pour |y| < 1
n -_— -—

n+1

(h3.5) %z xeeiv)] < @ ?

lv|™ .
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En utilisant la formule de Stokes sur la (n41)-chafne définie par [x] < er,
y = tyo (0<%t < 1), on raméne 1'estimation de

j1e—ix'§xn(x) u(x)dx

a celles de r e—l(x+1M)'g Xn(x+iy0) f(X+iYO)dX
l<2r
et de ([ xityo).g °/ =y (xrity ) £(xsity ) axat.
|x|g2r E
xKt<1
La premiére 1ntegrdle est majoree d'apres (a. 3. 4) par
N+ 1
o€ Cn+1 ¢ ot B
— n n
c’ e

tandis que la seconde est majorée par

1
|r S L R T jﬁoe'cu ¥l
Jo © 0

P L

Cela démontre les majorations de (A,2.6) et donc 1'assertion (A.3.3).

A.4. Produit tensoriel,

si u(x') et v(x") sont des distributions sur X' et X", leur pro-
duit tensoriel wu(x') v(x") est défini au sens des distributions par dualité
ou par passage & la limite & partir des fonctions, On peut également définir,
au sens de Sato, 1'hyperfonction u(x') v(x"). Montrons que les deux notions
colncident,

Soient fa(z') et gﬁ(z") des fonctions holomorphes & croissance lente
telles que 1'on ait u(x') = 3 lim fa(x'+iy') et v(x") = g lim gﬁ(x"+iy").
Au sens des hyperfonctions, on a :

v = 5ol ) oblg,),
et la méme formule :gt valable au sens des distributions d'aprés la continuité
du produit tensoriel.

Les quutre propriétés suivantes sont établies dans [S.K.K.], [2], [11],

[F.I.O.I] (parfois pour le produit "ordinaire", ce qui est bien s@r plus général).
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A.4.1. En remplagant SS par SSA ; SE ; WFA ; S3D, on a
ss(u@ v) c(ss(u) x ss(v)ulx' x ss(v))ubs(u) x x")

en désignant par X' w SS(v) 1'ensemble {(x',x",g',g")]g' =0 et (x“,g"){ SS(V)},

A.5. Intégration de long des fibres.

Soit wu(x',x") une distribution sur X' x X" telle que la projection du
support de u sur X' soit propre., (n peut la encore définir ‘[ u(x',x")dx"
au sens des distributions (par dualité) ou au sens des hyperfonctions (par voie
cohomologiyue), Montrons que les deux notions coincident.

Les deux notions étant locales en x', on peut se ramener au cas ou u
est & support compact, et définit donc une fonctionnelle analytique. Pour les
fonctionnelles analytiques, la définition cohomologique coincide avec celle
définie par dualité :

¢ Jutar e, gl > = ¢l ), 10e0) glen) >
pour ¢ analytique. Cela montre yue 1l'integrale est la méme qu'au sens des
distributions,

Les quatre propriétés suivantes sont établies dans [S.K.K.], [2], [11]
[F.I.O.I] (Pour WFA, la propriété mn'est établie que dans le cas particulier
ot wFA(u) ne contient aucun point du type (x‘,x",g',o). Nous laissons au lec-

teur le soin d'étendre au cas général la démonstration du théordme 4.1 de [11]).

A.5.1. En remplagant SS par SSA ; SE ; WFA ; SSD, on a

so([ ulxtjx)ax) @ (lethg)] 3w Gt 6,0 € Ss(w).

A.6, Irace.

Soit wu(x',x") wune distribution sur X' x X". Sa trace u(x',0) est défi-
nie dans [F,I,Q,I] au sens de distributions si SSD(u) ne rencontre pas le
fibré normal & X', et la trace au sens des hyperfonctions est définie dans

[S.K.K.] si ce fibré normal ne rencontre pas SSA(u).
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Il resulte donc de (A.3.2) et (A.3.3) que si
se(u)n {(x',x",g ") |x" = 0 et g' =0} =g,
les deux notions de trace sont définies pour wu. Montrons qu'elles coincident,

D'aprés (A.2.5) on peut écrire u = zb(fa(z',z")) ou les fa sont holo-
morpnes & croissance lente, dans des ouverts () + ira, le polaire de ra ne
rencontrant pas le fibré normal & X', Il en resulte que les cdues P;:{y'](y',o)
¢ Pa} sont non vide, Au sens des hyperfonctions, on a u(x',0) = % b(fa(z',o)).

On est donc ramené & démontrer la propriété suivante : soit f holomorphe
4 croissance lente dans ( +iI', le polaire de T ne rencontrant pas le fibré
normal & X', montrer que la trace au sens des distributions de
lim £(x'+iy", x"+iy") est 1lim f£(x'+iy'),0).

Soit yg une suite tendant vers 0, telle que (yﬁ,O) € T . Les fonctions
regulieres f(x'+iy£, x") ont evidemment pour trace f(x'+iy£, 0). D'apres le
théoreme 2,5.11., de [F.I.O.I], il suffit donc de démontrer que
f(x'+iyﬁ, x") — u(x',x") dans l'espace Jb'o .(Nous laissons au lecteur cette
démonstration, qui repose sur un argument derdéformation dans le domaine complexe
analogue & (et plus siwple que) la démonstration de (A.3.3).

Les quatre propriétés suivantes sont etablies dans [S.K.K.], [2], [11],

[F.I.0.1].

(a.6.1) En remplagant SS par SSA ; SE ; WFA ; SSD, on a
ss(u(x',0)) < {(x',e")] J &" (x',0,6",8") € ss(ulx',x"))}

en supposant toujours gque SE(u) ne rencontre pas le fibré normal & X'.

A.7. Composition.

On definit, au sens des distributions ou des hyperfonctions
Ku(x) ='j’K(x,y) u(y)dy de la fagon suivante : on fait le produit tensoriel
K(x,y) u(z), on prend si possible la trace sur y = z, on integre si possible

le long des fibrés, Il resulte de ce qui precéde que les deux sens coincident
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sous les hypothéses suivantes :
K(x,y) est une distribution sur X x Y et u(y) est une distribution &

support compact dans Y

{(x,8) | 1v, (x,y,8,0) ¢ sE(K)} = $

{(yom) | 3 %, (x,¥,0,-n) ¢ SE(K)}nsE(u) = 4 .
Et on a de plus
(A.7.1)  ssa(xu) c sE'(K) o ssa(w)

SE(ku) < sE'(K) o sE(u)

wFA(Ku) < SE'(X) o wra(u)

en notant SE'(X) = {(x,7,£,n) | (x,y,8,-n) € sE(K)}.

A.8., Une représentation de §.

Nous allons utiliser une décomposition de § analogue & celle utilisée
dans [S.K.K., corollaire III.2.1.5.], pour prouver le caractére flasque du fais-
ceau 8. Cette décomposition est d'ailleurs étroitement liée & la transformation

de Fourier généralisée de Bros—-Iagolnitzer,

-1)! 1+ X,
(a.8.1) 6= (—yn(n.” f — =0 ().
—2in)” Sn-1 (x.n+i|x|2+i0)n
Cette formule doit étre interprétée de la fagon suivante. On pose
— 1
(a.8.2)  K(x,n) = —(r%— (1 + x.y) 1lim 1 5 -
-2ig) -0  [(x+iy).(m+ic) + ilx+iy).(x+iy)]
o0

La distribution K(x,n) est ainsi valeur au bord d'une fonction holomorphe
au voisinage de x pour x # 0, et holomorphe & croissance lente dans les domai-

. On a donc

nes |x| < &, ¥en > |¥]2 4+ €lo

(a.8.3)  sE(K(x,n)) < {(x,n,5,8)] x=0,n=12¢; 6=0}.

Le second membre de (A.8.1) désigne 1'intégrale le long des fibrés .]‘K(x,n)w(n)

ol y est la mesure canonique sur § ! : wln) = ¢ (—1)‘].‘“1 dn,A .. dﬁj/\... dn,
Les deux membres de A.8.1. sont des distributions bien définies, a priori

d'ordre n, Il suffit donc de démontrer qu'elles coincident sur des fonctions
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d'essai ;(x) du type suivant :

¢ est analytique au voisinage de la boule |x]| <r.

¢ est nulle ainsi que ses dérivées jusqu'a l'ordre n pour |x| =r,
¢ estle prolongement de ¢ par O hors de la boule [x| <.

Nous allons alors utiliser la formule de Cauchy-Fantappie (voir [14]) H
- 1
plo) = = [sled gy i)
(-2in) A (z.7)
avec dz = dz dz (c) =2 (-1)3_1 Ar A...ndr. A...nd et ol
= 1 eee n ? w\g/) = CJ c1 oo CJ DR Cn,

nous choisirons le (2n—1)-cycle suivant : A = A1 + A2 avec A1 défini par
2

. X . n—-

z=x+1¢g(1 - l—%—)n, ¢=mn+iz pour |x|<r et n¢5§ 1

r

b, défini par 2z =X, ¢ =n+ iz, powr [x| =1 et |n| < 1.

L'intégrale sur A2 étant nulle, on obtient

(n-1)! (z) i .
¢(0) = 2 5 dz1,\...AdznA(—1) (nj+1zj)dn1A...,\dnj,\...,\dnn

(-2in)™ Y (z.m+iz?)
(n=1)! 1 + iz,
(0) = =221 wln) (2) ——————=1; dz
? (-2in)" f$n—1 " z=xvie(1-]x[%/ 2)n (zen + 1]2]?)

ce qui prouve (A.8.1) en faisant tendre ¢ vers O,

A.9. Equivalence des trois definitions du spectre singulier analytique.
La distribution X(x-x', ) définie sur B« 81 vérifie d'apres
(4.8.3) :
(8.9.1)  sE(X(x=x',n)) c {{x,x",n,g,8",0)|x =x", n=¢ =-¢", 6 = O}.
Si on pose, pour une distribution wu & support compact :
(A.9.2) G(x,n) =.].K(x-x', n) u(x')dx'.
On a d'aprés (A.8.1)

(8.9.3)  ulx) = f 3(xym) dn .

on déduit de (A4.9.2) et (A.7.1)

SSA(ﬁ) c {(Xﬂ];gse) I ¢} 0, n= E, (X,n) € SSA(U)}

se(a) < {(x,n,2,8) | 6= 0, n =g, (x,n) ¢ sB(u)}

wrA(w) < {(x,n,8,0) | ©

]
1

0, n=¢g, (x,n) ¢ wra(u)}
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on déduit de (4.9.3) et (A.5.1)

ssa(u) c {(x,8) | 3 1, (x,n,8,0) ¢ ssa(h)}

si(u) < {(x,e) | 3 0, (x,m,8,0) € sE(2)}

wEA(w) < {(x,2) | 3 n» (x,m,£,0) € wrA(R)}
et donc ssA(u) = sE(uw) = wFA(w) = supp. sing. anal. 1.
Remarque A,9,4. L'argument ci-dessus montre qu'a une notion locale de singularité,
on peut faire correspondre au plus une notion micro-locale "raisonnable" de sin-
gularité; le spectre singulier de u doit étre le support singulier de u.
"Raisonnable" signifie ici que la projection sur jmn du spectre singulier est
le support singulier, que la fonction K(x,n) a son spectre singulier 1la ou il
doit étre, et que les propriétés "fanctorielles" de comportement par rapport au

produit tensoriel, & l'intégration et aux traces sont satisfaites.

Remarque A,9,5. La transformation utilisee ci-dessus est plus simple que celle

de [S,K.K.], mais elle ne permet pas de traiter les problémes de prolongement,
Elle suffit toutefois pour obtenir des théortmes de décomposition assez fins du
spectre singulier, Ainsi, si 3 ¢1(”) = 1 est une partition mesurable (non néces-
sairement différentiable) de 1'unité, les produits a(x,n) ¢i(n) = ui(x,n) sont
bien définis (car SS(¢i) c:{(x,n,g,e)lg = 0}) et ‘[ ui(x,n)dn a son spectre

singulier dans Ss(u)n Supp(¢i).

A.10. Opérateurs pseudo-differentiels,

Dans tout notre article, nous utilisons les opérateurs pseudo-differentiels
d'ordre fini tels qu'ils sont définis dans [S,K,K,], ainsi que leur interprétation
3 partir de 1'action de ces opérateurs dans le domaine complexe (1.2.6). On peut
toutefois se demander s'ils coincident, dans le cas ou ils sont définis globale-
ment, avec ceux de Boutet de Monvel et Krée [6], ce qui permettrait d'appliquer

nos theorémes & une solution au sens de [6] de Pu = 0, Indiquons briévement

comment cela pourrait se démontrer.
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En fait, dans 1'un et l'autre article, ces opérateurs sont définis par
leurs noyaux K(x,x-x') et par la formule
(4.10.1)  B(x,D) u(x) = [ Kxext) uletdax,
ou K est dans un cas une microfonction portée par le fibré normal & la diagonale,
dans 1'autre cas une distribution analytique hors de la diagonale (mais qui n'est |
déterminée par le symbole - % pk(x,g) qu'a une fonction analytique prés).

Nous savons maintenant que les deux sens que 1'on peut donner & (A. 10.1)
sont cohérentes, Dans [6], on a K(x,y) = % ﬁk(x,y) + h(x,y), ou ﬁk est la
transformée de Fourier inverse de P.f.gk(x,g) par rapport & g. Dans [S.K.K.,
II.1.4.] on définit d'abord un noyau complexe K(z,z-z') = % Kk(z,z-z’), puis on
en prend la "restriction au réel" [S.K.K., III.1.2.]. Il n'est pas bien difficile
de voir que la restriction au réel de Kk(z,z—z') est précisément la microfonc-

tion associde & ﬁk(x,x»x'), et d'en déduire le résultat.,

Remarque A,10,2. Lorsque l'opérateur P(X’Dx) n'est défini que dans un ouvert

de jmn X sn_1, et est d'ordre fini, la microfonction K(x,x-x') est valeur au
bord de fonctions holomorphes & croissance lente, et coincide donc microlocale-
ment avec une distribution dont le spectre singulier analytique est contenu dans
le fibré normal & la diagonale, On retrouve ainsi, & partir de (A.10.1) et de
(A.7.1) le fait que les opérateurs pseudo-différentiels d'ordre fini opérent dans
les microdistributions et respectent le spectre singulier différentiable (voir

1.2.5. et 1.2.6).

A.11. Transformations de contact quantifides.

Soit T wune transformation de contact appliquant au voisinage du point
(xo,go) de jmn X $n—1 sur un voisinage du point (yo,no). Nous allons montrer
l'existence d'une transformation de contact quantifiée associée & T, conservant

les microdistributions et transformant par T le spectre singulier différentiable.
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Toute transformation de contact étant composée de transformations du type
suivant, on peut se ramener au cas ou il existe F(x,y) définie au voisinage de
(xo,yo), avec dF(xo,yo) = (-go,no), et ou, en appelant 3 1'hypersurface

{(X’Y)IF(X,.V) = 0}, on ait
1

T=4q5, P—
avec P S; ]Rzn iand S*IRn (x9y9§ yT]) haand (X,-E)
q s;:]RZIl — §mn (X9Y!§9’ﬂ) hdand (Yﬂ])-

On peut alors prendre comme transformation de contact quantifiée associée
[S.K.K., III.1.3.], pour u microfonction au voisinage de (xo,go)
(a.11.1)  Tuly) =fK(X,y) u(x)dx
avec K(x,y) = s[F(x,y)].

Mais K(x,y) est en fait une distribution, avec SsD(u) c SSA(u) = S5 R".
Que 1l'on interprete A11.1. au sens des distributions ou des microfonctions, les
deux sens sont cohérents, Il en résulte que ‘i“ conserve les microdistributions

et .que

ssp(Tu) = 7.550(u).

Remarque, La distribution 5[F(x,y)] est une distribution de Fourier, associée

a4 la phase Px ,¥).0, et ‘f est microlocalement un opérateur intégral de Fourier.
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