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THEOREME D' INDICE POUR UNE CLASSE D'OPERATEURS
ELLIPTIQUES FORTEMENT DEGENERES SUR LA FRONTIERE.
par

Jacques ROLLAND

0. INTRODUCTION.

On se propose d'étudier des problémes aux limites dans un ouvert @ de Rn, asso-
ciés a des opérateurs L(x,DX), elliptiques & 1'intérieur, dégénérés sur le bord T
de cet ouvert, le bord étant caractéristique.

Lorsque les opérateurs sont du type de Fuchs les problémes aux limites associés
ont été étudiés par plusieurs auteurs (voir par exemple : [1], [2], [16], [15],
(17, (18], 5, [7]».-.)-

On s'intéresse ici & 1'étude des problémes aux limites associés & des opéra-
teurs L(x;DX) qui dégénérent sur le bord en un opérateur du type de Fuchs, c'est-a-
dire des opérateurs de la forme L(x,DX) = Ll(X’DX + LZ(X’Dx) avec :

m-r-1

L) = T PP (x,0,) £ KM (3.
min(r,k) _ -
LuD) = 1 P @K Nx)).

ol : & est une fonction de classe C* équivalente & la distance au bord T de @, m et
r sont deux entiers tels que 0 < r <met q un réel > 1 tel que q(m-r)eN, et ol
Pm-h(x,Dx) (resp "N

(x,DX)) sont des opérateurs aux dérivées partielles d'ordre
< m-h (resp < r-h), Pm(x,DX) étant elliptique sur Q.

Le point de départ de cette &tude est 1'article de V.V. Grusin et M.I. Visik
[18] dans lequel ces auteurs traitent, dans le cadre Lz, les problémes aux limites
associés a des opérateurs L = L1+L2 qui dégénérent sur le bord en un opérateur L2
quasi elliptique. Dans [14] on montre comment & partir de cette &tude L2, on peut
obtenir la régularité Hp, pour tout entier p > 0, Torsque L2 est elliptique.

Dans cet article, on montre que si B est un systéme d'opérateurs frontiére tel
que le couple d'opérateurs {L,B} soit & indice dans des espaces convenables, le se-
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cond membre f étant dans HP(q) (cf. : [5]) alors le couple d'opérateurs {L,B} est
Tui aussi a indice dans des espaces convenables, le second membre f &tant dans Hp(n).
Cette étude donne par ailleurs la régularité des problémes aux limites associés.

En particulier, 1'opérateur L2 peut se réduire a 1'opérateur "identité", c'est-
a-dire que 1'on peut avoir r = k = 0.
La méthode consiste a obtenir, dans le cas des coefficients constants une esti-

mation a priori directe et un régularisateur 3 droite, puis d'obtenir des estimations
a priori, directe et duale, dans le cas des coefficients variables.

Dans le dernier chapitre, on met en évidence divers types d'opérateurs qui réa-
lisent un isomorphisme algébrique et topologique de D(g) sur Tui-méme, résultat
bien connu pour certains opérateurs du type de Fuchs (cf. [2], [7]). En particulier
les opérateurs

n
L= 73 Di(q)k D;.) + x avec k entier > 2 et 1€ € tel que Rex > 0 et

i=1
Imy # 0, n n
et L'=7J D?((?k D? D) Di(w Di .) + 1avec k>3

i=1 i=1
réalisent un isomorphisme de D(2) sur D(t), 1'opérateur L étant hypoelliptique dans
n
R™.

Le plan de cet article est le suivant :
I - Enoncé des résultats.

I1 - Etude d'une classe d'opérateurs elliptiques et dégénérés a une variable.
111
Iv

v

Etude d'une classe d'opérateurs elliptiques et dégénérés dans le demi-espace

Etude sur q.

Applications.

Cet article est le résumé d'une thése de doctorat de 3eme cycle soutenue a
1'Université de Rennes.

Ce travail m'a été proposé par Monsieur J. Camus. Qu'il me soit permis de lui
exprimer ici toute ma gratitude, ses trés nombreux conseils m'ont beaucoup aidé, en
particulier ils m'ont permis d'écrire les opérateurs sous une forme plus utilisable
et d'avoir ainsi une vision plus générale et moins technique du probléme. Je veux
aussi remercier Monsieur P. Bolley dont 1'aide constante et les suggestions m'ont
été précieuses.

I. ENONCE DES RESULTATS.
Soit 2 un ouvert borné de R" de frontiére r, tel que @ soit une variété a bord
de classe C”. On se donne une fonction eC”(R";R) telle que :
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2= {xeR" ;@(x) > 0}
I = {xeR" 5 ¢p(x) = 0}
(¥xel)(grad ¢(x) # 0).

On définit les espaces de Sobolev avec poids w2+$_r k(Q), pour me N, pelN,
re N, keN et q réel > 1 tel que q(m-r)elN :

n+p k

q,m=
munis de la norme canonique. On définit des traces pour les &léments de ces espaces
de la fagon suivante : soit o un nombre réel et Uo = {xeR" ; d(x,T) < o} ol d(x,I)
désigne la distance de x & I'. On suppose que o est suffisamment petit pour que, pour
tout point erc, la distance de x & I ne soit atteinte que par un seul point Xp de T.

L'application ¥ définie par :

X (xr ;—ﬁ:—?—g—r d(x,T))

est un isomorphisme de classe C~ de U, sur T x J-o,0[. Soit o une fonction de D(R,)
égale & 1 dans un voisinage de O et & support dans ]-o,0[. Alors, pour tout u appar-

tenant a WP (®), on pose, pour x appartenant a T :
q,m-r,k

r@) = el ™PK@) 5 @ ueH™P(a) et o ITT) ue™P(q))

{Di WL (x,1)) [4og » POUF § = O,..,rpek=1, 5T 0 < k < r4p

Y u(x) =
J - o =i- -
-1 e I Gy uv  (xat))dt, pour § = =k,..,min (-1,r+p-k-1),
0 sik> 1.
Soient deux opérateurs L, et L2 définis sur @ par :
m-r-1 e

L0 w0 = 1 PTG, € (01T ugny)
et min(r,k) r=h k=h

Ly(xsD.) u(x) = ) PT7(xsD,) {¢p(x) u(x)}.

h=0

Nous nous intéressons ici a 1'opérateur L(x,DX) défini par :
L(xsD,) = Ly(x,D,) + Ly(x:D,)

L(x,Dx) peut s'écrire sous la forme :

Min(m,m+k-r) -
L(x,D, ) = P
X hZO

Nous ferons les hypothéses suivantes :

" (x,Dg) 19 KM ()3 .

(i) met r sont deux entiers tels que 0 < r < met g(mr)EN, q étant un réel > 1 ;
k est un entier > 0 et, pour tout h = 0,..., min(m,mtk-r) :

o(h) = max(q(m-r-h), m-r-h) ;
(ii) Pour tout h = 0,...,min(m,m+k-r), Pm-h(x,DX) est un opérateur aux dérivées par-

tielles & coefficients indéfiniment différentiables sur @ d'ordre inférieur ou égal
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& m-h ; si O(h)#}h Pm_h(x,DX) est, par définition, 1'opérateur nul. On notera

m- -
Pm_E(x,DX) la partie principale d'ordre m-h de P™ h(x,Dx) H

(iii) Pm(x,Dx) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans Q.
On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :

(C) Pour tout X €l tout xeq et tout te®R"\{0}, on a :
m-r
oy m-h q(m-r-h)
Lo(xo,x,g) = hZO Pm_h(xo,g) p(x) # 0.

Cette condition implique que Pr(x,Dx) est elliptique sur T. Nous noterons r, le
nombre de racines t de 1'équation P:(x,g'+rg) = 0 telles que Im t > 0 (on suppose
que r, ne dépend pas de xeT et de Ta donnée du couple de vecteurs deIRn(g',g) 1i-
néairement indépendants).

L'opérateur L2(x;Dx) est donc du type étudié dans [5]. On introduit alors, pour
p > 0, les conditions suivantes :

Hl(p,n) : Pour tout xer, 1'équation indicielle o (x3p) = 0, avec :
- 2

Pr-h

min%r,k) k-h
r_h(x;gradce(x)) i p(p=1)...(p=k+h+1),

o (Xsp) =
L, P

n'admet pas de racine o telle que Re p = -r-p+k--% .

Hz(p,n) : Pour tout xer, le nombre r_(x) de racines p de 1'équation o (xsp) = 0,
vérifiant Re p > -p-r+k--% est constant et égal & rp ; et Te nombre Xp2= r+-rp est
> 0.

On définit maintenant des opérateurs frontiére, si Xp > 0. Pour j = 1""’Xp
soit B?(X,Dr) 1'opérateur défini par :
P ) r+p-k-1 .
Bj(X’Dr) yu = ) BJA(X’DF) Yy U

ou, pour tout couple d'entiers (j,A) vérifiant 1 <Jj < x_ et -k <1 < r+p-k-1
BjA(X’DF) est un opérateur différentiel sur r, & coefficients Cw(r) et d'ordre in-
férieur ou égal a mj-x, mj étant un entier vérifiant -k j_mj < r+p-k-1 (si mj-x est
négatif, 1'opérateur BjA(X’Dr) correspondant est, par définition, 1'opérateur nul.

p p

On note B, = B_(x,D) = (Bq(x,Dr),...,Bi (xD;)). On introduit alors la condi-
tion suivante : P

H3(p,Q) : Pour tout xer et tout vecteur ¢ cotangent en x a r, le probléme aux 1i-
mites :
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r-h

m1n§r,k) k-h
Pr_h(x;g + gradc?(x)Dt) {t v(t)} =0

h=0

rtp=k-1 m.-x
Bji (x38) v, v=0pour j=1,...,x , si Xp >0

A:—‘k p
min(r,k) _ -
ou % P:_E (x3& + grad ¢(x) Dy {tk hv(t)} =0six =0
h=0 P

n'admet que la solution v = 0 dans wE+p(R+) = {ueHr+p'kﬂR+) H tkueHr+p(R+)}
m.-A
(Bji (x,&) désigne la partie homogéne d'ordre mj-A de Bjx(x,g)).
Pour tout entier p > 0, 1'opérateur L induit une application linéaire et conti-

nue de wq m-r, k(Q) dans Hp(Q) et, pour Xp > 0, 1'opérateur {L,Bp v} induft une appli-

X
cation linéaire et continue de W™ P (2) dans HP(R) x p wreokemj- 2(ry .

q,m-r,k j=1
Nous pouvons maintenant donner les résultats essentiels de ce travail :
1 as : >0
er c Xp
THEOREME I.1. On suppose que les conditions (C), Hy(P,2), H,(P,2) et Hs(p,2) sont
vérifiées et que, pour tout xeT, 1'équation QL (x3p) = 0 n'a pas de racine p dans

la bande -(p+s) + k-r - %-E.Re p < -p-r+k - %, s étant un_entier > 0. Alors, pour

tout entietxv tel que 0 < v <s 1'opérateur {L,Bp v}, opérant de wm+g+r k(Q) dans
P K=~
HP*V() « 1 HTPFVKTMT 21y, est un opérateur & indice dont 1'indice est indé-

j=1
pendant de V.

2éme cas : Xp =0

THEOREME 1.2. On suppose que les conditions (C), Hi(ps2)» Hy(ps0) et Ha(p,a) sont
vérifiées et que pour tout xer, 1'@quation indicielle o (xsp) = 0 n'a pas de raci-

ne p dans la bande -(p+s) - r + k - % < Re p

-p-r+k- %, s étant un entier
> 0. Alors, pour tout entier v tel que 0 < v <'s, 1'opérateur L, opérant de
wm+p+\)

Gam-rs k(sz) dans HP* V(2), est un opérateur a indice dont 1'indice est indépendant de
V.
Remarque I.1. On a des théorémes analogues pour 1' operateur *(x,D ) défini par :

min(m,m+k-r)
% (x,D Ju(x) = § ce'((;?(h) (x,Dx)u(x)

<
<

- om-h¥

ou P (x,DX) est 1'opérateur adjoint formel de Pm_h(x,DX).

En effet : 1'opérateur Lg(x,Dx) est du méme type que 1'opérateur L2(x,DX) donc
1'opérateur fl + L; s Ei étant T'opérateur obtenu en remplagant dans 1'opérateur L1
les coefficients par leurs conjugués, vérifie des théorémes analogues aux théorémes
I.l1 et I.2 ; on montre que 1'opérateur LT - T1 est compact de wgté_r,k(n) dans HQ(Q)
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pour tout ¥ dans Z. La remarque s'obtient en écrivant :
* * L x — ¢
F=l = (L - T + (T + L5).

II. ETUDE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES A UNE VARIABLE.

II.1. Notations et énoncés des résultats.

Soient I un intervalle de R, q un réel > 1, m un entier > 0 tel que gmelN, p un
entier relatif. On définit 1'espace de Sobolev avec poids :

wﬂ*ﬁ (1) = {ue;Hp_k(I) ; t ueP (1) et ghram ueH™P(1)} muni de 1a norme canonique.
EALLE ]

Pour simplifier, on note w2+£(l) 1'espace wQ*S O(I), cet espace a été introduit
dans [14].

Remarque. On a les isomorphismes algébriques et topologiques suivants :

W0, k(1) 2 WD

m+p P m+p
D) 2 i)

ot, pour teZ et rel, w&(l) est 1'espace introduit dans [4].

et

Soit M 1'opérateur différentiel défini sur R par :

m-1 . .
Mu(t) = M(t,D,)u(t) = DELET" u(t)} +  a(t) D%{tQJ u(t)d,
=0
ou :
(i) q est un réel > 1, m un entier > 0 tel que gmelN,
(ii) pour j = 0,...m-1, ajeCmﬂR) et 3 = 0 si qj¢MN.

On considére 1'hypothése suivante :
(H) Pour tout teR et tout telR on a :
m-1 . .
M (tyr) = t9™+ § a.0) < tY #o.
(o] -2 J
j=0
Cette condition est équivalente & dire que les polyndmes
m-1 : _ m-1 s s
PPy ="+ § a,(0)cdetP (7)) = (- T oa(0)(-1)WV
i J 2o J
j=0 j=0
n'ont pas de racine réelle. On notera m (resp m_) le nombre de racines t de 1'équa-

tion P*(1) = 0 (resp P"(7) = 0) telles que Im t > 0.

Pour 1'opérateur M nous avons les résultats suivants :

THEOREME II.1. Sous 1'hypothése (H), pour tout pe Z, tout kel et tout T > 0, M(t,Dt)

est un opérateur lingaire continu et a indice de wQ*ﬁ (=T»T) sur WE(-T,T) d'indice
slfls

indépendant de p et égal a mem +m_ .
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COROLLAIRE II.1. Supposons que 1'hypothése (H) soit vérifiée. Soit alors peZ Si u
appartient a q,m,k( T,T) et si M(t,Dt)u appartient a wp+ (-T,T), alors u appartient

k
a w2+’?]+k(-T,T) et on a:
Il < cllIm(t,py)ull + | ull }
m+p+1, - > p+1 mp
q,m,k( (-T,T) wq,m,k( T,T)

o0 C est une constante indépendante de u.

COROLLAIRE II.2. Sous 1'hypothése (H), si ued'(-T,T) et si M(t,Dt)UG C7(-T,T),
alors ueC (-T,T).

On retrouve ainsi un résultat qui découle du théoréme IV.2 de [10] et du théore-
me IIT de [11].

Le théoréme II.1 se déduit facilement d'une &tude sur (0,T). Pour cela on in-
troduit 1'hypothése :

(H,) Pour tout teR, et tout reR, on a :
Mo(t,r) £0
Ceci équivaut a dire que le polyndme P+(‘r) n'a pas de racine réelle.
THEOREME II.2. Sous 1'hypothése (H ) pour tout pe Z, tout k€N et tout T > 0,

M(t,D ) est un opérateur linéaire continu et & indice de WTE k(O T) sur WE(O T),
d'indice indépendant de p et égal & m-m

-

COROLLAIRE II.3. Supposons que 1'hypothése (H ) soit vérifiée. Soit peZ. Si u appar-

tient & wq P (0 T) et si M(t,D )u appartient a wp 1(0 T) alors u appartient a

m+p+1
q m, k

(0,T) et on a :

Full < CL|IM(t.Dy)ull + |l }

p+l - t p+l WP
wq’m’k(o, W 7 (0,T) q m, ( (05T)
ol C est une constante indépendante de u.

COROLLAIRE II.4. Sous 1'hypothése (H,), si ued'([0, 1j et si M(t,D,)u eC”([0,7])
alors ueC ([0,1]).

I1.2. Démonstration du théoréme II.2.
On étudie d'abord 1'opérateur Mo(t’Dt) défini par :

(%) &' ([0,7]) désigne 1'espace des restrictions a (0,T) des éléments de ' (R).
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M (£:D)u(t) = DYTEM™ u(e)y + E 5(0) DJ 1t () .
J..
-gq+1
En posant y = Zz3— , par une Etude analogue & celle faite dans [18], on démon-
tre que M (t D ) est, sous 1'hypothése (H+), Tinéaire continu et & indice de

(O T) sur L2(0 T) d'indice m-m_

Par récurrence sur p, en composant avec 1'opérateur D et en utilisant des ré-
sultats de compac1te, on montre que sous 1'hypothése (H ) Mo(t,Dt) est linéaire

continu et & indice de wm p(O T) sur Hp(O T), d'indice m-m_ .

En remarquant que 1'opérateur M(t,Dt) - Mo(t,Dt) est compact de w2+g(0,T) dans
Hp(O T) on démontre le théoréme II.2 pour k =

Pour k > 0, si ﬁswk(O T) on a feHP” k(0 T) 3 ce qui précéde montre qu'il existe

ueW™P" k(o T) tel que M(t,D,)u = f. En &crivant
q,m

tK M(t,D )u = (M(£,D,) + M'(£,D,)3 (t¢ u)

et en utilisant des résultats de compacité sur 1'opérateur M'(t,D ) on montre que
tk u appartient a N2+g(O,T) ce qui montre que u appartient a w p k(0 T). Ainsi nous

avons démontré que M(t,Dt) est surjectif de w'(']“‘f]’] k(0 T) sur WP (O T) pour tout peZ.

Puisque wQ*ﬁ k(o,Ty:-»wg+$'k(o,T) le noyau de M(t,Dt) dans wﬂ*ﬁ k(O,T) est de
dimension m-m, pour tout peZ. Le théoréme II.2. est donc démontré.

11.3. Démonstration du théoréme II.1.

En utilisant le changement de variables y = -t et le théoréme II.2 on montre
que, sous 1'hypothése (H), 1'opérateur M(t,D ) est linéaire continu et & indice,
d'indice m_, de w“‘*p( 7,0) sur HP(-T,0) pour tout pel.

En utilisant le diagramme commutatif suivant :

WP (-T,0) x WP0, 1) — B WP-T,0) < HP(0,T)
r T I r
WP (-T.T) M HP(-T,T)

ol :r

(u) = (u|('T’O)’ |(0’T) )

et en remarquant que 1'opérateur r est linéaire, continu, injectif et & indice,
d'indice -p, de H(-T,T) dans HP(-T,0) x HP(0,T) et de wm+P(-T T) dans

:+E( -T,0) x wQ*p(o T) on obtient le théoréme II.1 dans le cas k = 0. Le cas k > 0
se démontre comme précédemment.
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I11. ETUDE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES DANS LE DEMI-ESPACE.

ITI.1. Cas des coefficients constants : étude dans une bande R"'l x (0,68).

ITI.1.1. Notations et résultats.
On considére 1'opérateur L = L(t,DX) défini sur R" par :

min(m,m+k-r)

Lou(x) = L(t,D Ju(x) = ] P ) () yx)
ol :
(i) x = (x',t)ean avec x'elR"-1 et teR ; m et r sont deux entiers tels que
0<r <metg(mr)elN, q étant un réel > 1 ; k est un entier > 0 et pour tout
h =0,...,min(mm+k-r) :

o(h) = max(q(m-r-h), m-r-h) ;
(i1) pour tout h = 0,...,min(m+k-r,m), P

tielles & coefficients constants complexes, homogéne et d'ordre m-h ou identiquement
nul :

m'h(DX) est un opérateur aux dérivées par-

m-h m-h o' J
PUN(D) = ) P s Doi D
X |a'|+j=m-h 23 Xt
(si e(h)¢uv, Pm'h(Dx) est, par définition, 1'opérateur nul) ;
(iii) Pm(DX) est un opérateur d'ordre m elliptique.
On peut écrire: L(t,DX) = Ll(t,DX) + L2(t,DX) ol
m-r-1

~h k -r-h
Ly(tsD)) = Z pm (0,) +q(m-r-h)
et -
min(r,k) . _p, k=h
Ly(t:D,) = hio pr (D,) {t .}

Pour tout entier p > 0 on définit les espaces de Sobolev avec poids :

WP k) = e PRED) 5 tue™P D) et 49T ued™P D))

muni de la norme canonique. On définit des traces pour les éléments de ces espaces
de la fagon suivante :
D% u(x',0) pour j = O0,...,r4p si 0 <k < r+p
Yju(xl) =
(-1) --1 f+m t -i-1 u(x',t)dt pour J = -k,...min(-1,r+p-k-1) si k > 1
Pour 6 > 0 nous noterons wq m-r, kﬂR x (0,8)) 1'espace de Sobolev avec poids

. o T
formé des restrictions a R L

x (0,8) des éléments de wq m-r, kQR )
On introduit alors la condition d"'ellipticité générale" suivante
(Cl) Pour tout teﬁ et tout £eR™\{0}, on a :

Ly(t:€) { phigy a(mr-h) oo
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Cette condition implique que 1'opérateur Pr(DX) est elliptique. L'opérateur
L2(t,DX) est donc du type étudié dans Eﬂ. On introduit alors pour tout entier p > 0
les conditions suivantes :

Hl(p) : L'équation indicielle @Lz(p) = 0 avec

min(r,k)
QL (p) =
2 h=0

n'admet pas de racine p telle que Re p = -p-r+k--% .

-h -k-h
P?O,r-h) 1 o(p-1)...(p-k+h+1),

Désignons par r,_ le nombre de racines t de 1'équation Pr(E'+T§) = 0 telle que
Im T > 0 (on supposera que r, ne dépend pas de la donnée du couple de vecteurs de
Rn(i',g) linéairement indépendants) et par rp le nombre de racines p de 1'équation
@Lz(p) = 0 telles que Re p > -p-r+k--% . La second condition est :

Hz(p) : Le nombre Xp = r, - rp est > 0.

On définit maintenant les opérateurs frontiére. Lorsque x
soit 1'opérateur B?(DX.) défini par :

p r+p-k-1
Bj(Dx') yus= ) ) BjA(Dx')YX u

p > Oa pour j=1:'-’Xp’

o, pour tout couple d'entiers (j,A) vérifiant 1 < = Xpe -k < A < r+p-k-1, BjA(on
est un opérateur aux dérivées partielles soit identiquement nul, soit & coefficients
constants complexes, homogéne d'ordre mj-A, my étant un entier vérifiant

-k =my< r+p-k-1 (si mj-k est négatif 1'opérateur BjA(Dx‘) corresporidant est, par
définition, 1'opérateur nul).

On note Bp = Bp(Dx') = (B?(DX.),...,sz(DX.)), et on introduit alors la condi-

tion :
H3(p) : Pour tout w appartenant & la sphére unité Sn-2 de Rn-l, le probléme aux 1i-
mites :
LZ(t;w’Dt) v(t) =0
Bp(w) yv=20 , Si Xp >0 ;
ou
Lz(t;w,Dt) v(t) = 0 , Si Xp = 0

n'admet que la solution v

0 dans wE+pGR+).

Pour tout p > 0, 1'opérateur {L,Bp v} (resp L) induit une application linéaire

q,m=

X ke -
et continue de W™P r,’k(le) dans Hp(Rz) x .R HrHp-k-mj- 2 ®" 1) (resp Hp(Rf)) si
> 0 (resp Xp = 0). 3=1

Xp
Nous pouvons maintenant énoncer les résultats de ce paragraphe :
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THEOREME II1.1. Soit p un entier > 0. On suppose que les conditions (Cl)’ (p),
H2(P) et H3(p) sont vérifiées. Alors, il existe J > 0 et C > 0 tels que, pour tout

m+ n
u appartenant a wq,rﬁ-r,k(mﬂ avec supp ucR™ l><[:0 6[, on ait :

Hull e < C{]] Lull 1By vull )
p Ny — p 1
Wam-r k (By PR p Hr+p k-my=7

j= 1

®"1)

2 1[N,
q,m-r,k(m+)
(resp [[ull .\ < C{]] Lul| + 1lull 1)
P ny — Pr" p-1
gsm-r,k*+ H'®,) wq m-r, k((R )
si Xp >0 (resp Xp = 0).

THEOREME II1.2. Soit p un entier > 0. On _suppose que les conditions (Cl), Hl(p)’
H2(p) et 3(p) sont vérifiées. Alors il existe § > 0 tel que, pour toute fonction
ped (R,) verifiant 0 < 8(t) < 1, supp pc[0,8[ et B(t) = 1 au voisinage de 0, on

ait : il existe un operateur R linéaire et continu de

@R x (0,6)) x 1P yrep-k- '"J % N1y (resp P@"! x (0,6)) dans

j=1
wﬁ*ﬁ_r k(Rn_l %(0,8)) tel que pour tout (f,g) (resp f) appartenant a
H] E]
X 1
_ p r+p-k-m.- _ _
HP@R™ L x (0,6)) x 1 H I Zgn Ly (resp P@®"L « (0,8)) on ait :

j=1
(i) Lo Ro(f,g) =f + Ql(f)
(11) B, v {B(t) Ry(F29)} = g + Qp(Fs9)
(resp): (i) Lo R (f,g) =f+ Q (f) si Xy > 0 (resp Xp =0), ol Q1 est un opérateur

linéaire et cont1nu de HpaR -1y x (0,8)) dans H® «R (0,8)) et 02 est un opérateur

X
P Xp r+pka-% e a1 .
linéaire et continu de H ( x(O §))x T H ( ) dans 1 H (R °) si
1 Jj=1
> 0. J=

*p
Posons qu = {L(t,D ), (D  )yB} et QP 1'adjoint de J Jp est un opérateur
_ Xp -r p+k+m
lingaire et continu de [HP(R" 1, (0,6)]' x 1 J+? n-1
j= 1

E”Z’fﬁ-r,kﬂR"'l x (0,6))]" » Tes espaces [P@"Y x (0,6)]]" et L k(m"‘l (0,6

étant considérés comme des espaces de distributions sur R".

) dans

Du théoréme III.2 on déduit facilement le résultat suivant qui nous permettra
d'atteindre le cas des coefficients variables :
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THEOREME III1.3. Soit p un_entier > 0. On suppose que les conditions (Cl)’ Hl(p),
H2(p) et H3(p) sont vérifiées. Alors il ex1ste §>0etC>0, tels que, pour tout
Xp -r-p+k+mJ+2 n-1

(f.9)e P@"! x (0.6))]" ~ o
J:

1

Y (resp fel:Hp(IRn_ x(0,8))]") on ait:

Il (f29) 1]

- 1 <|¥ f 29) |
e« 0] 1 oH P2 e

e D, 0]

S

J

v 11%(5.9) o rraem. ]
D,Ip"'l(mn'l % (0,6))]' x 1 H J ?

j=1
{||?*< )]

J
(resp || fl]

HP @™ x(0,6))]" ~

+ %0

zwr?l-r k i (0,8)]]"

_ ~ }
wW&mnlx(Oﬁ)ﬂ.
ol i* désigne 1'adjoint de 1'1nJect1on canonique i de
1
Xp  r+ptl-k-m, _ _ Xp  r+p-k-m,-
R (0,6))x T H 3 vZ(tR“ 1) dans P@" 1x(0,8))x 1 H iz
j=1 j=1

"1, (0,8)) dans HP@" ! x (0,8))) si xp > 0 (resp x = 0).

@™l

(resp de Hp+1(ﬂ

IIT.1.2. Démonstration des résultats.

Par transformation de Fourier surl:R"-1 par rapport aux variables tangentielles,

1'opérateur L est transformé en un operateur différentiel en t noté L(t;g',D ) dé-
pendant du paramétre &' appartenant a Rr" , et défini sur R par :
min(m,m+k-r)
L(tse'.D,) = ] P™(er,D,) (t

k+0(h) R

On définit de méme les opérateurs Ll(t;g',Dt), Lz(t;s',Dt) et Lo(t;a',Dt). On
définit aussi 1'opérateur différentiel ordinaire M = L(t,Dt) sur R par :

m-h
m=-r
M(t,D,) = §  —Semch gmer-h q(m-r-h)
T S e
h=0 P
O,r

ce qui a un sens puisque P; r # 0 car P" est elliptique. Cet opérateur entre dans la
classe introduite au chapitre II .

Pour démontrer les théorémes II1I1.1 et IIl.2, on fait d'abord une étude pour
|g'| grand, puis une étude pour |g£'| borné.

Pour |g'| grand, on est amené, pour des raisons de non-homogénéité de 1'opéra-
teur L(tse',D;) & recouvrir g1« (0,6) par deux bandes (dépendant de |&']|)
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-1 -1 X -d !
R x (O,rl) et R"H x (728) 0Bl T, = 8, le']7q et T, =9, l£']7q avec 8, <8, .

Sur Rn_ x (O,Tl) on approche 1'opérateur L(t;&',D ) par 1'opérateur
L (t g, t) o M(t,D ) ; sur R" n-1 (T258) on approche L(t;E',Dt) par 1'opérateur

t Lo(t;a ’Dt)‘ On obtient alors 1la :

PROPOSITION III.1. I1 existe § >0, A >0 et C > 0 tels que pour tout E'c—:(Rn_1 Veri-
fiant [&'] > A :

(i) i1 existe un operateur R' de Hp(O §) x € % (resp Hp(O §)) dans wm*p k(0 8) tel
que pour tout (f, W)eH (0,8) x CXP (resp fer(O 7)) on ait : o

a) L(t;E',Dt) o R'(f,¥) = f,
b) B (E') vy {B(t) R'(f,¥)} =

g,m-r,k m+p g'
(resp a) L(t;£',D;) o R'(f) =

&) IR (el %) el el « vl

(0, $) (096)
) IR f)lllqm_r Komip,E' < C||f||p’g. ) >

(i1) pour tout uew p -r k(0,6) tel gque supp ucD,GI:on ait :

(0,6) : e (0,6) (0,8)
Il g m_r komep,e ST L(EsE D ull 72+ ] +|I|ulllq o mep-1,"
0,¢ (0,8
(resp [11ull ] {%8) o evstllncseropull Lol 000 o e
) ) L (0 a) s .
six, >0 (respx,=0).Sik=r=p-= Ol_ue_r:mslllulll ,0,m-1,¢0 Dlintervient

pas dans les inégalités précédentes.

Les normes introduites dans cette proposition sont les suivantes :

0,6 Ty 2
T ull] ) =L g, Tl)llq mrkomp,et)
(T ’6)
“ : 5

U| (Tz »8)  k+q(m-r),mtp,g’
avec, si I est un intervalle de R,

=S . .
I 12(2=5=3) 11 nd 4k 2

I ul] v= L] g [l Dy {t ul|] +
q,S,k,i,E j=0 t LZ(I)

+

L s : S
j=0 L(1)

I _ I . I - .
” u” k’g’g' - ” u“ q,o’k’z’g' ’ ” u“ l,g ” u” q,0,0, L E °
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X 1
p r+p-k-m.- >
I el T2y

[ | SiX>0°

p

Pour tout ;' borné, on procéde par partition de 1'unité en 5‘ et 1'on démontre
la :

PROPOSITION III.2. Pour tout 6 > 0 et A > 0, il existe une partition finie
Al()A2 UAN de {g'e‘Rn-l/Ig'l < A} et, pour chaque i = 1,...,N, un nombre fini d'é-
lements de &) ([0,6]), notés eJ s J o= 1 ---»%;, tels que pour £'e A, 1'opérateur 1i-

néaire et continu de wq rFu)1 r, k(O 8) x € g dans Hp(O §) défini par

'I

(usrq ...Ap1)v—> L(t;g' D) u+ z A eJ

admette un inverse a droite Ri(g )s dependant continument de ¢'e A1.. De plus il exis
te une constante C' > 0 telle que :

(i) pour tout fer(O,s), pour tout i = 1,...,N et tout ¢'€ Ai’ on ait, si
(u,xl...x ) = R-(g') f:

'
1
. 0,8

u all 28] e * PR fl §

n-l

(i1) pour tout £'eR 1 que |g'| <A et tout uewq M, 1 (058), on ait :

(0,8 0,6 0,8
Hull %80 mep < el LCEsEn D ull S8 g (08)
Les normes introduites dans cette proposition sont les suivantes : 1
rip 2 .k 2 k+q(m-r) 2
= Dy {t D t
Hull Gahimep = €L 110F 'l 20 " z I 0% < Wil 204
E 1
0,8) 2 2 2
[RAISRER S (R )
p 250t L2(0,6)
Sir=k=0, 1'espace w (0 §) est muni de la norme :
1
-1
(0,8) m % ..qm 2
I ull § =l # 7|0} My ? }
q,M,0,m 1( 0,6) 20 t LZ(O,G)

Démonstration du théoréme III.1.

On choisit 6 > 0 et A > 0 de telle fagon que la proposition III.1 soit vérifiée.
Soit alors uewrg r?1-r k((RQ) avec supp uclen'1 x [0,6[> Si 1'on désigne par % la trans-
formation de Fourier par rapport aux variables tangentielles, pour presque tout

n-1 ) +
g'e®™, Me's.)eWph | (0,6).

D'aprés la proposition III.1, on a, pour |g'| > A :
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A 2
D[[u (g's. Illq - r K,mép, e] <C {D|L(t;g-’0t) u(g-“)||é?g§ﬂ

(0,8 2
R T A [T GRS A gj )

Pour |g'| < A, on a, d'aprés la proposition III.2 :

2
[” E 5. )II qomsk)« K m+p] < C{DI L(t;glaDt)'U\(El,.)” F()O,(S)]

(0,9) 2
|:||u E’)”qm-r‘km+p1 1.

En regroupant ces deux inégalités, en intégrant par rapport a g'eam”'l et en
remarquant que

k+q(m-r)u||2 2

k 12
ur— {|] t ul| }
WP R Hm+paR2)

+

+ |t

est une norme équivalente & la norme du graphe dans WP R") on obtient la majo-
gq,m-r,k\ "+

ration a priori :

Hull oy gy < CENLEDDUL o ol Bpl
q,m-r,k*“+ + R
J:

rép-k-m.- 1 *
J 2.«Rn 1)

sl L, }
p-1 n
wq,m-r,k(m+)

Le cas Xp = 0 est analogue.

Démonstration du théoréme III.2. On définit 1' opfrateur R0 par la "formule" suivan-
P! Xp rpkemym 5 g
te pour (f,g)eH (R x (0,8)) x m H «R ) ¢
J 1

Ro(F29) = Tpv | o L(100R (6" )(F(e'st),8(e")) + Z KA CO RGN

ou :

¢, est T'indicatrice de {g'ean'l 3 |g'] < A} 5 pour |g']| > AR'(g') est 1'inverse
a droite introduit & la proposition III.1, pour i = 1,...,N,c9A_ est 1'indicatrice

s s i
de A, (proposition III.2), m; est la projection de Ngtz_r’k(O,a} x € sur

wﬂ*ﬁ_r k(0,6) et Bi(g') est 1'inverse a droite introduit & la proposition III. .

Des propositions II1I.1 et III.2, on déduit :

k k+q(m-r) 2
t“R_(f,q) . +t R (fs9)| R
e, ”H”P(m" L(0,s)) H™P @R 1x(0,5))
< c{]l || + | gll b
KPR 1x(0,6)) Xp rép-k-mi- 5
" T H I 2@l
Jj=1
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- N
De plus, pour tout ¢'e R" 1, onaR (f,g)(g',.)€

o (0,8). D'aprés la pro-

q m r,k
position 1.3 de [ ceci équivaut a dire que : tk+q(m-r)Ro(f,g)(g',.)eHm+p(0,6) et
t"Ro/(Eg)(g' )P (0, 5)HM (KLY (g gy

Par conséquent :

k()R (F,9)el™PR" 1x(0,6)) et t4R (f.9)et™ P @™ 1x(0,5) )k m‘”(k TP) @™ L))

ce qui équivaut a dire que R (f, gysw2+g_r k«Rn- x (0,8)).

En uti]isant la remarque faite précédemment sur les normes équivalentes dans

2+$-r k«R x (0,8)) on déduit de 1'inégalité précédente que R0 est linéaire et
continu de X 1
- P rip-k-m.- > -
HP@®R" 1x(0,6)) x1 H I 2 @1y dans ”m-r (B(0,6)).
j=1 ‘
Pour i = 1, N et j=1, IRE on définit 1° operateur mh .1 qui a
(Ushys.ee ) wq n-r k(0 6) x € 5 associe A On note SJ 1'opérateur linéaire et

continu de HPGR x (0,8)) dans H* «R ) défini par :
S0 = = Tl (8, 1y Rie) Rt

et 1'on pose Ql(f) = E z Si(f)t@ e} . L'opérateur Q, est linaire et continu

de P@" ! x (0,5)) dans H ®" 1 x (0,6)).

n-1 Xp  r+p-k- m- 5 a1
On définit Q,, linéaire et continu de HP@®" "x(0,8))x 1 H 2@l
P e - j=1
dans m H aRn 1), par :
J=1

o(fg) =Tl ¢ z [, B, (s )vis my(e") Fletey - Sy

Par transformation de Fourier tangentielle, on vérifie facilement les majora-

tions annoncées au théoréme III.2 dans le cas x . > 0. Le cas x, = 0 est analogue .

P p

Démonstration du théoréme III.3. Notons Q 1'opérateur {Ql,QZ}, nous pouvons considé-

rer que Q est un opérateur linéaihf et continu de
X k=
PHr+pka s

X
n-1, p r+p+l-k- m

W@ « (0,6)) @1y dans W@ 1x(0,6))<n H i@y
j=1 j=1
D'aprés le théoréme IIL.2 on a
Q? o R0 =I+i00Q
P p/mn-1 X rpokemim 7 -1
ot I désigne 1'opérateur identité de H'(R" "x(0,8))x I ®" %)
j=1
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Par dualité i1 vient
R:o?*=1*+0*oi*

En utilisant la continuité des opérateurs R:' et Q* dans des espaces appropriés
on obtient facilement la majoration annoncée.

II1.2. Cas des coefficients variables.

III.2.1. Notations et résultats. On considére 1'opérateur L

1l

L(x,t;Dx) défini

sur R" par :
min(m,m+k-r) m=h
Lu(x) = L(x,t3D Ju(x) = ¥ P77 (x,D,) {t

k+0(h) u(x)},

ou :
(i) x= (x',t)ean, avec x'eERn_1 et teR ; m et r sont deux entiers tels que
0<r<met q(mr)eWN, q étant un réel > 1 ; k est un entier > 0, et, pour tout
h = 0,...,min(mymk-r), on a :

o(h) = max (q(m-r-h), m-r-h).

(ii) pour tout h = 0,...,min(m,m+k-r), Pm_h(x,Dx) est un opérateur aux dérivées par-

tielles & coefficients indéfiniment différentiables sur R" et a dérivées bornées sur
R", d'ordre inférieur ou &gal a m-h ; si o(h)elN Pm—h(x,Dx) est, par définition,
1'opérateur nul. On écrira :
m-h m-h
P™M(x,D ) = YR
X' ot |+i<m-h (@'53)

et 1'on notera PE:E(X,DX) la partie principale, d'ordre m-h, de P

o' J
(x) Dx' Dy

m-h(x,Dx).

(iii) PWLE’DX) est un opérateur d'ordre m, elliptique sur R: » c'est-a-dire que pour
tout xe[R: et tout £eR"\ {0}, on a :

m _ m ol d
Pm(x’g) - lallzJ-:m P(Glaj)(X) ¢ En # 0.

On peut écrire : L(x,t;Dx) = Ll(x,t;Dx) + L2(x,t;Dx), ol :

m-r-1
LGtin) = 1 P Gn,) (AT

et min&r,k) r-h k-h

L2(x,t;DX) = P (x,DX) {t .}

On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante :

(C;) Pour tout xer"1, pour tout teR, et tout £eR" \{0}, on a :
m-r
L((x's0)5t 5 8) = 1 PN((xt,0) 5 g) (M)

£0.

Cette condition implique que 1'opérateur Pr((x',O) H Dx) est elliptique. L'opé-
rateur L,(x,t,D,) est donc du type étudié dans 5.
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A 1'opérateur L on associe 1'opérateur "partie principale" défini sur R" par :
min(m,m+k-r)

Lo(x,t3Dy) u(x) = 3 PN (xs0,) (£¥*0N) y(x))

L'opérateur LO(O,t;DX) est du type étudié dans III.1.
On introduit alors, pour tout p > 0, les conditions suivantes :
Hl(p) : L'équation indicielle o (p) = 0 avec :

min(r,k) ., "2 _
i (e) - hgo P{O?r_h)(O) PN o (o-1)... (o-k+h+1)

n'admet pas de racine p telle que Re p = -p-r+k- %—.

Désignons par r _le nombre de racines r de 1'équation P:(O,g'+rg) = 0 telles
que Im t > 0 (on suppose que r, ne dépend pas de la donnée du couple de vecteurs 1i-
néairement indépendants de Rn(g',g)) et par rp le nombre de racines p de 1'équation

ﬂ(p)=0tﬂ]%(WeRep>—p¢W-?.
2

Hy(p) : Le nombre Xp =Ty 7Ty est > 0.

On définit maintenant les opérateurs frontiére, lorsque Xp >0 3
Pour j = 1,...,xp , soit 1'opérateur B?(x',DX.) défini par :
oy r+p-k-1
B3 (x"sD,1) yu = Az_k By a(Xx'3Dyi) vy u
od, pour tout couple d'entiers (j,A) vérifiant 1 < j < x , -k < < rtp-k-1,
Bj,x(x ,D ) est un opérateur aux dérivées partielles & coefficients indéfiniment
dérivab]es et 3 dérivées bornées sur'm n-1 , d'ordre inférieur ou €gal & m,-A, m;
étant un entier vérifiant -k < my < r+p-k-1 (et si m;-x est négatif, 1'opérateur
Bj,A(XI’Dx') correspondant est, par définition, 1'opérateur nul).
On note Bp Bp( D ) = (Bp(x D ). Bz (x',Dx.)). A cet opérateur Bp, on
associe 1'opérateur 8° (x ,D ) défini par : P

Bp(x D) = (BQO(X ,DX.),...,Big(x-;ox.)) R

ou 00 repok=1 ma-a
) -
Bj (x ’DX')Y u= xz-k Bj,A (X’Dxl) Yy U
m.=A
BJJA (x',Dx.) étant la somme des termes d'ordre exactement my=2 dans 1'opérateur
£l
]
Bj,A(X ’Dx')'

Nous introduisons alors la condition suivante :
H3(p) : Pour tOUt(uGSn_z, sphére unité de Rn-l, le probléme aux limites :
]
{‘Lz(o,t;m,Dt) {v(t)} = 0
Bg(O;w)'yv =0, 51,20,
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ou s {L5(0,t50,0,) (v(t)} = 0, si x =0,

n'admet que la solution v = 0 dans wr+p(R ) .

Pour tout p > 0, on considére 1'opérateur A défini sur wq T, k«R ) par :
{LusB_, y ul, siyx >0,
CP cur—Cou s { P P
p Lu s Si xp =0
C'est un opérateur linéaire et continu de wE*m r, kaR ) dans
P XP o rep-k-mj- 2 p
H (lR,,) x T H @1y (resp H (R])) si x, > 0 (resp x, = 0).
j=1 p p
L'opérateur adjoint {;L et (E; est un opérateur linéaire et continu de
p P ey 7 p n
el 51 ®"%) (resp P@]]]") dans QP @]
= 0).
si Xp >0 (resp p )

Les espaces D'-Ip(le)] et Dlgﬁz_r k((RE)] seront considérés comme des espaces de
distributions sur R". Pour tout p > 0, nous noterons j_ 1'isomorphisme canonique de
DP(RQU' sur H;pﬂRz), espace des distributions de H'paR") a support dansﬁﬂ

On a les théorémes suivants :

THEOREME III.4. Soit p > 0. On suppose que les conditions (Cl)’ Hl(p), H2(p) et
H3(p) sont vérifiées. Alors, pour tout entier s > 0 tel que 1'équation indicielle

o (p) = 0 n'ait pas de racine p dans la bande
2

-(pts) - r+k - % < Re g < -p-rt+k - %

il existe des constantes e, > 0 et C; > 0 telles que :

Si u appartient a N$+E ry k(R:), si le support de u est contenu dans la boule de

centre 0 et de rayon € et si ‘E} u apFartient a

X -k-m.-
p r+p+skmj-,2-

Hp+s(82) x T H an-l) (resp Hp+saR2)), alors :
Jj=1 -
(i) u appartient & wq $+ k&R )
(i1) |lu Cs{ o +
s gy = C5IT3 o e ]
,m-r, k R, Hp+s(mn) « T H J Z(Rn-l)
+ o
vl WmHp+s- 1
q,m r, k({R )
(resp l|u||wm+p+,5 {lli\) ul| P )+ “u”wmpﬂ_l(mn)}) .
q,m-r,k + q,m-r,k "+

si Xp > 0 (resp Xp = 0).
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THEOREME III.5. Soit p un entier > 0. On suppose que les conditions (Cl), Hl(p),
H2(p) et H3(p) sont réalisées. Alors, il existe des constantes ¢ > 0 et C > 0 telles

que, pour tout (f,g) (resp f) appartenant a

X
p  -r-ptktm.+5
[Hp(IR:)[' x T H J 2(an 1) (resp [Hp(IR::)]') et & support dans la boule de
j=1
centre 0 et de rayon € on ait :
Il (f29) 1] < c{]IDX(Fag +
| I A S [N ER] W e
P@®)]"x 1 H R") b
J=1
13, fll + il gll }
p -p-1,,n Xn e 21
H (R7) Hp ) r p+k+mJ. Vi n-l)
j=1
(resp || f| {IICP (f) S (IS | RIS o I
@)~ [2*,5’,-r (@] PPN
si Xp > 0 (resp Xp 0).

IT1.2.2. Démonstration des résultats.
Estimations directes (théoréme III.4).

Pour s = 0 nous avons seulement & démontrer la majoration a priori. Si

m+p
uewq’m_

C > 0, indépendante de u, telle que :

, k(lR:) avec supp uc®R™ 1 & [0,5[ le théoréme III.1. montre qu'il existe
H]

) . 0
“Mwmp . i“”LwﬁmQ”MWw)”w“mWJW”Xprw«m-l
q,m-r,k* "+ + m H Izl
J=1
Ll b
p-1 n
wq,m-r‘,k((R )

La majoration a priori cherchée s'obtient alors en remarquant que les opéra-
teurs L%(x,t3D,) - LO(0,t,D,) et Bg(x';Dx.) - Bg(o,ox.) vérifient des inégalités du
type compacité et que 1'opérateur L(x,t,DX) - L°(x,t,DX) (resp Bp(x',DX.)-Bg(x',DXJ)

Xp  r4p-k-m,- 4
2 nn-1
TER™Y) .

L . m+p-1 n pmn P
est linéaire et continu de wq,m-r,k(R+) dans H'R,) (resp jgl H

Pour s = 1 on utilise la méthode des quotients différentiels tangentiels puis
on étudie 1'opérateur différentiel ordinaire, dépendant du paramétre x', é@(x',t,Dt)

défini par :
min(m,m+k-r) n-h -
Sﬂ(x',t,Dt)u(x) = ) P(O,m-h) (x',t)Dy

h {tk+0(h) u(x)}

que 1'on écrit :
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dL(x',t,Dt)u(x) = Ly(x',t3D,) o M(x',t,D;) + Q(x',t,D,)

ou
. m1”§r’k) r-h r-h .. k-h
L0ty = ) TRy () o T
et
M(x',t,D,) = mir (X', £)/P, (x',t) D™ N galmr-h)
D) = L (o m-n) X E)/P g,y (XT51) Dy 3

Ceci a un sens si (x',t)eB(0,e) avec ¢ assez petit car PEO r)(o) # 0 et 1'on
remarque que 1'opérateur M(t,Dt) entre dans la classe des opérateurs. introduit au
chapitre II.

Pour s > 1 on procéde par récurrence, par une méthode analogue.

Estimations duales (théoréme III.5).

Supposons Xp > 0, le cas Xp = 0 étant analogue. Soit (f, 59qs- -+ ) appartenant
Xp - p
p -r-ptk+m
a W@ x 1 H J7("1)
J=1
isomorphe au sous-espace des distributions de [N

m+p
q m-r,

r, k(IR")’_]' a support dans lRf, on

. L'espace [W k(lR:)]' étant canoniquement

q,m-
L n
peut considérer )p(f;gl,...,g p) comme un élément de [wq m-r, k(]R )]

Par transposition, & 1'aide d'une fonction test chS)(lR )» nous pouvons calculer

O*(f;gl,...,g ). Des lemmes du type compacité nous permettent alors d'obtenir 1'es-
timation a priori duale recherchée.

IV. ETUDE SUR q.
On reprend les notations du chapitre I.

Pour tout entier p > 0, on considére 1'opérateur ?p défini sur @ par :

{(Lu, Bp u) si Xp > 0

u +—r {?P u-=

L i =0
u S1 Xp
C'est un opérateur linéaire et continu de w’é‘*f\’]_r k(Q) dans
Xp r+p-k-mj--%
HP(@) x 1 H (r) (resp HP(g)) si x. > 0 (resp x. = 0).
j=1 p p
- . +
On désigne par [Hp (@f]" (resp [wg‘ 5] r, k(Q)]') 1'espace dual de HP(g)

(resp wq m-r, k(Q)). L'opérateur adJomt f? de ¢’ est un opérateur linéaire et con-

Xp  -r- p+k+m + ?-

P
tinu de D—Ip(Q]' x Jnl H (r) (resp [HP(a)]"') dans [wq mer, (2J]"s consi-

déré comme un sous-espace de distributions sur R" a support dans Q, si Xp >0
(resp si Xp = 0).
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On désigne enfin par jp 1'isomorphisme canonique de [Hp(Q)]' sur H;p(Q) espace
des distributions de H'P@®") a support dans % .

Par "cartes locales" et "partition de 1'unité" en utilisant la méthode employée
dans [5] on obtient les résultats suivants :

THEOREME IV.1. Soit p un entier > 0. On suppose que les conditions (C), Hl(p,Q),

Hz(p,ﬂ) et H3(p,n) sont réalisées. Alors, pour tout entier s > O tel que 1'équation
. - 1 T

@Lz(x,p) = 0 n'ait pas de racine dans la bande -(p+s)—r+k--§ < Rep < -p-r+k--§ pour

tout x appartenant & T', il existe une constante C > 0 telle que, si u appartient &

mH
wq E r,k(Q) et si Jp ; appartient a .
p  r+pts-m,-
W) x 1 H 3200y (resp H*S (a)),
j=1
alors :

(1) u appartient & wﬁ*ﬁfs k(@)

() {1l nepas o el 5 pull

X 1
N p r+pts-k-m.-
qsm-r,k p+s(g) <1 H J 2

=1
}

(r) +

Wull e
p+s-1
wq’m‘rsk(n)

I
(Y'esp “ UH m+p+s i CS{” -S pu” Hp+s(Q) + ” U” m+p+S-1(Q)})

g,m-r,k q,m-r,k

si Xp >0 (resp x. = 0).

p

THEOREME IV.2. Soit p un entier > 0. On suppose que les conditions (C), Hl(p, B
H2(p, ) et H3(p, ) sont réalisées. Alors il existe une constante C > O telle que,

pour tout (f,g) (resp f) appartenant a

- k

HP(e)] " x n rp+ itz 2 (resp [HP(2)]")

1

on ait : ¥

P - :ip -r-p+k+mj+?(r) Woomer k(@)

=1

j f
gy S
QH I ()

Jj=1
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X
(resp I Fll ooy = e[ Tyl }

2)|

> 0 (resp Xp = 0).

+ 113 fll
m+ . -p-1,p,n
) PHPTR)
si
*p
Démonstration. Par "cartes locales" et "partition de 1'unité" on se raméne, par un
raisonnement classique, aux théorémes V.4 et V.5 et aux estimations a priori pour
les opérateurs elliptiques. Une &tude analogue est faite, de fagon détaillée, dans

(5].

I1 est bien connu qu'a partir des théorémes IV.1 et IV.2 on obtient les théoré-
mes I.1 et I.2 ; en fait on a le résultat suivant, concernant 1'existence des solu-

tions dans les espaces Wt

qem-r i (2) ¢ étant un entier > m+p, p étant un entier > 0,
2 ’

du probléme :
{ Lu = f dans @
B yu=g surrT, siy
{Lu = f dans q, si x

0

n o

>
0.
P
THEOREME IV.3. Avec les notations du chapitre II, on suppose que les conditions (C)
Hy(Ps@)s Hy(p»2) et Hy(p,n) sont réalisées et que pour tout x appartenant & r 1'équar
tion o (xsp) = 0 n'a pas de racine p dans la bande :

2

-(pts) - r+ k - %-5 Rep<-p-r+k- 1

2

s étant un entier > 0. Alors, pour tout entier & tel que 0 < 2 <'s 1'opérateur 0

- ML I P
opérant de wq m-r k(n) dans

H] E]
X 1
p  ri+pte-k-m,-
@) x 1 H 204y,
J=1

(resp Hp+£(n)) posséde les propriétés suivantes :

(i) c'est un opérateur & indice dont 1'indice est indépendant de 2,

‘s - s m+p+4 . @ -
(ii) son noyau est égal & {Llewq’m_r’k(n) s Spus 01,

(ii1) son image est composée des €léments (f,g) (resp f) appartenant &
Xp repte-kem, - !

Hp+2(9) x T H (r) (resp Hp+£(9)) tels que :
j=1
<f,v> +<g,0> =0
Hp(n)x[Hpﬂzﬂ ' ’ Xp  rep-k-m,- 1 Xp —r-p+k+m.+—%
T H J C(ryx1m H 32y
j=1 j=1
(resp <f,v> = 0) pour tout élément (v,@) (resp v) appartenant a

HP ()< [HP (2)] "
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X

p -r-p+tk+m.+ = >

HWP@J' x 1 H J 2(l‘) (resp [HP(2)]") vérifiant @:(v,ﬁ) =0 (resp @pv=0)
j=1

si Xp >0 (resp Xp = 0), ﬁﬁ: désignant 1'adjoint de %} considéré pour ¢ = 0.

V. APPLICATIONS.

Soit 2 un ouvert borné de R" de frontiére r. On suppose que  est une variété
i bord de classe C”. On se donne une fonction w de R" dans R, de classe C*, véri-
fiant :

2= xeR" ; @(x) > 0}

T

{(xeR" 3 ¢(x) = 0}
gradg(x) # 0 si xerT
Dans Bﬂ, M.S. Baouendi et C. Goulaouic ont étudié 1'opérateur défini sur @ par
Au(x) = 08 (a (x) (x) D*u(x))
Ia%:l o

|e|<1
I1s ont montré que si la forme définie par
a(u,v) = f 3,4(x) (%) D% u(x) D% v(x) dx
2 Jaf<l
l8l<1
est coercive sur 1'espace V = {ued (@) 5 /¢ DaueLz(Q), [a] < 1} et si les coef-
ficients a8 appartiennent a C“(E), alors :
() A est un isomorphisme de D(R) sur Tui-méme.

Nous nous proposons ici de montrer comment 1'é&tude faite dans les chapitres pré-
cédents permet de mettre en évidence une classe d'opérateurs elliptiques dégénérés
a la frontiére et satisfaisant @ la propriété (»). Nous nous limiterons essentielle-
ment a deux exemples, le premier d'entre eux mettant en &vidence un exemple d'opéra-
teurs elliptiques dégénérés vérifiant la propriété (») et étant hypoelliptique sur
Rn, ce qui n'est pas le cas de 1'opérateur A étudié par M.S. Baouendi et C. Goula-
ouic (cf [9]).

La méthode utilisée ici pour obtenir la régularité est inspirée de [7].

V.1. Opérateurs qui dégénérent sur le bord en 1'opérateur identité.

V.1.1. Notations, hypothéses et résultats.
Pour k entier > 2, on désigne par wi/z 1(Q) 1'espace de Sobolev avec poids :
s

U o q(0) = wet?(a) 5 /2

0* uel?(a), |of < 1}
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et pour pelN, par wi;g 2(ﬂ) 1'espace de Sobolev avec poids
2+ k +2
"’k/g,z(“) = {uetP(2) 5 @ ueHP™(a)} .

Munis de la norme canonique, ces espaces sont des espaces de Hilbert.
Soit Ll(x,DX) 1'opérateur aux dérivées partielles défini sur Q par

B k o
L,(x,D.) u(x) = L D° (a_(x)e (x) D* u(x)
1 X {alil af ¢

lel<1

ol les coefficients 8 sont indéfiniment différentiables sur @ et ol k est un en-
tier > 2. Nous supposerons que la forme al(u,v) définie par

k
a;(u,v) = A a,6(x) D* u(x) DB v(x) dx
est coercive sur 1'espace

1

U p(2) = (ued (2) 5 "/

0* uel?(2), |o| < 1}s

c'est-da-dire qu'il existe deux constantes C et y avec C > 0 telles que pour tout
1 A
u wk/z(n), on ait :

2 1/2
Re ag(u,u) > c|] ul - ulleg V2wl
L W (@) L% (2)
k/2
Nous supposerons de plus que les coefficients de Ll(x’Dx) sont tels qu'il exis-
te reC vérifiant :

(C) Pour tout x er, tout x € @ et tout geR" \ {0}

|a|§|8'=1 aas(xo) (o8 c?k(x) +A#£0

(H) I existe C > 0 telle que pour tout ue ”&/2 L(2), on ait

Re fay(ww)) + Rea [[ull %, > cljull
L™ (a Wk/z’l(ﬂ)

Nous noterons alors L(x,DX) 1'opérateur défini sur Q par :

L(x,DX)u = Ll(x,DX) u+au.

k

Par exemple, 1'opérateur L(x,DX) = Di(ce Di )+ vérifie ces hypo-

)

i=1

théses pour tout reC tel que Re » > 0 .

On a alors les résultats suivants :

THEOREME V.1. Si 1'opérateur Ll(x,DX) vérifie les hypothéses précédentes alors, pour

tout p entier > 0, 1'opérateur L(x,Dx) est un isomorphisme algébrique et topologique

2+
gg_wk/g’z(n) sur HP(q).
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Corollaire V.1. Sous les hypothéses précédentes, 1'opérateur L(x,Dx) est un isomor-
phisme algébrique et topologique de (%) sur lui-méme.

Remarque. Si 1'opérateur Ll(X’Dx) défini sur R" et elliptique en tout point de R™\T
et si de plus i1 vérifie la condition suivante :

(C') I1 existe r&C tel que pour tout x ef‘ pour tout xeR" et tout teR"\ {0} on ait

aga(xy) e () +2 £ 0

)
lol+]8]=1
alors 1'opérateur L(x;Dx) = Ll(x;Dx) + X est hypoelliptique.
Par exemple, 1'opérateur L(x,D ) 'Z D (‘P .) + X avec A tel que Re x > 0

et Im A # 0, est hypoelliptique dans R et rea]1se un isomorphisme de ¢ (R) sur

D (9).

L'hypoellipticité de tels opérateurs a été montrée dans [19] en remarquant que
ces opérateurs entrent dans la classe des opérateurs étudiés dans [10]. Cependant
ce résultat peut étre établi trés simplement a partir des résultats de [15].

V.1.2. Démonstration du théoréme V.1.

lére étape. p = 0 Le théoréme I.2 et un argument de perturbation par des opérateurs
compacts montrent que L(x,DX) est & indice de wi/z 2(Q) dans LZ(Q) ; 1'image

L(x,D ) {wi/2 2(Q)} est donc fermée dans LZ(Q).

So1t fe®(?). Puisque L(x,D ) est fortement coercif sur wk/2 1(Q) il existe
k/2 1(Q) tel que Lu = f.

Par 'tartes locales" "partition de 1'unité" et en utilisant la "méthode des
“quotients différentiels tangentiels" on démontre que u appartient a wi/z 2(Q) ce qui

montre que 1'image L(x,Dy) {Wﬁ/2 2(9)} est dense dans L () 5 cet espace étant fer-
mé dans L"(Q) on en déduit que 1'opérateur L(x,D ) est surjectif de Nk/2 2(Q) sur

2

L ().

Soit maintenant ue:wi/2 2(Q) tel que L(x,DX)u = 0 ; puisque L(x,DX) entre dans
la classe d'opérateurs &tudiée au chapitre I, on a : ueW (2). Comme

3
Wes2,2
u = 0.

k/2,2

< sax 1 . .
(Q)C—-+wk/2,l(9), la forte coercivité de L(x,DX) sur wk/z’l(n) implique que

Ceci montre que L(x,DX) est injectif de wﬁ/z 2(Q) dans Lz(g) ; le théoréme V.1
est donc démontré dans le cas p = 0.

2éme étape. p > 0. La premiére &tape montre que 1'opérateur L(x,Dx) est un opérateur
a indice, d'indice nul, de Ni/z 2(Q) sur Lz( ). Le théoréme 1.2 montre que 1'opéra-
teur L(x,Dy) est a indice, d'indice nul, de wk/g 2(%) dans Hp( Q), pour tout p > 0.
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Puisque, pour tout entier p > 0, on a wi/z 2(Q) < i/z 1(Q) la forte coercivité

de L(x,D ) sur wk/2 1(Q) montre que

2+p _
Ker L(x,Dx)r)wk/Z’z(Q) = {0}.

Ceci montre que L(x,DX) est un isomorphisme algébrique de WE;E 2(Q) sur Hp(ﬂ) H
le théoréme de Banach permet alors de conclure.

V.2. Opérateurs qui dégénérent sur le bord en un opérateur du type de Fuchs.

V.2.1. Notations, hypothéses et résultats.

Pour k > 3, on désigne par W (2) 1'espace de Sobolev avec poids :

1/2 k/2

wk(g) = {ue®' () ; (x) p* ueL (2)s |a] <let DaueLZ(Q),la|§?}

et par V(@) 1'espace de Sobolev avec poids :

V(a) = (ued(a) 5 @%(x) Puel?(a), Jof < 1 .

A

Pour tout entier p > 0, on désigne par wﬁfg/z 2 1(Q) 1'espace de Sobolev avec
poids :

4+p

2 K4
Welh/2,2,100) = uehP(a) squeh?*P(a) et q* ueH™P(

o)}
et par wi (o) 1'espace de Sobolev avec poids :

W) = weH™(a) 5 quertP(a)

Munis de la norme canonique ces espaces sont des espaces de Hilbert.

Soient Ll(x’Dx) et L2(x,DX) deux opérateurs aux dérivées partielles définies
sur Q par :

LI(X,DX)U(X) = Ia)l“<2 DB(aaB(X) q,k(x) D%u(x))
|8|<2

Ly (XD, )u(x) = laz<1 DB(baS(x) < (x) D%u(x))
l8|<1

ol les coefficients actB et bae sont indéfiniment différentiables sur g et ol k est
un entier > 3.

Nous noterons L(x,DX) 1'opérateur défini sur @ par :
L(x,Dx) u(x) = Ll(x,DX)u(x) + Lz(x,Dx)u(x)
et nous supposerons que L(x,DX) vérifie les conditions suivantes :

(C) Pour tout x eT » tout xe® et tout zeR"\ {0}
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Lolxgexs) = K Hx) + B o

lal=a]= a8t ©

b £
ol dpfer e

(H) L'opérateur L(x,DX) est fortement coercif sur 1'espace Wk(n), c'est-a-dire qu'
il existe C > 0 telle que pour tout uewk(ﬂ), on ait

Re{ [ a_.(x) Lek(x) D%(x)DPu(x)dx + f b_(x)e (x)D%u(x) DBu(x)dx}
olaj<e 2lal<1 P
|8]<2 l8|<1
5 2 ()
2 cllullg o

Sur 1'opérateur LZ(X’Dx)’ nous ferons 1'hypothése (H'). L'opérateur L2(x,DX)
est fortement coercif sur 1'espace V(Q) c'est-a-dire qu'il existe C > 0 telle que
pour tout ueV(Q), on ait :

B 2
Re{ [ byg(X) @ (x) D%u(x) D°u(x) dx} > Cl| ul| .
lel<1
- T2, k2 v
Par exemple, 1'opérateur L(x,D ) = ¥ Di(p Di.) + Y Di{pD;.) + 1
X igp 1 i 38 1 i
avec k entier > 3, vérifie les hypothéses précédentes.

On a alors :

THEOREME V.2.-Si 1'opérateur L(x,DX) = Ll(x’Dx) + LZ(X’DX) vérifie les hypothéses
(C)s (H) et (H'), alors pour tout p > 0 1'opérateur L(x,DX) est un isomorphisme al-
gébrique et toplogique de wqu/z 2 1(Q) sur Hp(n).

&y

COROLLAIRE V.2. Sous les hypothéses précédentes, 1'opérateur L(x,DX) est un isomor-
phisme algébrique et topologique de (Q) sur lui-méme.

V.2.2. Démonstration du théoréme V.2.
lére étape. p = 0. Les résultats de [2] (cf aussi [7]) montrent que 1'opérateur
LZ(X’DX)’ sous 1'hypothése (H'), est un isomorphisme de N€+p(n) sur Hp(Q) pour p > 0.

Le théoréme 1.2 et un argument de perturbation par des opérateurs compacts montrent
que L(x,DX) est & indice de wﬁ-l/Z 2 1(n) dans LZ(Q) 3 1'image
&

L(x,D ) {”ﬁ-1/2,2,1(9)} est donc fermée dans LZ(Q).

En utilisant la méme méthode que pour la démonstration du théoréme V.1. et des

Temmes techniques analogues & ceux de [7].On démontre que cette image est dense dans
Lz(n) ce qui montre que L(x,Dx) est surjectif de wﬁ_l/z 2 1(Q) sur LZ(Q).

. . 4 P
Soit maintenant ue:wk_l/z’z,l(g) tel que L(x,DX) =0 ; le théoréme I.2. montre

5 5 R
quelxewk_l/z’z’l(n). Comme wk_l/z’z’l(n)c»wk(n) la forte coercivité de L(x,DX) sur
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wk(g) implique que u = 0.

Le théoréme V.2. est donc démontré dans le cas p = O.

2éme étape. p > 0. La premiére é&tape montre que 1'opérateur L(x,D ) est un opérateur
d indice, d'indice nul de wﬁ 12,2, 1(sz) sur L (). Le théoréme I. 2 montre que 1'opé-

rateur L(x,Dx) est a indice, d'indice nul, de wk 12,2, 1(Q) dans HP(), pour tout
entier p > 0.

Puisque pour p > 0 on a wﬁfg/z 9 1(Q)c__>wk(9), la forte coercivité de L(x,DX)
s&
sur wk(n) montre que

Ker L(x,D )(\wk /2,2, 1(Q) = {0}

Ceci montre que L(x,DX) est un isomorphisme algébrique de wﬁfg/z 2 1(Q) sur
Hp(n) ; le théoréme de Banach permet alors de conclure.
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