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OPERATEURS MAXIMAUX ASSOCIES A UNE CLASSE D'OPERATEURS
ELLIPTIQUES FORTEMENT DEGENERES SUR LA FRONTIERE.
APPLICATION AU CALCUL DE L'INDICE POUR UNE CLASSE
DE PROBLEMES AUX LIMITES ASSOCIES A CES OPERATEURS

par

Dominique PREVOSTO

I - INTRODUCTION

On &tudie des problémes aux limites dans un ouvert Q de R", associés a des
cpérateurs elliptiques a 1'intérieur, dégénérés au bord de cet ouvrage, le bord
étant caractéristique.

Dans cette direction, M.I. Visik et V.V. Grusin ont obtenu certains résul-
tats dans [13] pour 1'opérateur défini par :

m-r

L

h=0

Lu(x) = LOGDu() = 1 PP PoGD, o) 3™ yix) 3

X

ot m et r sont deux entiers tels que O<r<m, q un réel > 1 tel que gq(m-r) e N,

ol Pm'h(x,Dx) est un opérateur aux dérivées partielles d'ordre inférieur ou égal ®
& m-h, Pm(x,Dx) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans @, et ol ¥ est une
fonction de classe C~, équivalente & la distance au bord r de 1'ouvert régulier g.
Ce sont des opérateurs d'ordre m, elliptiques & 1'intérieur et dont la dégénéres-
cence au bord est d'ordre q(m-r). Considérant les problémes aux limites associés

aux opérateurs L :

Lu=f dans @ .
Bu=g sur T,

ol B est un systéme d'opérateurs différentiels frontiére, on montre dans [13],
moyennant certaines hypothéses sur L et B, que le couple d'opérateurs {L,B} est un

opérateur a indice dans des espaces converables, le second membre f &tant dans LZ(Q).
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Avec J. Rolland dans [9] (cf. aussi [101) nous avons montré que, pour tout
entier p>0, 1'opérateur {L,B} est & indice, le second membre f &tant dans Hp(ﬂ),
1'indice étant indépendant de p € IN.

L'objet de cet article est de montrer que si Pr(x;Dx) est un opérateur pro-
prement elliptique d'ordre r=2s, et si 1'on prend pour B un systéme de Dirichlet
d'ordre s sur la frontiére de @, alors 1'indice de 1'opérateur {L,B} est nul, comme
c'est le cas pour 1'opérateur {Pr,B}. Lorsque r=0, i1 n'y a pas d'opérateurs fron-
tiére, et le résultat a &té obtenu en collaboration avec J. Rolland.

Pour la démonstration, on utilise de fagon essentielle, 1'existence de traces
et une formule de Green pour les é&léments du domaine maximal

D(L;e) = {u € L2(9) y Lue LZ(Q)} de L dans Lz(n) 5
c'est 1'objet du paragraphe IV.

Pour cela, on a besoin de montrer que D(Q) est dense dans D(L;). Dans le
cas r=0, on montre méme que Q(Q) est dense dans D(L;n). Ce probléme de la densité
des fonctions réguliéres dans le domaine maximal de L, est celui de la cofincidence
entre prolongement "fort" et prolongement "faible" de 1'opérateur L dans LZ(Q).
Pour les définitions, on renvoie a K.0. Friedrichs [4]. Ce probléme intervient dans
de nombreuses questions, en particulier en ce qui concerne les problémes aux 1i-
mites associés & L (cf. par exemple [8] et [5]).

Plusieurs auteurs ont résolu la validité de la densité des fonctions régu-
lieéres dans le domaine maximal pour diverses classes d'opérateurs différentiels
(cf. [31, [41, [61, [7], [8]1, [11, et 1a bibliographie de ce dernier).

La méthode utilisée ici, dans le paragraphe III, est une méthode de transpo-
sition, comme celle utilisée par P. Bolley et J. Camus dans Eﬂ . Elle est associée

d un théoréme de régularité analogue au théoréme de régularité & 1'intérieur pour
un opérateur elliptique. Ce théoréme est démontré au paragraphe II.

De la formule de Green et du théoréme de densité des fonctions réguliéres dans
le domaine maximal de L dans LZ(Q), on déduit, au paragraphe V, des théorémes de
régularite.

Le paragraphe VI, enfin, est consacré & 1'étude du probléme de Dirichlet as-
socié aux opérateurs L. La méthode utilisée pour le calcul de 1'indice différe
sensiblement de celle de J.L. Lions et E. Magénes dans [8].
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Le plan de cet article est le suivant :

I - INTRODUCTION.

II - UN THEOREME DE REGULARITE.

IIT - THEOREMES DE DENSITE POUR LES DOMAINES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS MAXIMAUX
ASSOCIES A UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES.

IV - THEOREME DE TRACES POUR LES DOMAINES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS MAXIMAUX
ASSOCIES A UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES.

V - APPLICATION AUX PROBLEMES AUX LIMITES.

VI - APPLICATION AU CALCUL DE L'INDICE POUR LE PROBLEME DE DIRICHLET.
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suggestions n'auront pas été moins efficaces.

I1 - UN THEOREME DE REGULARITE.

Dans ce paragraphe, on va é&tablir le théoréme de régularité locale, & partir
duquel on résoudra au paragraphe III le probléme de 1a densité des fonctions ré-
guliéres dans le domaine maximal des opérateurs considérés.

.Tout d'abord, on rappelle et on compléte des résultats relatifs aux espaces
de Sobolev avec poids W s donnés dans [9], [10] et & une classe d'opérateurs dif-

q,
férentiels ordinaires elliptiques et dégénérés (cf. [9]).

II-1. Une inégalité du type "compacité" pour les espaces de Sobolev avec poids
Wt (RM.
q,s

Soit n>1. Le point générique de R" sera noté x = (x',t) avec x'e m"'] et
t € R. On note Rg le demi espace défini par :
R = (xeR" 5 t>o}.
Soient ¢ € Z, s un entier > 0 et q un réel > 1 tel que gs e IN.
On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants :

wg SR = e KSR 5 9% u e HPR" )3,

On munit wg S(R") de la norme canonique.

PROPOSITION 2.1. - Pour tout entier j tel que 0 < j < qs, 1'application

U —s t9%79 y
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J
R
est Tinéaire et continue de Ng S(R ) dans H I@R" ).
t]

Deémonstration. - On utilise des théorémes de dérivées intermédiaires aprés trans-
formation de Fourier sur R pour obtenir le résultat dans le cas &-s > 0. Dans le
cas 2-s < 0, si u e W (R n) on pose
9,8 g-s
-1 '7?‘ ,
vix) = 9 {(1+]g" |2 2 Ge',0)r (%),

et on est ramené au cas précédent car v € NZ ®R").

PROPOSITION 2.2. - L'espace ;D(Rn) est dense dans W (Rn).

q,S

Démonstration. - Ce résultat s'obtient par troncature et régularisation.

PROPOSITION 2.3. - On suppose s>1. Alors, pour tout e > 0, il existe une constante
Ce > 0 telle que, pour j = 1,...,qs et tout ue w GR ), on ait

1£9-3ull . <e %l +C uuu
J HR, (,Rn) € 2

H IR™

SRY

Démonstration. -
lere étape : n=1. Il suff1t de montrer que, pour tout € > 0, il existe C_ > 0 tel
que, pour tout u & w (R), on ait :

1SNl <l s, 16957l
e 2

H q(l'R) Hi(’Rn) H

ol

®)
Par densité, i1 suffit de le montrer pour u € D(R). Si Fu est la transformée de

Fourier de u sur R, on a :

- ] -

£-~ 4as- -1 qs-1 2-—  qs-1 qds- -2
2.7 d d [ d 2.7 d

I‘R(m ) 8 ey Fu ey Fua - Jma? (n?) 8 Gy Fu ey Fu d

1
A R N

d
= LR(]‘FT ) quSFU -—qs——zFU dt- 2(1?,-—) I (]+’l’ ) WFU.W Fu dt.
Par suite : )
-— -  .gs-2
2.¥q , a9 ] 49 ? q  d%
1 (T4 — F 1+12 Ful d
| v |drqs_ A 2y u| (1422) |———2qu5_ | ¢
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On utilise alors 1'inégalité classique : ab < ca’ + C, b?

1'inégalite (2.1).

, ce qui donne

2éme étape : n > 1. I1 suffit de faire la démonstration pour u e &DGR").

ler cas : 2-s > 0. En utilisant le cas n=1, on montre que 1'on a

o
[1£%5 ]|

- l1t%ul] +C_ Jul| -
J [} 2,on-1 € L=s 2 ,5n-1
wd ] K ®R;L2R)) S ®R,LEER™T))
HOIRLZRTY)
T 2 172 1
En posant v(t) = fﬁu(g';—g) od A= (1+]g'|%) et § = - 3 on vérifie que
A

2

ve l’]R) et 0% v e LER).

Par intégration par parties, on obtient que, pour tout € > 0, i1 existe CE > 0
tel que, pour tout j = 1,...,9s on ait :

IIDfS'JVILz(‘R) <ell DfSVIILg(iR) llv ”LZ(R)
On fait le changement de var1ab1es n = “E’ on multiplie par (1+]|g'|
intégre par rapport d ¢' e R"'. on obtient :
[£95 ) ; <o Il

PRH IR

2)’L'S et on

C, llull 5

RREET)) RS

On en déduit alors que

1e95 9] . <o [ty £ full o -
HR'%(IR ) Hl(an) € HQ' S(an)

2éme cas : 2-S < 0. On se raméne au cas ol £=S, en posant

=S

vix) = 71 aee B2 2 At ().

La proposition 2.3 est donc complétement démontrée.

L 'espace ébaR ) étant dense dans wq GR ), i1 en résulte que 1' espace dual
[wg S(IR")] est un espace de d1str1but1ons Plus précisément, [w aR y]* stiden-
tifie a 1'espace des distributions T de la forme :

s .
T = 3 td g., o g. appartient a H q(IRn).
j=o 9 j

11.2 - Un lemme de dérivées intermédiaires.

Etant donnés deux nombres réels 2 et r, on désigne par Hr,zaRn) 1'espace
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L
HORY) = (u e ' (RY) 5 (1+]e |24 2 (1+]e'12)2 Fu e LPRY)

muni de Ta norme canonique. Si q désigne un réel > 1 et s un entier > 0 tel que
g s €N, on note wq s (r,z;Rn) 1'espace :

M JruR") = ue SR 5 tBu e wDHRY)Y
muni de la norme canonique. On a alors :

LEMME 2.1. - Pour tout j = 0,...,gs, apg]1cat10 u— t9579y est Tineaire et
continue de wq S(r,z;m") dans H"** J/q( R").
E]

Démonstration. - Le cas n=1 est immédiat. Lorsque n>1, on étudie le cas r=0, puis
pour r#£0, on s'y raméne en posant

_ r/2
v(x) = G ! {(1+|s‘lz+r2) e, (x).

II.3 - Surjectivité des traces dans wz S(Q)

I1.3.1. - Etude dans le demi espace.

Soient & e€Z, s un entier >0 et q un réel > 1 tel que q s € IN. On définit
les espaces de Sobolev suivants :
2 ny _ £=S,ony . QS 2,00
wq’SOR+) =ueH °R)) ; tTueHlH(R)}.

On les munit de la norme canonique.

PROPOSITION 2.4. - Pour tout entier j tel que 0<j<gs,1 apg]ication
u +—> t357Jy est linsaire et continue de W* (R}) dans TR aRY).

q,S
Démonstration. - Pour u appartenant a w (Rn), on pose :

u(x t) si t >0
Pu(x',t) =
Z % u(x',-jt), si t <0,

J_
avec r = max (qs-2,9s, %-s-1+gs), les o; &tant des constantes solutions du systéme
Z o (- Ik pour k = min(2-9s,-qs),... max(&-s-1,-1).

J_

On ver1f1e facilement que P est un opérateur linéaire continu de w (R") dans
q’s(R ).

PROPOSITION 2.5. - (R ) est dense dans w GR ).

Démonstration. - Elle résulte de la proposition 2.2 et du lemme 2.2.

Lorsque %-s>0, on peut définir les £-s traces YoUse++s¥,_gqU POUr Tes
éléments de u € w” aR ), ces traces sont définies de fagon classiques par :
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] _nd ] s o ~ _] E)
Yju(x)'Dt“(x ,0), j=0,...,2-5-1, ol Dt-T—'

On a alors :

PROPOSITION 2.6. - L'application vy = (Yo,...,yl_s_]) est linéaire continue et sur-
Jjective de wé S(IR?_) sur

.1
2-s-1  g-s-j-
1 7

H ®"7y.

J=0
Démonstration. - Elle est classique (cf. [B] par exemple).

11.3.2. - Etude dans 1'ouvert Q.

Soit © un ouvert borné de Rn, de bord T. On suppose que @ est une variété a
bord de classe C*. On se donne une fonction ¥ & C*(R",R) telle que :

a=1{xeR"; ¥x) >0},
r={xeR"; ¥x) =0},
(Y xer) (grad P(x) #0) .

Etant donnés 2 € Z, s un entier > 0 et g un réel > 1 tel que gs e N, on définit les
espaces de Sobolev avec poids suivants :

wg () = we w9 5 $Puentan,

que 1'on munit de la norme canonique.
Des propositions 2.4 et 2.5, on déduit les résultats suivants :

PROPOSITION 2.7. - Pour tout entier j tel que 0 < j < gs, 1'application

ur— 9957y est lingaire continue de wg s(2) dans HE'J/Q(Q).

PROPOSITION 2.8. - L'espace oD (2) est dense dans wg ().

Lorsque £-s > 0, on va définir des traces pour les éléments de Wt S(Q).
Soit & un nombre réel > 0 et soit Ug = {x e R" ; d(x;T) < 8 } ol d(x, T ) désigne
la distance du point x & I'. On suppose que § est suffisamment petit pour que, pour

tout x € Ug, la distance de x a T ne soit atteinte que par un seul point Xp de T.
L'application

Us > T x ]-6,8[

X => (Xp» ;%éé}T— d(x,T))
est un isomorphe de classe C”.

Alors, pout tout u appartenant a wé S(Q) et tout j = 0,...,2-s=1, on pose,

pour x € T 3o N 13
YjU(X) = Dtu(‘!‘ (X,t))|t=°9 ou Dt = '{?{ .

De la proposition 2.6, on déduit alors :
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PROPOSITION 2.9. - L'applicationy = (v ,...,v, o ;) est linéaire, continue et
surjective de wz s(@) sur

2-s-1 L-s-j-

Ho o 2(r).

j=o0

I1.4. - Quelques propriétés d'une classe d'opérateurs différentiels ordinaires
elliptiques et dégénérés.

On rappelle et on compléte les résultats de [9].
Soit L = L(t,Dt) 1'opérateur différentiel défini sur R par :
m=r
Lu(t) = L(t,Du(t) = £ P"Mo) b yeyy
h=0

t %-%f, m et r sont deux entiers tels que 0 < r <m, q un réel > 1 tel que

o
—_~ <
(=}
n

(i) Pour h = 0,...,m-r, Pm'h D,) est un opérateur différentiel ordinaire
t

d'ordre < m-h, & coefficients constants complexes :
m=h :
Py = TP ol
- J=0
(si q(m-r-h) ¢ N, pm h(Dt) est, par définition, 1'opérateur identiquement nul).

(ii) Pm(Dt) est un opérateur d'ordre m, elliptique, c'est-a-dire que, pour
tout T € R, on a m .
Pm(T) =) PT < # 0.
j=o

On considére alors 1'hypothése suivante, "d'ellipticité générale" :
(H,) Pour tout t > 0 et tout t eR, on a :

m-r

) Pm_ﬂ Mr h tq(m r-h) £0.

h=o M

Les résultats que nous utiliserons par la suite sont les suivants :

PROPOSITION 2.10. - Soient s et A deux réels, avec A > 0. Sous 1'hypothése (H,),

. m+s . S+A m+s+X
siue wq,m-r(R+) et silueH (R+), alors u € wq’m_r(m+).

Démonstration. - Cette proposition sera montrée si 1'on prouve que, pour tout s€ R,

1'opérateur L est & indice de wﬁ*i_r(m+) dans HSGR+), dindice indépendant de s.

1°) Soit alors T > 0. D'aprés le théoréme 2.2 de Bﬂ, on sait que, pour tout pe Z

1'opérateur : n-r (
_ m-h  m-r-h q(m-r-h)

M(t,D,) = hzo Poon Dt {t .}

est @ indice de N2+$_r (0,T) dans Hr+p(0,T), d'indice indépendant de p et égal &

m-r-m,_, od m, désigne le nombre de racines t de 1'équation
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- hZo m-h
telles que Im ¢t > 0. Comme 1'opérateur D: est & indice, d'indice r, de Hp+r(O,T)
dans Hp(O,T), on en déduit que D; o M(t,Dt) est un opérateur & indice de
wgtz_r(O,T) dans Hp(O,T), d'indice indépendant de p € Z et égal a m-m, . En montrant
que 1'opérateur L-DE o M(t,Dt) est compact de wﬁtﬁ_r(O,T) dans Hp(O,T), on achéve
de démontrer que L est & indice, d'indice m-m_, de wgtz_r(O,T) dans Hp(O,T).

m-r) m+p

2°) Pour p € Z, 1'opérateur u +—> tq( q.m-

u est un isomorphisme de W
Hm+p(T,+7$. Puisque Pm(Dt) est elliptique, il vient que 1'opérateur
Pm(Dt) {tq(m-r).} est un opérateur & indice de w2+$_r(T,+fﬁ dans Hp(T,+:ﬁ, d'in-

dice égal a n_, n_désignant le nombre de racines T de 1'équation Pm(r) = 0 telles

r(T,+ﬁ) sur

que Im © > 0. On montre alors que L(t,Dt) est un opérateur a indice, d'indice n_,
de w2+$_r(T,+y0 dans Hp(T,+>ﬁ en démontrant que 1'opérateur L(t,Dt)-Pm(Dt){tq(m-r).

est compact de wg+ﬁ_r(T,+¥) dans HP(T,+).

3°) On regroupe les résultats obtenus au 1° et 2° & 1'aide d'un diagramme commuta-
tif, et on achéve la démonstration de la proposition 2.10 par interpolation dans
Te cas ol s ¢ Z.
Introduisons alors 1'opérateur adjoint formel L* - L*(t,Dt) de L défini par :
m=r

Fu(t) = LX(e,0u(t) = §  0(mh) pmhr g gy ()
h=0
o, pour h = 0,...,m-r :
m-h .
™0, = ] pi=h pJ.
j=o Y

PROPOSITION 2.11. - Soient s et A réels, avec A > 0. Sous 1'hypothése (H+), si

m+s A" S+A M+S+A
ue wq,m-r(R+) et siL'ueH

R,), alors u e wq,m-r“R+)'

Démonstration. - On écrit L*(t,Dt) = t(t,Dt) + Q(t,Dt) avec
" m-r _ -r-h
L(t.n,) = 5 P"M(py) 8(mTh)

N =
L (t,Dt) vérifiant les mémes propriétés que 1'opérateur L(t,Dt), la proposition
2.11 se déduit de la démonstration de la proposition 2.10 en remarquant que Q(t,Dt)

m+p p
est compact de wq,m-raR+) dans H'(R,) pour tout p e Z.

Pour tout ¢ €R, on désigne par HﬁGR+) 1'espace des distributions de HQOR) a
support dans m:. Des propositions 2.10 et 2.11, on déduit alors par transposition-:

PROPOSITION 2.12. - Soient s et X deux réels, avec » > 0. Sous 1'hypothése (H+),
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siuve HS(R YetsiLue [Nz';:¢akﬂ ' (resp. L*ue [Ng';:ﬁaRﬂ'), alors
ue HAR).

I1.5. - Théoréme de régularité.

I11.5.1. - Notations, hypothéses et résultat.

Soit £= ¥B(x,D ,) un operateur déf1n1 sur R" par :
Lu(x) = L(x,D,)u(x z FMx,0) Iy (x)y

o 1 3 1 3
ou = et T — ————
X 13X, ’ 1 X1

q un réel > 1 tel que q(m-r) e N, et ol :

s %-sf), r et m sont deux entiers tels que 0 < r < m,

(i) pour h = 0,...,m-r, g™ h(x D ) est un opérateur aux dérivées partielles
a coefficients 1ndef1n1ment d1fférent1ab1es dans R", d'ordre inférieur ou égal a
m=h : z ' 3
m-h o Jj .
AP xi,) = o 3 Pt 00 o5 o s
(si q(m-r-h) é¢N, 5;’ (x,D ) est 1'opérateur 1dent1quement nul). Nous noterons
qu X,D ) la partie pr1nc1pa1e d'ordre m-h de gy (x D )

(ii) < (O’Dx) est un opérateur 3 coefficients constants, elliptique, d'ordre
m. On introduit alors 1'hypothése "d'ellipticité générale" suivante :
(C]) pour tout x' emr"” -1 , tout t > 0 et tout geIR"\{O}, on a :

m=-r
Z(0xots ) = T P 1T 4o,

Cette hypothése implique en particulier que 1'opérateur €Pr(0,DX) est elliptique.

On notera ¥ = a&*(x,Dx) 1'opérateur adjoint formel de .q?(x,Dx). Pour tout
réel p > 0, désignons par B(0,p) 1a boule ouverte de centre 0 et de rayon o.
On se propose de démontrer le résultat suivant :

THEOREME 2.1. - On suppose que 1 opérateur B(x,D ) vérifie 1'hypothése (C])
Alors il ex1ste € > 0 tel que, si u e L (B(0,1)) avec supp uc B(0,1) N m
et si Lu el? (B(O 1)) (resp. ;ﬁ u e.L (B(0,1))), alors pour toute fonction

o € QR") telle que supp ¢ C B(O,eo), on a: ¢u e.wq m- raR ).

Remarque 2.1. - Lorsque r=m, on a &ﬁ(x,Dx) = Efr(x,DX) ; et dans ce cas, le résul-
tat du théoréme 2.1 est classique. Nous pouvons donc supposer, dans la démonstra-
tion du théoréme 2.1, que r < m.
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11.5.2. - Lemmes techniques.

Pour démontrer le théoréme 2.1, on utilisera de fagon essentielle deux Temmes
de régularité tangentielle. Ces lemmes se démontrent par la méthode des quotients
différentiels a partir d'inégalités a priori.

LEMME 2.3. - Soit ¢ un entier > 0. Il existe une constante € 0 telle que, si

ue wg n- r(an) avec supp u c B(O,e )> si ai ue H” (m- r)GR ) et si
3

__,.eﬁueHl m(lR)(resp —.-oﬁ ue K" mR" )),a]ors——.-uewq m._l,‘(IR").

Demonstration. - 0n a :
i m=r
7(x0,) 3™ uy = L(xs0,u - 2 F"Mx0,) 1AMy

En utilisant le fait que m (035D ) est e]l1pt1que on montre qu'il existe une cons-

tante e, > 0 telle que siu & wg n- r(m )» avec supp u c B(0,e ), on ait :

ntq‘““”)uuH,L(Rn) <c (gl , + 113y

- +ull o m- o0t

m n H (m r)OR") n l«Rn)

On en déduit une inégalité a priori analogue pour 1'opérateur &2*. La méthode des
quotients différentiels permet alors de terminer la démonstration du lemme 2.3.

LEMME 2.4. - On suppose que 1'opérateur o&(x,D ) vérifie la condition (C])
Alors, pour tout p e IN, il existe ep >0 tel que, siue Hp(R ) avec.

supp u  B(0,¢p) rnR+ et si <1°>u e[w';‘ ;_ ®"M]

a - )
(resp. T AR [w‘g,g_r(rR")] ), alors W:- u e P@RY).

Démonstration. - On applique le théoréme 5.5 de [11], pour le cas particulier qui
est le nbtre et pour 1'opérateur B* en prenant les g. identiquement nuls. I1
vient qu'il existe € > 0 tel que, siue LZGR") avec supp u c.B(O,eO) ﬁIRQ, on a :

Jull <C { |Bul s ull
L2@®") ~ W e ®] oy

On montre alors, par récurrence sur_E_elN, qu'il existe ¢
ue Hp(R") avec supp u c.B(O,ep) n Rz, on a:

u < C {||Bu
1ol g, < € (101

p > 0 tel que, si

.+
m- n

Mg n-r ®")]

Et 1'on a une estimation a priori analogue pour 1'opérateur &g*. On termine alors

la démonstration par la méthode des quotients différentiels tangentiels.

uf - }
! P T (R™)
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I11.5.3. - Démonstration du théoréme 2.1.

On fait Ta démonstration pour r > 1 et pour 1'opérateur & (x,D ) (Pour
;;(x D ) la démonstration serait analogue).

On fait 1'hypothése de récurrence su1vante :
(K)I]emsm >0 tel que, si ueL(B@]))amcswpu<:N01)nR et
Hu e L (B(0,1)), alors, pour toute fonction ¢ € @(IR ) telle que supp u ¢ B(0,¢ ),
on a:

a p+1 n e
D,y due wq m-r@®)  pour la] <m-p-1
D;. 2 u e HP R > pour |a| < r-p.
1°) L'hypothése (K ) est vraie : Soit ¢ e &D(R ) tel que supp ¢ < B(0, € ) ol &
est <1 et satisfait les conditions du lemme 2.4 pour p=0. On a ¢u € H°0R ).
En utilisant les égalités :
m-r
@.3) 0 Glow= 0w+ T 1 T oof 00 op T 0
h=o |g|am-h y<a
et Y£0

(2.4) &L (ou) = ¢ Lu + :zr [P0, (63T iy,
=0

ol Ye éD(R ) avec supp ¥ c B(0,e ) et ¥¢ = ¢ ; et en raisonnant par récurrence
sur |a|, i1 vient que D , du € HO(R ) pour |a| < r. Comme &&(¢u) e H ad ®")
puisque m>1 on en dedu1t que :

- F"(x,0,) 3™ gy e W™ @RN).
L'opérateur gm (0 D ) etant elliptique, en choisissant e, assez petit on obient que
tq(m r u € H! ®R" ) 3 ceci démontre que ¢u € w; GR ) (car r < m). En raisonnant
a nouveau par récurrence sur |[a|, et en utilisant les inégalités (2.3) et (2.4)

! ®"), pour |a|< m-1.

ainsi que le lemme 2.3, on montre alors que D;. ¢u € wq n-r

2°) Sip < r-1, 1'h4pothése (Kp) implique 1'hypothése ( p+1) : On prend ¢ e D(R")
tel que supp ¢ € B(O,e ;) ol € ; e_]O,e 1 sera choisi convenablement.
Montrons tout d'abord que ou € H +1 Pour cela, on remarque que :

(2.5) z ooy (0 D (™ “) s € DPTIRLZ®™ )]

En effet :

* Pour 0 < j < p 1'hypothése (K.) implique que £a(m-r) du € Hj’m'jaRn) et
ou e W T I@®YY ; donc on a t3(MT-hY 4y ¢ ydsmd-hgny
Par suite, pour |a|+j < m-h, on a :

02, (£ Mouy e LZRLZ®")) o IPTIR,L®M )T ar p < re1).
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* Pour p < j < m-r-h+p, on choisit un entier s tel que q(j-(r-1))<s<q(j-p),
ce qui est possible car p<r-1 et g>1. On écrit alors :

ol (¢9(m T yy o g A (mreh)-s

min S9j) _ - k)
- § ‘i £57) pi-2 {tq(m r-h)-s oul.
A=0 2J»S s
-r=h)- p,m-p-h-=
L 'hypothése (Kp) implique que tQ(m r-h)-s ¢u € H q(an)
Par suite, pour |a|+j < m-h, on a : s
i =2 -r-h)-s P=J+X,J-p-=
0y ™* 0%, (ta(mr=h)=s 3 e H Im"y.
Et, comme q(j-(r-1)) < s < q(j-p), on en déduit que :
. kY -r+p+1-—«—
pi™* g2, (¢A(MTR)=S e i AR L2R"TY).

Par conséquent, pour |a|+j < m-h, on a :

j m-r-h -1 2,-n-1 '
o] o2, (dm=r=h) iy e WP L@

# Pour m-r-h+p < j < m-h-1, on raisonne comme dans le cas précédent, en
prenant s = q(m-r-h).
L'assertion (2.5) est alors une conséquence de 1'égalité (2.4).

On en déduit que : 1
m-r m-p-3 '
m-h m-h . q(m-r-h) R -1
T oy (x150) 0" gt oy & [ AR @)

Soit alors A € € tel que ™ n'ait pas de racine réelle. On applique la proposi-
tion 2.12 & 1'opérateur :

() (e3P g Ty i (ke 0) N d(MTeR)
h=

Plo,m-h)
"3

on en déduit que %ue H (R L ( )) Et, par récurrence, on prouve que
U e Hp+]aR ;L (R"' )). Mais, d'aprés 1'hypothése (Kp), on sait que, pour
i=1,...,n-1, ai =T, U E Hp(Rn). Par conséquent, ¢u € Hp+](Rn).
Utilisant & nouveﬁu les égalités (2.2) et (2.3) ainsi que les lemmes 2.4 et 2.5,
on montre (par récurrence) que (Kp+]) est vraie.

Finalement, 1'hypothése (Kr-]) est vraie.

On fait maintenant 1'hypothése de récurrence suivante :

(Hg) I1 existe e, > 0 tel que, si u€ L2(B(0,1)) avec supp u c B(0,1) HIRE et
Bu e.LZ(B(O,l)), alors, pour toute fonction ¢ € D(R") telle que supp ¢ < B(0,¢,),

on a : o

|:)X

,oue W R"), pour |al< m-2.

q, m-r(

3°) L'hypothése (Hr) est vraie : Ceci découle trivialement du fait que 1'hypothése
(Kp.q) est vraie.
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4°) Si r < g<m, 1'hypothése (Hz) implique 1'hypothése (H£+1) : Soit ¢ € D(R n)
avec supp @ c.B(O,em+]), ol ez+] E']O’EZ] sera choisi convenablement. Montrons
tout d'abord que su e wg m_rﬂR ). Pour cela, on remarque que :

m=-r
@5 1 Plormeny () D" 69T gy @ T gy 2T

En effet :
# Pour 241 < h < m, 1'hypothése (Hr) implique que :
tq(m-r) ou € Hr,m-rORn) G Hr-],m-r+](mn).

De plus, 1'hypothése (K _,) implique que ou € Hre1s]

lemme 2.1, que :
tq(m-r-h) o e Hr-],m-r+]-h(Rn)‘

ORn). On en déduit, grdce au

Par suite, pour |a|+j < m-h, on a :

Jj na q(m-r-h) r-1-j,-r+1+j,.n “m+e+1 0., 2 ,on=1
Dy Dy (t sul e H R) G H (R;LE(R™ ).

* Pour 0‘: h < 2, T'hypothése (Hm) implique que, pour |a| < m-2, on a :

0, (£dmrh) oy e R
donc, pour |a|+j < m-h avec 0 < |a| < m-€, on a :

D{ Ui' {tq(m-r-h) oul € H'm+2+]aR;L2(mn'])).
Pour |a|=m-¢+x avec 1< A < &-h, on a :

o (9(mr-h) o e I RLZRTY)
donc, pour |a|+j < m-h, on a, puisque ¢ < m-1 :

] 8T oy e WM RUZENT)) & KRR,

L'assertion (2.5) est alors une conséquence de 1'égalité (2.3). On en déduit que :

1
M+l —
L PT'h (x',0) DI (£ =N) 4y ¢ "R @)

=0 4

Soit alors A € € tel que A n'ait pas de racine réelle. On applique la proposi-
tion 2.10 & 1'opérateur :
(o +2) (gdmr) y Z
1
on en déduit que U e w q (R;L (Rn'])). Et, par récurrence, on prouve que
2+1 n-1,,3:M Va . -m+2+1,0n
due W (R;L2 ®"1)). D' aprés 1'égalité (2.3), on a B (%u) e H (R")

q,m-r
en déduit que :

p(0 ey (X' +0) D} hogga(mer-h) 4o

; on

g"xip,) (19T aup e WY
et, puisque gm (03D ) est elliptique, il en résulte que tq(m r) ue H£+]0R ).
Or ¢u € ptl- (m- r)GR ) car ¢u € Tadl (m- r)(R HE ( )) et, d'aprés 1'hypothése (H,),
du€e Hz-(m-r)(m ) et?x-!- ou e He (M- r‘)(IR ) pour i = 1,...,n-1.
i
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Par conséquent u e wﬁ*&_r(m"). Utilisant & nouveau les égalités (2.2) et
(2.3), le lemme 2.4 ainsi qu 1'hypothése (Kr—l)’ on montre alors (par récurrence)
que 1'hypothése (H{+]) est vraie.

Finalement (Hm) est vraie, c'est-a-dire que le théoréme 2.1 est démontré.

Remarque 2.2. - Si r=0, on montre que (Ho) est vraie, puis que, pour 2 = 0,...,m-1,

1'hypothése (H,) implique 1'hypothése (H£+]).

111 - THEOREMES DE DENSITé POUR _LES DOMAINES D'0P€RATEURS DIFFéRENTIELS MAXTIMAUX
ASSOCIES A UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES.

IIT.1. - Notations et hypothéses.

Soit @ un ouvert borné de Rn, de frontiére r. On suppose que @ est une variété
3 bord de classe C”. On se donne une fonction ¥ e C*(R";R) qui vérifie :

a={xeR" ; ¥x) >0},
r=1{xeR" ; w(x) = 0},
(¥ x eT) (grad w(x) #0 .

Soit L = L(x;Dx) 1'opérateur différentiel défini sur @ par :

m=r
Lu=L(sD) u(x) = § P"Mosn,) 103wy,
h=0
ol m et r sont deux entiers tels que 0 < r <m, q est un réel > 1 tel que g(m-r)eN,

et ol :

(i) Pour h = 0,...,m-r, Pm'h(x,Dx) est un opérateur aux dérivées partielles a

coefficients indéfiniment dérivables dans 2, d'ordre inférieur ou égal & m-h :
~h m=h o
P"M(x,D,) = ) p. (x) D7,
X Ia Iim_h o X

%-53—,...;%-53-) ;3 (si q(m-r-h) ¢ N, Pm'h(x;Dx) est, par définition,

ou b = (
1'opérateur identiquement nul).

(i) Pm(x;DX) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans 2, c'est-a-dire que,
pour tout x € T et tout £ e R"\ {0}, on a :

m _ m a
P(Xg:8) = Ia%=m P(x,) & #0.

Pour tout h = 0,...,m-r, on notera PQ:E(X;DX) la partie principale d'ordre
m-h de 1'opérateur Pm'h(x;DX).
On introduit alors 1'hypothése "d'ellipticité générale" suivante :

(C) Pour tout X, €T, tout x € @ et tout ¢ ean \ {0}, on a :
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m-r
Lolxgins ) = 1 P (xy56) 9009 4o,

Cette hypothése implique en particulier que 1'opérateur Pr(x;DX) est ellip-
tique sur T, c'est-a-dire que, pour tout X, €T et tout ¢ e R"\ {0}, on a :
LTI
Pr(xo,g) # 0.

On désigne par D(L;q) le domaine maximal dans L
a-dire :

2(9) de 1'opérateur L ; c'est-
D(L;@) = {u e LZ(Q) ; Lu e LZ(Q)}.
L'espace D(L;q) est un espace de Hilbert pour la norme :

2 2 ]
ur— “”“D(L; ) = ("u"Lz(Q) + "Lu"LZ(Q))

On définit de fagon analogue 1'espace de Hilbert D(L*;Q).

IIT.2. - Enoncé des résultats.
Lorsque r = 0, on va &tablir le :

THEOREME 3.1. - Sir =0, et si 1'opérateur L vérifie la condition (C), alors
1'espace J(n) est dense dans D(L;) et dans D(L*;Q).

Lorsque r # 0, le résultat est le suivant :

THEOREME 3.2. - Si 0 < r <m, et si 1'opérateur L vérifie la condition (C), alors
'espace Q(9) est dense dans D(L;e) et dans D(L*;q).

IIT1.3. - Démonstration des théorémes 3.1 et 3.2.

Le principe de la démonstration des théorémes 3.1 et 3.2 est la méthode de
dualité de [8] qui raméne le probléme de densité des fonctions réguliéres dans le
domaine maximal & un probléme de régularité.

Le théoréme 3.1 résulte en fait de la proposition suivante :

PROPOSITION 3.1. - Sir = 0, et si 1'opérateur L vérifie la condition (C), alors
1'espace () est dense dans D(L;o) et dans D(L*;Q).

Demonstration. - Soit M une forme linéaire continue sur D(L:q), nulle sur (7)),
c'est-a-dire telle que :

(3.1) (Y u e (@) (Mu-=0).

IT existe f et g appartenant a LZ(Q) tels que :
(3.2) (V ue D(L;a)) (Mu= (f,u) + (g,Lu) ).
L% (2) L% ()
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La condition (3.1) est alors équivalente a :
(3.3) L*§ = - ¥ dans @'®"),

ou g (resp. f) est le prolongement par O de g (resp. de f) dans R"\2. (On suppose
évidemment que les coefficients de 1'opérateur L sont prolongés & R").

L'opérateur L étant elliptique dans , on en déduit que g € HTOC(Q). D'autre

part, d'aprés (3.3) et le théoréme 2.1, on déduit que g e wg m(ﬂ). Et, comme ()
est dense dans wﬁ m(n), il en résulte que Mu = 0 pour tout u D(L;D). La proposi-
tion 3.1 est donc démontrée pour L. Pour L*, on procéde exactement de la méme
maniére.

Démonstration du théoréme 3.1. On raisonne encore par dualité. Soit M une forme

linéaire continue sur D(L;R), nulle sur D(R), c'est-a-dire telle que :

(3.4) (VY uedsdQ) (Mu=0).
IT existe f et g appartenant & LZ(Q) tels que :
(3.5) (Y ueD(L;e)) (Mu= (f,u) 2 + (g,Lu) 5 ).
L™ (a) L™(2)
La condition (2.4) est alors équivalente a :
(3.6) L* g = -f dans ' (9).
Ainsi g appartient a D(L*;0). Or, on a, pour tout u e Q(Q) et tout v € Q(7) :
(3.7) (Lu,v) 2 = (u,L"E v) o s carr =0.
L™ () L™ ()

Par suite, en utilisant (3.6) et la proposition 3.1, on déduit que, pour tout
u e 2), Mu=0. Et comme QD(7) est dense dans D(L;) d'aprés la proposition 3.1,
on en déduit que M = 0. Le théoréme 3.1 est donc démontré pour L. Pour L*, la dé-
monstration est tout & fait semblable.

Cémonstration du théoréme 3.2. - La démonstration est analogue a celle de la pro-

position 3.1, en remarquant que 1'on déduit de (3.3) et du théoréme 2.1 que
geW"  (2) = ek (@ ; LMy ena))
q,m-r 0 Y '
On termine alors comme dans la proposition 3.1.

IV - THEOREME DE TRACES POUR LES DOMAINES D'OPERATEURS DIFFERENTIELS MAXIMAUX
ASSOCIES A UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES.

Dans ce chapitre, on va d'abord montrer une formule de Green pour les fonctions
réguliéres. Le théoréme 3.2 permettra alors de déduire 1'existence de traces pour
les éléments du domaine maximal associé aux opérateurs considérés. Comme dans [8],
on utilise la méthode globale.
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IV.1. - La formule de Green.

Dans cette section et la suivante, on conserve les notations du paragraphe III.

THEOREME 4.1. - Soit {Bj 5 J =0,...,r-1} un systéme d'opérateurs "frontiére" sur
rs & coefficients C7(r), Bj étant d'ordre my. On suppose que ce systéme est un
systéme de Dirichlet d'ordre r sur r.

Alors il existe un systéme d'opérateurs "frontiére" {Cj 3 J =0,...,r-1}
unique ayant les propriétés suivantes :

(i) 1les coefficients de Cj sont dans C™(r) et 1'ordre de Cj est égal &
r'-l-mj H

(ii) le_systéme {Cj 3 J = 0,...,r-1} est un systéme de Dirichlet d'ordre r
sur r, de telle sorte que 1'on ait 1a formule de Green :

_ - r-1 _
J Lu.v dx - J ulvdx = j ] B.u.C,v dr ,
Q Q jeodp 33
pour tous u et v dans D(9). (L* désigne 1'opérateur adjoint formel de L).

Démonstration. - Par "cartes locales" et "partition de 1'unité", on se raméne & une
étude dans le demi-espace R} (cf. [3] ou [g]).

IV.2. - Le théoréme de traces.

THEOREME 4.2. - On suppose que 1'opérateur L vérifie 1'hypothése (C). Soit alors
{Bj 3 J =0,...,r=1} un systéme d'opérateurs "frontiére" sur T, @ coefficients

o

c(r), Bj étant d'ordre my . On suppose que ce systéme est un systéme de Dirichlet
d'ordre r sur

Alors 1'application :
r
Q(a) — (1)
u p-»(Bju 33 =0,...,r-1)
se prolonge par continuité en une application linéaire continue de

r-1 -m.~%
D(L;g) dans 1m H J “(p).

j=0
De plus, pour u € B(L;n) et ve wﬁ m-r(ﬂ)’ on_a la "formule de Green" :
f v i ri] B.u, C;v 1 1

Lu.v dx - j u.l'v dx = <B.u, C.v> s
L J 37 -m.- m.

9 Q j=o W20 x K J*?(r)

les opérateurs Cj étant ceux introduits au théoréme 4.1.

Démonstration. - Comme, d'aprés le théoréme 3.2, (%) est dense dans D(L;a), il
suffit de prouver que 1'application :
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2@) — 2(r)"
U +—> (BJ.U 33 =0,00.,r-1)
_ r-1 -m.-%
est continue de Q(q) dans o H J (r). On-utilise le lemme 2.1 du chapitre II

de [8% et la proposition].QJfo on en déduit qu'il existe un relévement linéaire
r- m.+1/2

J m .
de on H (r) dans wq,m_r(a) tel que :
Cj R (%b,..., r-l) = Yj s J = 0,000,r-1,
r-1 m#%
pour tout (?0,..., ) € m HY (r).
r-1 j=o

On applique alors le théoréme 4.1 & u € J(q) et v = R(Ppseves®eq)
I1 vient :
Y“i] —_
<B.u,¥.>
Jj=0 3 -m.-% m.+%
HJ cr)xHd “(r)

i fﬂ WX RO y) O

= Lu . R(¥,...,%._) dx
[Q o r-1

On en déduit :
H(Bju 33 = 0,1 . <C "u”D(L;n)‘
1 .
j=o M
Le théoréme 4.2 est donc démontré.

Remarque 4.1. - On montrerait de fagon analogue, en utilisant encore les théorémes
3.2 et 4.1, que 1'applicaticn :

{ (@) — ()"

U — (Cju 3 J = 0,000,r-1)

se prolonge par continuité en une application linéaire continue de D(L‘;Q) dans
r-1 -r+m.+1/2

n H (r), avec, pour u € wﬁ m-r(Q) et ve D(L*;Q), la "formule de Green" :
j=o0 >
- = rl —
j Lu.v dx - J ul®v dx = } <B.u,C.v> 1 1
Q Q Jj=o0 3 r-m.-~ “rm.t
HoJd5rxH 3 4(r)

V - APPLICATION AUX PROBLEMES AUX LIMITES.

On va déduire, de [9] et des théorémes de densité et de traces établis aux
chapitres III et IV, quelques propriétés de régularité.

Soit tout d'abord L = L(x;Dx) un opérateur du type indiqué au chapitre III,
avec r = 0, c'est-a-dire défini par :
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Lu(x) = L(x;D,) u(x) = Pm'h(x;DX) {%KX)Q(m_h) u(x)}.

IHe~1s

h=0

On montre alors le :

THEOREME 5.1. - Si 1'opérateur L vérifie la condition "d'ellipticité générale" (C),
alors le domaine maximal D(L;n) associé & L co'incide avec 1'espace wg m(9) algé-
briquemrent et topclogiquement.

Démonstration. - D'aprés [9], on a 1'estimation a priori :

lull <C o fuull, Al g s
wq’m Q L% (q) wq’m(n)
pour tout u appartenant a Ng m(n). Comme, d'aprés le théoréme 3.1, & (Q) est dense
dans D(L;2), on en déduit que 1'on a 1'injection continue D(L;Q) < W (2).

q,m
L'inclusion inverse étant évidente, le théoréme 5.1 est donc démontré.

COROLLAIRE 5.1. - On suppose que L vérifie la condition (C). Alorssi u e LZ(Q) et
silue (), alors u € D(2).

Démonstration. - Elle résulte immédiatement du théoréme 5.1 ainsi que du théoréme
3.2 de [10].

Lorsque r > 0, on considére un opérateur L = L(x;DX) défini, comme au chapitre

I, : -
H par Lu(x) =L(x3D ) u(x) mzr Pm'h(x;DX) {‘P(x)Q(m-r'h) u(x)
h=0

Soit alors un systéme d'opérateurs "frontiére" {B. ; j = 0,...,r-1}, a coef-
ficients indéfiniment dérivables sur T, avec 1'ordre de Bj égal a mj, de telle
sorte que ce systéme soit un systéme de Dirichlet d'ordre r sur T.

On a alors :

THEOREME 5.2. - Si 1'opérateur L vérifie la condition (C), on a :

-m;-1/2

. m
{uebd(L;9) ; Bju =0 dans H (r)s J = 0,.uu,r=1} = Wq’m_r(ﬂ)’

nor(9) = (U € Hi(2) 5 ATy e i ).

Demonstration. - D'aprés la formule de Green obtenue au théoréme 4.2, on obtient
que, si u € D(L:n), avec Bju =0 pour j =0,...,r-1, et siv € D(Q), ona :

[ Lu.v dx = [ u.L®v dx.
Q Q

On en déduit que LU = LU dans &D'GR") (ot ¥ désigne le prolongement par O dans
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Rn\(fa. Comme les hypothéses du théoréme 2.1 sont satisfaites, on en conclut que
m n Cact 5o g
re wq’m_r(m ), c'est-a-dire que u € wq,m-r(Q)'

VI - APPLICATION AU CALCUL DE L'INDICE POUR LE PROBLEME DE DIRICHLET.

On a montré dans [9] que, pour le probléme {L,8} soit bien posé (on reprend
les notations de III), i1 suffit de prendre des opérateurs "frontiére" Bj tels
que 1'opérateur {P",B} soit a indice. Si 1'on suppose que 1'opérateur P’ est pro-
prement elliptique d'ordre 2s, on peut prendre comme opérateurs Bj, J=0,...,s-1,
un systéme de Dirichlet d'ordre s, par exemple le systéme des conditions de

Dirichlet : _ . _
Bj = Vj s J=0,...,s-1.

Et 1'on sait que le probléme de Dirichlet pour 1'opérateur P™ est d'indice nul
(cf. remarque 8.5, chapitre II, [8]).

Le probléme dst de savoir si 1'indice du probléme {L, B., j = 0,...,s-1} est
nul lorsqu'on preﬂd comme opérateurs "frontigre" un systéme de Dirichlet d'ordre s
sur I'. Le but de ce chapitre est de montrer que la réponse est positive.

VI.1. - Hypothéses et résultats.

On reprend les notations et hypothéses du chapitre III. On suppose de plus que
1'opérateur P" est proprement elliptique d'ordre r = 2s.

Lorsque s > 0, on introduit s opérateurs "frontiére" Bj = Bj(x;DX) a coeffi-
cients C“(r) tels que le systéme {Bj 3 j=0,...,5-1} soit un systéme de Dirichlet
d'ordre s sur T, Bj étant d'ordre m,.

TH€0REME 6.1. - Sous les hypothéses précédentes, pour tout p e N, 1'opérateur

W= {L, Bj 5 J = 0,...,5-1} est un opérateur & indice de
s-1  r+p-m.-1/2
WP (%) dans Hp(n) x 1 H J (r) »
q,m-r =20 j=0

et son indice x(W) est nul.

Lorsque s = 0, le résultat kst le suivant :

THEOREME 6.2. - Sous les hypothéses précédentes, pour tout p € N, 1'opérateur L est

un opérateur a indice de w2+£(9) dans HP(q) et son indice x(L) est nul.

VI.2. - Deux théorémes d'indice.

Dans [10], on a montré les résultats suivants :

THéORﬁME 6.3. - Sous les hypothéses précédentes, lorsque s > 0, pour tout p e,
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1'opérateur U est un opérateur & indice de

- e
s-1 r+p mj 5

wm+p_ (p) dans Hp(Q) Xx I H
g,m-r = j=o

et son indice est indépendant de p. De plus, le noyau de U est égal a 1'espace :
N={ued@®); WUu=0;

et 1'image de {L, est donnée par les &léments {f ; go,...,gs_]} de

s=1  r+p-m.-1/2
@) x 1 H J
J=0

(I\) 3

(r)

tels que :

s-1 .
j fovdx + ) j g..9, dr =0
Q j=0 ‘T 3

pour tout élément ¢

H - {¢ € L

v 95 s-l} de 1'espace :
s-1  -r+m;+1/2
2(Q) x n H J (r) ; U*e = 0} ,
j=o0
ou . est 1'adjoint de W considéré pour p = 0.

THEOREME 6.4. - Sous les hypothéses précédentes, lorsque s = 0, pour tout pe N,
1'opérateur L est un opérateur 3 indice de wz+$(n) dans Hp(n), et son indice est

indépendant de p.

VI.3. Précisions sur les conditions de compatibilité pour 1'existence.

On va maintenant préciser les conditions de compatibilité pour 1'existence des
solutions du probléme {L,Bj}, en utilisant la formule de Green montrée au chapitre
IV. On se place dans le cas od s > 0.

Pour cela, choisissons un systéme d'opérateurs "frontiére" {Sj 3 J=0,...,s-1},
normal sur T, les Sj étant a coefficients C7(r) et d'ordre My < r-1, de fagon que
le systéme {B ,...sBg_1:Sys--+554 ¢} soit un systéme de Dirichlet d'ordre r sur r.
Ce choix étant fait, on sait (cf. théoréme 4.1 et 4.2) qu'il existe r opérateurs
"frontiére" Cj, T., j =0,...,8=1, & coefficients C7(r), tels que 1'ordre de Cj
soit r—]-uj et 1'ordre de T. soit r-]-mj, Te systéme {C ,....Cq 15T se-5Tg ¢}
étant un systéme de Dirichlet d'ordre r sur r, avec les "formules de Green" sui-

vantes :
(6.1) Pour tout u € D(L;q) et tout v € wg m_‘,,(n) :
- = S
[ Lu.v dx - I u.l®vdx = 7§ <Sju, fEV> 1 1
Q Q Jj=0 -“j-’Z ]JJ.+7Z
H (r) xH (r)
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s-1 -
- }: <B.u, T.v>
j=0 J J -m % m.+%
HJd o) xHd er)
(6.2) Pour tout u € wg m-r(n) et tout v e D(L*;Q) :
- = 571 —
J Lu.v dx - ( u.l”vdx = § <S.u, T,v> 1 1
Q Q j=0 J J reusy Ity
Ho o d %) xH 34
Si] T—
- <B.u, T.v>
Jj=o0 J J r-mm] ﬂ%m*]

Ho9 2y xn o 3 2

On dit que le probléme {L*,C} est adjoint formel du probléme {L,B} par rapport
a la formule de Green (6.1).

PROPOSITION 6.1. - L'espace A” défini dans le théoréme 6.3 coincide avec 1'ensemble
2
parcouru par (v;Tov,...,Ts_]v) Torsque v € L7(Q) et :

L*v =0 dans
ij =0 surrT, pour j=20,...,5-1.

Démonstration. - D'aprés le théoréme 6.3, 4’ est 1'espace des &léments

2 s-1 -r+mj+1/2
(Vsgyseees®_q) €L°(0) x 1 H (1)
J=0

qui sont orthogonaux & 1'image de U, considére pour p = 0, c'est-a-dire tels que,

pour tout u e Wm (@), on ait :

g,m-r
— S_] —
I Lu.v dx + 7§ f B.u.¢. dr = 0.
Q j=o Jr 33
Prenant u dans €(Q), on en déduit que L*v = 0 dans &'(2). Par conséquent, v ap-
partient & D(L*;Q), et 1'on peut appliquer la formule de Green (6.2).
. o m .
I1 vient que, pour tout u & wq,m-r(g)’ on a:
s=-1

(6.3) ’Zo <Bjus¥y = TyV> i -1/2 -r+mj+]/2
3= Ho9 o (r) xH (r)

s-1
MR R L “re /2
(r) x H (r)

Le systéme {Bj, Sj 3 j =0,...,5-1} étant un systéme de Dirichlet d'ordre r

H

sur r, on peut utiliser le lemme 2.2 du chapitre II de Bﬂ , dans sa généralisation

301



D. PREVOSTO

au cas de l'ouvert o ; et donc, si u parcourt (@), {Bju, Sju 53 =0,...,s-1}
parcourt éb(r)r. On déduit alors de 1'égalité (6.3) que :

ij = ?3 et ij =0, pour Jj =0,...,s-1.
La proposition 6.1 est donc démontrée.

VI.4. - La réalisation de L dans ngzl.

VI.4.1. - Le probléme de 1'existence dans LZ(Q).

On désignera par L2 1'opérateur non borné dans LZ(Q) défini par :

D(Ly) = {ue Wy (a) s Bju=0, §=0,...,51}
Lou = L(x3D,)u, pour u dans D(L2).

De fagon analogue, on désigne par L 1'opérateur non borné dans L2 Q) défini
2

par : '
{ D(LZ) = {ue wq mp(2) Cju =0, j=0,...,8-1}

L2u = L* (x;Dx)u, pour u dans D(L;).

On dit que L2 (resp. L;) est la réalisation de L (resp. L*) dans LZ(Q) sous
les conditions aux limites homogénes B.u = 0, j = 0,...,s-1 (resp. C u=20,
j=0s...55=1). On des1gnera par N(Lz) (resp. N(L )) le noyau de Ly (resp L ) et
par R(L ) (resp. R(L )) 1'image de L (resp. L2)

App]1quons le theoreme 6.3 aux operateurs {L,B} et w* ,Cr. I1 vient :

PROPOSITION 6.2. -

(i) L2 et LZ sont des opérateurs fermés & domaine dense dans LZ(Q).
(11) N(Ly)
*

N(L2)
(iii) Les espaces N et N* sont de dimension finie.

(iv) R(L,) et R(L}) sont fermes dans L(a).

N= {ued@) ; Lu =0, BJ.u =0, j=0,...,5-1}
i e D@ s Lfu=o0, Cu=0,J=0,....s-1

Le probléme de 1' ex1stence est de déterminer R(L ). Pour cela, comme le
domaine de L, est dense dans L (2), L2 posséde un adJo1nt (L2) , Opérateur non
borné dans L2(2), de domaine D((Lz) ), défini par : D((L ) ) est le sous-espace
des éléments v € LZ(Q) tels que 1'application :

D(Lz) — C

— (L
u ( oUs V)LZ(Q)
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se prolonge en une forme linéaire continue sur LZ(Q) ; pour tout u € D(L2) et tout
v e D((LZ)*), on pose alors :

Lou, = (u,(L)* .
( 2U V)LZ(Q) (us( 2) V)LZ(Q)

(LZ)* est un opérateur fermé a domaine dense, et si N((Lz)*) désigne le noyau de
, ona:
Lp)* 2 *
R(L,) = {feL@Q); ¥veN((L)"), (f,v) =0} .
2 2 LZ(Q)

Dans les paragraphes suivants, nous allons chercher les relations entre les opéra-
* * P
teurs L, et (L2) . Plus précisément, nous allons prouver le :

THEOREME 6.5. - L'image de 1'opérateur L, est déterminée par :

1
R(L,) = (LP(a) 5 N W,

COROLLAIRE 6.1. - L§ est 1'adjoint, au sens des opérateurs non bornés dans Lz(n),

de Los c'est-a-dire que :

VI.4.2. - Un théoréme de régularité.

Pour u et v appartenant a wg m-r(n)’ on pose :
1] = (Fus L) T e g0
u,vj = (L'u, L'v + C.u, Civ).,

i) e 3T I
u.+1/2
ol (’)j désigne le produit scalaire dans H J (7).

11 est clair que 1'on définit ainsi une forme sesquilinéaire hermitienne

continue sur wz,m-r(n) X wz’m_r(ﬂ) 3 on a donc une inégalité de Cauchy-Schwartz :

2
(6.4) [usv]]™ < [usu] « [vsV]
I1 résulte du théoréme 3.2 de [10] qu'il existe une constante C > 0 telle que,

m e .
q,m-r(n)’ on ait :

2
Iyl m (
q,m-r
On a alors le résultat suivant :

pour tout ue W

-1 2 2
(6.5) ¢ < [u.y) + HUHLZ( < C vl .
Q

) q.m-r(2)

___________________________________________________________________________________

(1) Ici, nous utilisons la notation suivante : soit E un espace de Banach et £* son
antidual pour la forme sesquilinéaire u,v — (u,v) ; pour tout sous-espace F
de E, on pose E*Fr=(veE*;VueF, (u,v) = 0}.
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e N
THEOREME 6.6. - Soient f € Lz(n) et u une solution du probléme variationnel :

m
ue wq’m_r(n)

[u,v] = (f,v) , pour tout v € W" (2).
LZ(Q) g,m-r

* m
Alors L™ u e wq,m_r(n).

Démonstration. - De 1'égalité [u,V]

(f,v) o » on déduit, en prenant v dans
D(Q), que : L™ (a

LL* u = f dans &'(2).

Posons w = L*u. On a donc : Lw = f € LZ(Q). On applique alors la "formule de Green"
(6.1). I1 vient, puisque w € D(L;Q) :

s-1 s-1

(6.6) } <B.w,T,v> + 7 <C.u-S.w,C.v> =0
L VR R | 1 b IR R R 1
J=0 m 2— mj+-2- J=0 u J+?(F)

. i~ u
Hod (r) o9 2(r)x
Comme le systéme {C., T. ; J = 0,...,5-1} est un systéme de Dirichlet d'ordre
r sur r, on déduit de 1'égalité (6.6), en utilisant encore le lemme 2.2 du chapi-
tre II de [8], que :

(r)xH

(6.7) ij =0 et Sjw = Cju s J=0,...,8-1.
Puisque le systéme {Bj’ Sj 3 J =0,...,5-1} est un systéme de Dirichlet d'or-
dre r sur T et que, pour j = 0,...,s-1,

natl/2 r-u.-1/2
Cj ueH? (r) & H 9 (r) car (“j >'s),
on déduit du lemme 2.1 du chapitre II de ﬁﬂ et de la proposition 2.9 qu'il existe
m
w]ewq’m_r(n) tel que :
{ Bj wy =0, .
Sj Wy = Cju s J =0,...,8-1.
Si 1'on pose W, =W =W, ona alors :
Bj w, = 0 et Sj W, = 0, pour j = 0,...,s-1.

Comme {Bj, Sj 3 j=0,...,5-1} est un systéme de Dirichlet d'ordre r sur I, on en

déduit, en utilisant le théoréme 5.2, que W, € ﬁg m_r(Q).

Par conséquent : u=w-= Wy + Wy e.wz m-p(2). Le théoréme 6.6 est donc démontreé.

VI.4.3. - Démonstration du théoréme 6.5.

LEMME 6.1. - On a : L ¢ (L2
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Démonstration. - En effet, soit v e D(L;) ; 11 est clair, grdce a la "formule de
Green" (6.1), que 1'application linéaire :

D(LZ) —> €
*
u (LZU’V)LZ(Q) = (u,sz)L2 o

(@)

est continue sur D(L2) pour la norme induite par LZ(Q). Par conséquent,

veD((L)) et (L)'= Lyv.
COROLLAIRE 6.2. - R(L,) < (L2(a) 5 N'}.

L'inégalité (6.5) montre que le produit scalaire :

u,v+—> ((u,v)) = [u,v] + (u,v) 2
L™ (@

peut étre substitué au produit scalaire habituel de Wn m-r(Q)' Dans la suite, nous
k] B

supposerons que W

q m_r(n) est muni de ce nouveau produit scalaire.
’

Avant de finir la démonstration du théoréme 6.5, montrons encore deux lemmes :

notons {W" - (Q);N*} = {ueWm (2) s Yve ¥, (u,v) =0} .
q,m-r LZ(Q) q,m-r LZ(Q)
Alors :
2.0 - W = Wl ; N e N*.
LEMME 6.2 q,m-r(8) = g (@) 5 N }LZ(Q) N

Démonstration. - (WM

qm-r(®) 3 N*} ,  est 1'orthogonal de N* dans WY () car,

L%(a) q,m-r

pour tout u € wg m—r(n) et tout v € N*, on a :

((U,V)) = (u’v) 2 .
L™ (a)

LEMME 6.3. - I1 existe une constante C > 0 telle que, pour tout

m *
ve (W, __(2): N} s
q,m-r LZ(Q)
on ait :
-1 2 2
(6.8) C o vlm < vl < CvIE, .
q,m-r(Q) q,m-r(n)
Démonstration. - Seule la premiére inégalité est a montrer. Pour cela, on procéde

m

q,m-r(Q) dans Lz(n).

par 1'absurde en utilisant la compacité de 1'injection de W
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Demonstration du théoréme 6.5. - Soit f e {LZ(Q) ; N*}. Le lemme 6.3 montre que le
produit scalaire : u,v+— [u,v] peut étre substitué au produit scalaire :

u,v —— ((u,v)) sur W (@) 3 N*3
q,m-r LZ(Q)
Comme 1'application : vi— (f,v) 2 est une forme anitilinéaire continue sur
L™(a)
m * * .
MW () s N} ,» 11 existe g e w" (2) s N} , unique, tel que, pour
g,m-r L2( ) q,m-r LZ(Q)

tout v & {W" () s N*3 , on ait :
q,m-r LZ(Q)

(6.9) [9,v] = (f,v)Lz(Q).

Cette égalité est encore vraie pour tout v e Wq - r(Q)

D'aprés le théoréme 6.6, on en déduit que w = L*g e.wq’m_r(n).
On a, pour tout v € wq - r(Q) :

(6.10) (w,L*v) + jZ: (ng,cjv) = (f,v).

Prenant v dans (), la formule (6.10) montre que : Lw = f.
Comme w € D(L;@), on applique la "formule de Green" (6.1). I1 vient, pour ve;D(L;):
s-1

*
(W,L7v)=(Lw,v) = 0 = ] <Byw, T,v> -my-1/2 m;+1/2

=0 H (r) x H (r)
Comme le systéme {Cj, Tj 3 J =0,...,5-1} est un systéme de Dirichlet d'ordre
r sur T', on en déduit que, pour j = 0,...,8=1 :
B.w = 0.

Par consequent W E D(L2), avec sz = f. Donc f € R/L,). On a donc montré que
(Q) i N*) R(L ). Le théoréme 6.5 résulte alors du corollaire 6.2.

Démonstration du corollaire 6.1. - On applique le théoréme 6.5 pour 1'opérateur L§;

bti :

on obtient que R(L;) i {LZ(Q) -
Comme R(L ) est fermé, on a aussi R(L ) = (Q) N((Lz) )} et

R((L,)Y) = {L2(2) ; N}. On en déduit que N(( %) = N et que R((L,)%) = R(L3).

D'aprés le lemme 6.1, i1 suffit de ver1f1er que D((Lz) ) € D(L;). Pour cela,
soit u € D((Lz) ) 5 alors : (Lz) u=fe R((Lz) ) = R(L;). I1 existe donc
u, € D(L ) tel que L2 o = f. Alors : u-uj € N((L )') N* C-D(L;(). Par consé-
quent en &crivant u = (u-uj) + ug, on a prouvé que u € D(L ) 3 ce qui démontre le

corollaire 6.1.
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VI.5. - Démonstration des résultats.

VI.5.1. - Cas ol s > O.

On remarque tout d'abord que 1'on déduit de la proposition 6.1 et du théoréme
6.5 1a :

PROPOSITION 6.3. - L'espace oA’ défini dans le théoréme 5.2 coincide avec 1'ensemble
parcouru par (v ; Tov”"’Ts—]) lorsque v € N*.

COROLLAIRE 6.3. - On a : x(b) = dim N - dim N*.
(Ceci résulte directement du théoréme 6.3 et de la proposition 6.3).

Remarque 6.1. - I1 résulte de la démonstration du corollaire 6.1 que L2 est un
opérateur a indice dans LZ(Q) et son indice est égal & :

X(Lp) = x() = dim N - dim N*.

Pour finir la démonstration du théoréme 6.1, on remarque que, puisque les sys-
témes {B 33 =0,...,5-1} et {CJ 3 j =0,...,5-1} sont deux systémes de Dirichlet
d'ordre s, on en dedu1t, grace au lemme 2.1 du chapitre II de [8] que :

g,m-r(®) 3 Y54 =0, J=0,...,s-1}.

D(L,) = D(Lz) = {ueW
Considérons alors les opérateurs différentiels L et C_ J=0,...58-1,
dedu1ts de L* et CJ en remplagant les coefficients par leurs complexes conjugués.
Soit L la réalisation de L* dans L (o) sous les conditions aux limites homogénes
Cju = 0 J = 0,..0.,s8=1. 11 est clair que D(L2) = D(L, ). Mais L - L* est un opéra-
teur compact de D(L2) dans L (®) (cf. la proposition 1.7) ; on en déduit que

X(Lz) = x(Lg). Mais, grdce au corollaire 5.1, on a :

x(L;) 2)

- (L) Or x(L3) = (1}

Donc :

X(Lz)

Ceci achéve la démonstration du théoréme 6.1.

-x(Ly) = x(W) = 0.

VI.5.2. - Cas ol s = 0.
Nous noterons A 1'opérateur Laplacien et Y, 1'opérateur de restriction a r.
LEMME 6.4. - L'opérateur ?LZ = {8,y,} est un opérateur & indice de wQ*ﬁ(Q)
3/2

dans

m L
wq’m(n) x H™%(r), d'indice nul. .

Démonstration. - On montre facilement les deux égalités suivantes :
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Uy yatad) = Uy 2(@) 0 o @) x #¥/%(r))

ker (W,) = ker (We,).
m+2 2 2 2
Wam(@) H (q)
On en déduit que sz est un opérateur a indice de wm+$(g) dans wg m(g) X H3/2(r),
d'indice égal & celui de %Lz, opérant de HZ(Q) dans LZ(Q) X H3/2(r) ; or il est

bien connu que cet indice est nul.

LEMME 6.5. - L'opérateur QLb = {A°L’Yo} est un opérateur & indice de wE*i(g) dans
L2(2) x H¥2(r), d'indice nul.

Démonstration. - Ce résultat se déduit directement du théoréme 6.1. En effet,
1'opérateur A.L entre dans la classe étudiée, avec r = 2.

LEMME 6.6. - L'opérateur AoL - LoA est un opérateur compact de Ngti(n) dans Lz(g).

Démonstration. - Ce lemme résulte facilement de la proposition 2.7.

Pour terminer la démonstration du théoréme 6.2, on utilise le diagramme

suivant :
(L’13 2 )o(AsY )
W2 (o) —H P 0 2 n
(A’YO) (L’nHB/Z(F))
3/2
wz’m(n) x H¥4(r)

On a : (L’]H3/2(F))°(A’YO) = (Lobsvy).

Les lemmes 6.5 et 6.6 impliquent que (LOA,YO) = (AOL,YO) + ([L,A],O) est un opéra-

teur & indice de
W20y dans L2(q) x H¥2(r),

q,m
d'indice nul. On déduit alors du lemme 6.4 que (L,11.3/2 ) est & indice de
H™ " (r)
Wy (@) x /2 () dans 12(a) x #¥/%(r),

d'indice nul. Et comme on sait d&ja queLest d& indice (théoréme 6.4), il en résulte
que cet indice est nul. Ceci achéve la démonstration du théoréme 6.2.

Dominique PREVOSTO

Université de Rennes I

B.P. 25 A
35031 RENNES CEDEX

308



[n
[2]

(3]

[4]

[8l

L6l

[71

[8]

[91

[101

[11]

[121]
[131]

OPERATEURS MAXIMAUX...
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