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PROBLEMES MIXTES
POUR DES SYSTEMES HYPERBOLIQUES SINGULIERS

par
Jean Frangois NOURRIGAT

Le probléme de Cauchy pour les systémes hyperboliques singuliers & partie
principale symétrisable a été étudié par Alinhac [1]1, [2], qui a démontré d'autre
part que 1'étude d'un opérateur hyperbolique du type de Fuchs peut se ramener i celle
d'un tel systéme. ‘

D'autre part Kreiss [3] et Sakamoto [4] ont démontré des théorémes d'existence
et d'unicité pour les problémes mixtes dans un demi-espace respectivement pour des
systémes et pour des opérateurs strictement hyperboliques avec des conditions aux
limites vérifiant 1'hypothése de Lopatinsky uniforme.

Nous nous proposons ici d'étudier les problémes mixtes dans un demi-espace pour
des systémes présentant le méme type de singularité sur la surface initiale que ceux
de [11, [2], mais ol la partie principale et les conditions aux limites vérifient les
mémes hypothéses d'hyperbolicité stricte et 1a méme condition de Lopatinsky uniforme
qu'en [31, [4].

Plus précisément, en utilisant le symétriseur construit dans [3], nous démontrons
pour le probléme étudié et le probléme adjoint des estimations & priori qui nous
fournissent un théoréme d'existence et d'unicité dans un espace L2 avec poids.
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I - ENONCE DES RESULTATS.
2, n et p sont des entiers > 1, avec ¢ < p.
n est la dimension de 1'espace et p 1'ordre du systéme.
L'ouvert considéré est

Q ={(t,y)| t>0 y]>0 yJ.eRpourzijf_n}
Nous emploierons la notation y' = (y2 ... yn) et nous désignerons par 3 la surface
{.y'|=0}~

1 . Hypothéses sur 1'opérateur

On considére dans g le systéme différentiel suivant :

N T
(1.1) L=t

I~ S
—

tAJ(ty) g5+ B(t.y)
J J
ol les Aj(t,y) (1 <j <n)etB(t,y) sont des matrices de type (p,p),indéfiniment
dérivables dans @ . On suppose que Aj(t,y) est constant en dehors d'un compact de
Q et que B(t,y) est borné.
On associe a L 1'opérateur :
3 n 3

L = - A (t.y) —

o] K‘E J=] J ayJ
Nous supposerons vérifiées les 2 hypothéses suivantes :

H1) L'opérateur L est strictement hyperbolique pour (t.y) € % .
Autrement git V(t,y)€E Q, ¥n = (n] nn) € R" - {0} les valeurs propres de la
matrice Aj(t,y) nj sont réelles et distinctes.
1

H2) Pour (t,y) € @, la matrice A](t,y) est diagonale, et les é&léments aj(t,y)
de la diagonale vérifient :
aj(t,y) < 0 pour j

I A

L

aj(taY) Opour j >g +1

v

L'hypothése H1) implique que la matrice A] est diagonalisable. On ne restreint
donc pas la généralité en la supposant diagonale.

2. Hypothése de Lopatinsky.

Sur la surface z on va imposer des conditions de la forme :
Puo=g

ol uy désigne la trace de u sur 3 , P(t,y') est une matrice de type (p,2), indéfini-
ment dérivable pour t > O et y'e€ Rn'],constante en dehors d'un compact. Nous ferons
1'hypothése :

H3) Dans un voisinage de =z, la matrice P satisfait & la condition de Lopatinsky
uniforme par rapport a 1'opérateur Lo’

Pour la définition de cette condition, voir Kreiss [3]
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3. Enoncé des théorémes
Désignons par V 1'espace des distributions u €(L2(9))p telles que

t We(1?(a))P et tgy‘ij € (P@)? (1< <n).

THEOREME 1. - Sous les hypothéses HI, H2, et H3, il existe ¢ > 0 et o, > 0 tels que
pour tout ue V et Eour tout o >g, on ait :
1/2 1 1/2
(1.2) olllf +1t"%ug1% < el [Kiwo) ulf + 121/%puy)?).
On adopte les notations suivantes

[| || et ( ) désigne lanorme et le produit scalaire dans (LZ(Q))p

| | et < > jouent le méme réle dans (LZ(Z))p.

THEOREME 2. - Sous les hypothéses H1, H2, H3, il existe oy > 0 tel que pour tout
o > oy, pour tout f et « tels que
£0fe(L2(2))P  tY2 "9 ee(lP(x))P,
il existe un u tel que

t™ uel?(a)P
Lu = f
Pu0 =Y
La trace de u sur ¢ a bien un sens si u vérifie les conditions précédentes et
appartient & H ]/2 (z)

IT - OPéRATEURS PSEUDO DIFFéRENTIELS DéPENDANT DE PARAMETRES

n et p sont des entiers> 1.
(x,y') désigne 1a variable de R" (x€R, yeR
€ 4n') désigne la variable duale,

n-l).

o est un paramétre > 1, k un paramétre > 0, et m un nombre réel.

/

DEFINITION 2.1. - On désigne par SE o 1lensemble des matrices a(x,y's g, n') de
type (p,p) indéfiniment dérivables par rapport & toutes les variables, et ayant les
propriétés suivantes :

a) Pour 0 < k <1, le support en (x,y) de a est inclus dans une boule de rayon 1
de R", et pour tout multi-indice (as B> v, 6) i1 existe C >0 tel que :

- -8, 8
0% 05 Dz D% a(x.ys sn)| <c (o + [g]+ k [n)™ T "%

b) Pour k > 1, le symbole a est indépendant de y, son support en x est inclus dans
un_segment de largeur 1, et pour tout multi-indice (a, v, 8) il existe € > 0 tel que:

0% 07 00 a(x, &, n)| < clo +lel + k)" 7Y 0k
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On munit SE - de la famille de semi-normes
> anBnY;
T () = sup sup lDXD’YDEDn r:| 53
s kY8 < q  (X,Y,E.n) (o+|g[+k[n]" YT
qui en fait un espace de Fréchet.
On pose A =op(a). ab désigne 15 symbole composé de a et b. a* désigne le symbole
de 1'opérateur adjoint de A, et a la matrice adjointe de a.

DEFINITION 2.2. - ‘espace HE 5 (s €R) est 1'espace HS(Rn) muni de la norme

lullg 4o =11 (otlel + kIn)® a(e.n)ll.

On vérifie immédiatement les 4 propositions suivantes

PROPOSITION 2.1. - Si a€Sy , op(a) =Hg > H ™" . I1 existe un entier q > 0 et
C > 0 indépendants de k et o, tels que :

sm
Vu €He Al o< e NPT @) lullg o
M M
PROPOSITION 2.2. - Si M] et M, sont des nombres réels, sia S, et b€SZ .
Mp o+ Mp -1 ’
a, b - ab eSk] 2 . De plus pour tout entier q > 0 i1 existe un entier q' > 0

et C > 0 indépendants de k et o, tels que
s M+ M -1 ‘M ‘M
NE,U 1 2 (agh - ab) < ¢ NE’G 1 (a) NE’O 2 (b).

Soit maintenant @éﬂ)(R") (resp. ¢ €@ (R)) a support dans une boule de rayon 1 si
k <1 (resp. sik>1).

PROPOSITION 2.3. - Si aeSy . o(a*- a")eSy | . Pour tout entier q > 0, il
existe q' > 0 et C > 0 indépendants de k et o, tels que :

Ny (o(a¥ - a"y) < ¢ NE:O (a).

PROPOSITION 2.4. - Soit m > 0 et aeS'E o tel que a(x,y,£,n) soit une matrice hermi-

tienne positive. I1 existe ¢ > 0 et q > 0 ne dépendant que de m, k et o, tels que
pour tout ueHI'Ll Jona:
pour O o —2

Re(Au,u) > - ¢ Nq 5 (@) ||u||2 n-1
7o ko

111 - DEMONSTRATION DU THéOREME 1.

1 . Rappel des résultats de Kreiss.

Onal=<2ge<p.
Soient A] A2 . An des matrices de type (p,p) et P une matrice de type (p,%)
vérifiant les 3 hypothéses suivantes :
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n
H1) Pour tout n e Rn—{o} les valeurs propres de la matrice I Aj“j sont réelles et
distinctes, !

a
H2) La matrice A, est de la forme A]=( 1o a, 0 ) avec
%p
aj < Opour j<2
aj >0 pour j > +1

H3) Le systéme de matrices (A] Ay ... An’ P) vérifie la condition de Lopatinsky

uniforme.
Alors i1 existe C], C2 et C3> 0 ne dépendant que de (A],,,,,A ,P) et une matrice
R(o,&, NpeseNps Aj, P) de type (p,p), indépendante de Ny indéfiniment dérivables par
rapport & toutes les variables (par rapport & ¢ > 0, £cR, neR" -1
cients des matrices précédentes) telle que

1) Pour Aj et P fixés 1a fonction (0,£,m) + R(0,E,n, AJ.s P) est homogéne de de-
gré 0 pour ¢ > 0,

2) Re R(o+ig -i z Aj“j) > Cy.

3) RA] est autoadjointe, et i1 existe 02 et C3 > 0 tels que

RA

, et aux coeffi-

H
1t CZP P- C3 > 0

2, Le changement de variable t=eX,
Tout d'abord i1 suffit de démontrer 1'estimation (1. 2) avec B(t,y)=0. Considérons
le systéme (1.1) et fa1sons le changement de variable t=e*, en posant :
u(x.y)=e2u(e* y), f(x,y) e*f(eXy).
Le systéme (1 1) devient ;

’l} N

au =f

(3.1) LU = —a)—(+(o-’z)u- )]:A(e y)et 3

les conditions aux limites,
(3.2) P(e.y) U(xy) = §lx.y).
et 1'estimation a démontrer :
(3.3) o fulf + 12§ 12 < (3 IFIE + 12 31,

Le but de la section III est de démontrer cette estimation. Désormais le symbole ~
sera omis.
Le symbole associé au systéme (3.1) est :

n
2 =0 + ig - ie® £ A.(eX.y)n..
14 J
IT est donc logique d'introduire le symbole :

@3(09 XsYs Em) = R(O’,E exn, AJ(EX,Y) s ( Xay))
On en déduit qu'il existe C1, C2 et C3> 0 indépendants de x et y, tels que :

(3.4) Re®ExC
3;A +CZPHP-C3>0
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D'autre part, pour tout multi-indice (a.8,y,s) il existe C > 0 indépendant de 4,
tel que

(3.5) |DiD§DZDﬁ{Z{o,x,y,g,n)[ < C (ot|g|+e |n|)-y-6 X,

o . . . .
de sorte que @Ln'appartient pas & la classe S', ce qui motive 1%introduction de
la partition de 1'unité suivante.

3. Partition de 1'uniteé.

D'aprés les hypothéses sur L, nous pouvons supposer que les matrices Aj(exa ) et

P(ex,y) sont -constantes pour x > 0. Soit (xj,yj) la suite des points d'un réseau de

R,

Soient ?6«5)(R) et \peﬁ)(lR"']), positives. Posons :
9506y") =@(x=x;) v (¥-y5) si x; <0

J
@3(x,y ) =(P(x-xj) six; > 0
On peut choisir ces fonctions de telle sorte que :
z «p.z =1 I IDaLP.lz <c pour tout multi-indice a.
i i T

Si 1'on pose uj = wju, le systeme (3.1) s'écrit :

(3.6) { Lu; =F;

Q\P. n aq;.
= - -4 X x4
fj ?jf + ( 5t % Ak(e ) e W, Ju

Le terme entre parenthéses est borné indépendamment de j,x, et y, et 1'on a :

FIEIE < e F? + Bl ? ) = lylF = pulf

Dans la suite, on va démontrer qu'il existe C > 0 et o > 0 indépendants de j et o,

tels que ¢ > % entraine :

(3.7) o ||uJ.|2 + |<=:x/2 u°j|

En ajoutant toutes ces inégalités, on obtient bien (3.3), ce qui démontrera le
théoréme 1.

Soit maintenant ¢(resp.¥)e4 égale & 1 sur supp ¥ (resp. supp y).

Posons

2 1 2 2
<c (litglP+ (% puey|?)

¢j(x,y) = @(x-xj) ¥ (y—yj) sixg < 0

2 (x,y) = o(x - xj) six; > 0
Le systéme (3.6) peut encore s'écrire :

(3.8) (QjR) o (QjL) uj = fj
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Or nous observons d'aprés (3.5) que gﬂ?ésox et @jl_es]x , les semi-normes .
e"J, o e"j, o
de ces symboles étant bornées indépendamment de}j et . Lesxsymboles considérés sont

indépendants de nq-

4 . Intégrations par parties.

On peut écrire :
_ X X 3 .
og"eA‘](e sy) 3y1 +L (U’ Xy y,E,n)
Multiplions les deux membres de (3.8) par ﬁj et intégrons. Nous obtenons
I1+4Jd-= ZRe(fj’“j)

I =2Re((6:R)0 (¢; L") us, uy)
avec J J J° ]
J =2 Re ((2.R)0 A)e"—'auii
= 23R 0 (o5 v, 0 )
Nous allons démontrer qu'il existe Cys weeesCy tels que :
2
(3.9) I>(co -¢) "uJ"
/2, 0,2 C4 . x/2 §2 %6 2
(3.10) 34 1eud? 5 (e - ) 18312 - g lyylf - Byl

D'autre part, pour tout e> o, il existe c, tel que :
2 G 2
(3.11) I(RLUJ" uJ)l Z €0 "uJ“ t = ||LLIJ“
En choisissant ¢ assez petit et ¢ assez grand, on en déduit 1'estimation (3.7).
5 . Minoration de I.
I =2R .R L)ug,us).
e ((85R) (5L Jug,u;)

D'aprés la proposition 2.2, il existe Toé s° X » les semi-normes de TO étant
bornées indépendamment de j et o, tel que : & J:°

1 - 2 )
(¢jR) o (¢jL ) = ¢j (RL') + T,.
(RL') désignant 1le produit matriciel des symboles R et L'. Donc :
I = ([(RL') + (RL')"] Uss ug) + 2Ry (T, vy, ug)
D'aprés la proposition 2,3
1% - |H
% [(RL") 2 - (RLY) @J.]

est un symbole de s° X, , désigné aussi par To‘ D'ou :
e’j,o

I = 2R, ([(RL") + (RL')HJ uj,uj) + 2Re(TouJ.,uj).

D'aprés les propriétés du symbole de Kreiss
(RL') + RLY - o >0
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D'aprés la proposition 2,4 i1 existe C > 0, indépendant de j et o, tel que :
' H - 2
Re([(RL ) + (RL')" - C]cﬂ uj,uj) > c||uJ.|[
Enfin, i1 existe C > 0 indépendant de j et o, tel que :
2
(T, us uj) <c |uJ.|| s
ce qui démontre (3.9).

6 . Minoration de J .

x 2
J = ZRe (ROA]e W{ N Uj)
X =% Xj - X
Posons o= e Z 2j 6j= e 2 25 (indépendants de y])
X Xj
d’ .= e .
ol euy ag U
X ou.
2 J
Jd = J .R . —= , U.
e (53R o (oA 351 s up)

. 0 0
Or : <1>J.R€S 340 et aJ.A1€S .

s Js0

1
Jso
avec des semi-normes bornées indépendamment de j et o. D'ol :

T_] = (‘I’jR) o (GjA]) - ‘P:jaj(RA])GS-

Xj 3 Xj auj
Jd=e 2Re ((RA]) E— (otju), aju) + e Re (T-] gy—] s UJ-).

Intégrons par parties la premiére intégrale, désignée par J].

J

;= ((RA)) 537 (0> agu) = = (R (agu)s o) =< (RA)(ajig) » ajug> -

3
- (Otju’ (RA])* '53',? (uJU))
u)).

(<
n

)
1 (djus (RA]) ?57]‘ (O‘j

2Re J] == ((RA])y] (Oljuj)s (O'J'uj) + (ajuj’ [(RA]) - (RA])*j?;‘]' (O‘j"uj))

-< (RA]) ajujo, aju5°> .
- o
Puisque q>J.(RA])€Sj’

* H
o [(RA)" = (A oy,

o le symbole
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1

est dans SS’O. Désignons le aussi par T_]. En tenant compte de
(RA)" = (RA)

on a : ' au.
J=-eM2R, < (RA;) (ajup3) s agugs > * Ry(u, T_.leXJ a—y% )

Minorons successivement les deux termes.

a) Terme de traces.
D'aprés Kreiss, il existe C2 et C3 tels que :

(RA;) + PP - €4 > 0

3
Ce symbole, multiplié par éj’ étant dans Sg I il existe C > 0, indépendant
de j et o, tel que

L2 H 2
WeL® R, < <1>J.[(RA]) + Cy(P7P) - Cilvav > >-C|v| 12, G
Appliqué a v = ajuoj’ cela donne : , ) ,
Re <(RA)) (ay)s ajuig> + CalagPugsl 2 Calagugsl™ - Claguggl™y 5.

Or :
-1/2, j, o 0i72 o’

En multipliant par exj, on obtient

X5 x/2 2
Re €9 < (RA]) (a5 )+ (ajug)> + Cyle /2pu |2 >
x/2 2 C x/2 2
> Cyle ”ojl = le uojl .
b) Second terme
11 est majoré par
Xs AU
J _J
Clluslp le W, I,5,0
(T_] est un opérateur tangentiel indépendant de n])-
Oor : X auj _ A -1 oL
€ EA I (F5=L7u;)
. -1, <0
Puisque sj A] €S o
leA Ty s Gl < S
i1 i1 = N1 = o]
Puisque g, A]'] Les’,

Js0

-1,
”SjA] L ”jll_],j,c =<C "uj|lo
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Le second terme est donc majoré par :

2 1
Clllaglld + 7 g |
ol C est indépendant de j et ¢. Finalement :

X 2 2 x/2
"2hugsl 2 cq €% w4l

2

eX 2 2
34C, e cllugll? - & qLugl® - ey )2
O'

/ , -
IV - DEMONSTRATION DU THEOREME D'EXISTENCE.

Considérons le systéme :
oy n au
(4.1) (L+)u=t 5 % tA (t.y) = ayJ + (B+o) u=f.
Kreiss a démontré que sous 1' hypothese H3 on peut toujours écrire les conditions
aux limites sous la forme :

(4.2) ut + syt =@
en posant ul = (u] cee ) uII = (ul+] . up). S désigne une matrice de type
(2, p2).
DﬁFINITION 4.1 . - Le probléme adjoint formel du probleme (4.1), (4.2) est
(4.3) (D¢ +0) v=g
(4.8) voII - SHVOI =y

PROPOSITION 4.1 . - Si Te probléme (4.1), (4.2) satisfait aux hypothéses H1, H2 et
H3, i1 en est de méme du probléme (4.3), (4.4).

La seule difficulté réside dans la vérification de 1'hypothése H3. On s'appuie
sur le fait que pour tout ¢ > 0 et pour tout point (y,t)eRn+] les déterminants de
Lopatinsky de ces problémes sont imaginaires conjugués.

On en déduit qu'il existe C > 0 et o > 0 tel que pour tout ¢ > 9 et pour tout
ve\Vona:

2 2 1 2
(4.5) oW + 1672012 < ¢ 21 +o) vif + 2V oI
Aprés multiplication par A]'] on peut écrire 1'opérateur (4,1) sous la forme
n
Ju au
Lu = t — vy + g t Cj 3y +Dt=— ot ).

On vérifie alors facilement :
PROPOSITION 4.2 . - On a pour tous u et v ()

(Luy )-(u,L?v) =-< (uOI+SuoII), tvOI> - <tu011, v T _ SHv‘I>,

Cette formule de Green s'étend @ veV et ueD (L).
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On veut résoudre le probléme :
(L + o) u=f u eLZ(Q)
ué + SuoII =Y
amcf@L%g)ettvzqeLﬂzy
Posons pour tout veV:
L) =) + <t V2 1 12 @ s

D'aprés les estimations duales (4.5), si o > oy ¢

L] < C (L™ +0) vl + [£/2MT - sty Ty

En appliquant la formule de Green successivement avec ve® (2) puis avec ved(auz)
on obtient 1'existence de u tel que :

ueL2

(L + o) u=f
I 11
UO + SUO =P,

ce qui démontre le théoréme 2.
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