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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DES VALEURS PROPRES
D'OPERATEURS ELLIPTIQUES DEGENERES.

par

Guy METIVIER

I. INTRODUCTION,

Soit @ un ouvert borné de R", de bord T , T étant une variété a bord C”.
On se donne une fonction ¥ de C”(Rn) telle que :
Q={x €R" / <(x)>o}.
{(xeR" / @x)=o}.
¥ x €T, d¥ (x) # 0.

On définit des opérateurs elliptiques dégénérés, par la méthode variationnelle,
en se donnant des formes sesquilinéaires continues et coercitives sur des espaces de
Sobolev avec poids. On veut envisager ici desrrsraces du type :

(1.1)  W={ued (@) /Va, o <m :' % . 0% e 3@} .
les rp pour p=0,...,m étant des réels > o. On munit un tel espace de la norme
hilbertienne évidente.

On peut prouver que 1'on peut, sans changer 1'espace W, modifier la suite rp
de maniére a la rendre croissante et convexe. On envisagera donc dans toute la suite
le cas typique suivant :

On se donne des entiers 2 <k<m et des réels s et & avec o<%-l<s<g
(1.2) et §> 1.
' On pose o = (6-1) k+s et on définit : r = Max (0,p-s , ps-o).

de sorte que r =0 si p<2-1, rp=p-s pour g<p<k et r

p =ps-c pour k<p<m.

p
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On choisit comme espace variationnel V soit 1'espace W défini en (1.1), soit
W , adhérence de 9p (Q) dans W. Soit a une forme intégro-différentielle du type :

+ —
a(u,v) = I z 345(%)- c?(x)rlu, "8l 0%u(x). DBv(x). dx
Q

|uLim
(1.3) [Bl<m

ol Tes a sont des fonctions continues sur Q et vérifient a_, =a _.
aB Ba o

a est hermitienne et continue sur W ; on la supposera coercitive sur V :
. , . 2 2
Jey >0, FAER, Yu eV a(uu) >y July - A ful®, .

L™()

Par le lemme de Lax Milgram, on associe au triplet variationnel (V, LZ(Q), a)
un opérateur (A,D(A)) semi-borné et auto-adjoint dans LZ(Q). On démontrera la
compacité de 1'injection de W dans LZ(Q) et il en résultera que le spectre de
est constitué d'une suite de valeurs propres Aj , réelles, tendant vers +«. On se
propose d'établir des formules asymptotiques du type :

>

1.4 N(A) = 1 AY

(1.4) () " voC

ou dans certains cas :

(1.4") N(A) = £ 1 c.a’ Log A

1'exposant w et la constante c seront précisés au théoréme 5.3.

Notons que dans certains cas la constante ¢ dépend des conditions aux limites
(choix de V). Remarquons aussi qu'on adapte trés facilement les démonstrations (et
les résultats) au cas ol V est un espace du type :

V={u€W/yju=0,Vj€J}.
J étant un ensemble d'entiers <s -%—.

La considération de conditions aux limites plus générales pose des problémes
techniques.

Le principal intérét de ce travail est qu'on y étudie des opérateurs d'ordre
supérieur @ 2 ; on retrouve ainsi certains résultats obtenus pour 1'ordre 2 en ([9],
[14], [17]). Le cas des opérateurs d'ordre > 2 a &té abordé par une méthode diffé-
rente par PHAM THE LAI ([15], [16]).

Le plan sera le suivant :dans II on rappelle et on établit quelques propriétés
des valeurs propres de problémes variationnels;dans III on précise quelques proprié-
tés des espaces de Sobolev avec poids qui nous seront utiles;dans IV on étudie le
cas de modéles en dans V on é&tablit les résultats pour le probléme initial sur Q.

Théoréme 5.1 et 5.2 : la coercivité de a équivaut a 1'ellipticité de a, et a
la coercivité de formes a une variable "définies sur le bord" ; elle implique des
relations de type ellipticité pour des symboles définis sur le bord T .

Théoréme 5.3 : on précise (1.4) et (1.4'), les constantes c trouvées étant
finies et non nulles grace au théoréme 5.2.
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I1. VALEURS PROPRES.

ITI.1. Précisons d'abord quelques notations : on appellera, dans toute la suite, pro-
bléme variationnel un triplet (V,H,a) ol V et H sont des espaces de Hilbert, V
s'injectant continuement dans H, et ou a est une forme hermitienne continue et
coercitive sur V :

- 2 2
(2.1) ¢, >0, 3 tosVYueVv cluly<auu) +t July .

On.dira que le probléme variationnel est compact si 1'injection de V dans H
est compacte ; dans ce cas, i1 existe des éléments 43 de V (j=1,...) tels que :
2.2) { le systéme des Qj est total dans V, orthogonal pour a, orthanormé pour

(> )H et la suite Aj =a(cpj ’“Pj) est croissante et tend vers + = .

De plus, si pour tout t Z-to , on note :

. 2
Suat = (U€V / a(u,u) + tluly < 1}

et d (S,,) (n=0,1,...) le n-iéme diametre de S, . dans H, ([11, [12]), alors

ona (|4],]5]) :

(2.3) A+t o= {d (5,03 (n=0,1,...)

n+l

On introduit alors la notation :
N(A,V,a,H) = = 1
Aj <A

On convient de simplifier cette notation en N(A,V,a) s'il n'y a pas d'ambi-
guité sur 1'espace H , et d'omettre le a si celui-ci est le produit scalaire de V.

Si (V,H,a) est un probléme variationnel compact, et si V est dense dans H,
on lui associe un opérateur A auto-adjoint dans H, semi-borné et a résolvante com-
pacte. Le spectre de A est constitué d'une suite de valeurs propres qui sont préci-
sément les Aj de (2.2). Les (<pj) constituant une base orthonormée de H, de
fonctions propres de A.

11.2. Pour étudier le comportement asymptotique des fonctions N(A,V,a,H), on intro-
duit une classe de "fonctions de comparaison" :

F est 1'ensemble des fonctions f de R+, dans R+., croissantes, tendant
vers + o avec A et telles que :

o) = Tim F(wA)/F(R)
A>+ o
existe, pour tout pu de R, et soit une fonction continue de u.
On définit donc, pour un probléme variationnel compact (V,H,a) et pour feTF,

les nombres de [0,%]
+

Ne(V.a,H) = 1£3 sup N(f,V,a,H) / f(})
Nf(V,a,H) = ]}\12 mp N(f,V,a,H) / f(A).
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I1.3. Rappelons d'abord les propriétés suivantes qui découlent immédiatement de
(2.3) et des définitions :
(2.4) N(A.V, ca+t ( » )H) =N ((A-t)/a , V, a)
(2.5) Si (V1 s H, al) et (V2 s H, a2) sont deux problemes tels que V1<: V2
et Yue V1 s a2(u,u) < al(u,u)
alors N(A,V1 ,al) < N(x, V2 s az).

(2.6) ST(VyaHysag)iy

compacts, on a alors :

est une famille de problémes variationnels

v v v
N(A, @ Vi , ® a. , ® Hi) =

; N(x, V,
i=1 i=1 i=1 i

1 i
est la forme définie par :

aa.i sH.i)

nmMc<

3
v v v
® ai) (® u, , ® Vi) =

a; (u, , v.:).
LR 5 it i

nmMc<

i=1 i=1 1
(2.7) Si V0 est un sous-espace fermé de V de codimension finie v dans V

alors :
0 < N(a,V,a) - N(A,Vo »a) < .

(2.8) Si 1'inégalité a(u,u) < A Huﬂﬁ a lieu pour tout €lément u d'un sous-
espace E de V alors :
dim E < N (X,V,a,H).

Nous utiliserons par la suite les deux propositions suivantes :

PROPOSITION 2.1. - Soient V c,vl . H trois espaces de Hilbert, 1'injection de
V dans V1 étant compacte. Soit a une forme hermitienne continue coercitive sur V
et soit b une forme hermitienne sur V vérifiant :

3¢, vuev [bwul <cluly -y

Alors, a+b est coercitive sur V et pour toute fonction f de & on a :
NF (V, atb, H) = N3 (V,a,H).

Démonstration. - On déduit de la compacité de 1'injection de V dans Vl’ et de la
coercivité de a que pour tout e>0 il existe une constante Cs telle que :
VueV: [bluu)| <ea(uu) +C, Hu"ﬁ s
d'ou 1'on déduit la coercivité de at+b et grace & (2.4) et (2.5) que :
N(x,V,a) < N(A(1l+e) + Ce s Vs at+b)
N(A,V,a) > N(A(1-€) - C.» Vs a+b)
d'ol, en écrivant que pour A grand CE <eA;
£R(1-2¢) NE(V,a+b) < Np(V,a) < £*(142¢) Ng(V,a+b)
et la proposition suit en faisant tendre e vers o.

PROPOSITION 2.2. - Soit (V8 s H, ae)€>0 une famille de problémes variationnels
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tels que :

1. - (ve)e >o st une famille décroissante, et 1'injection de Vo dans H est
compacte. -

2. - I1 existe co>o,tdlegw : )
Ye>o Vuev, : a(uu) >cg "u“vo .

On suppose que a_ converge vers a, au sens suivant : il existe un sous-

espace & de U V_, dense dans V, tel que :
€>0
3. -Yued a_(u,u) —> a

olusu) (0)

4. - Pour toute famille (ue)€ 5o Pour laquelle ae(u€ ,ue) reste borné, et pour
tout u de .

ao(u,ue) - ae(u,ue) —> 0 (e=o0)

Alors, pour tout A de R point de continuité de N(A,V0 >3 »H)
N(>\,VS s a s H) =35 N Vg s ag s H)

o]

Remarque. - Ce résultat est a rapprocher de résultats de [iO] et suivant Ta méthode
qui y est utilisée, on peut démontrer sous les mémes hypothéses, 1a convergence
forte et avec la proposition, en norme des projecteurs spectraux.

Démonstration. - Remarquons d'abord que :
Fe;,te>o0,Vuey, a_(u,u) > ¢y ay(u,u) et on a donc :

(2.9) NG Vs a) SNOVC Vs a) <+

Notons (‘Pi) et (xi) (i=1,...) Tles éléments associés au probléme
(V0 s H, ao) par (2.2), et (w?), (u§) (j=1,...) ceux associés au problémes

(VE » H, ae). Fixons maintenant A€ R , distincts de tous les Ay
I1 existe alors & > o0 tel que :

vo = N V5 a) = N(x-8, V5 ay)
et approchant les CPi (i=1,..., vo) par des éléments de &, on voit qu'il existe un
sous-espace G de & de dimension Yo tel que :

Yues, a(uu) < (A-8/2) Julf .
G étant de dimension finie, on a pour € assez petit G € Ve et grace a
1'hypothése 3 :
Vue G a_(uu)<A ||u|§I .
On en déduit alors, par (2.8), que pour ¢ assez petit, on a :
N(A, Ve s ae) > N(}, V0 s ao).
Soit d'autre part : v = Tim sup N(A, VE s ae)
€>0
Par (2.9), on a : v < + », et quitte & restreindre ¢ aux valeurs d'une suite
tendant vers 0, on peut supposer que : v = N(X, VE s aE).
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€) €

. €
On a donc : ae(tpj ] Hy <

<X pour j=l,...,v , et on en déduit, par
1'hypothése 4, que pour u ¢ D :

(2 - ay) (u> ) —>0  ou

€
€ € €
(2.10) uj(u, wj)H - ao(u, wj) —> 0 quand & —> 0.

Par 1'hypothése 2, ll)§ reste borné dans V0 , et comme u§ < X, on en déduit

que (2.10) reste vrai pour tout u de Vo . En particulier, prenant u-= ¢; ona:

. . €
(2.11)  ¥i>1, ¥j>v (“?}‘1’) (@i 5 ¥5)y Fe557 0

Si 1'on suppose que Vv = N(X, V0 ,ao), il existe alors des éléments Ve de

€
v_= I L .YS ave
e o1 Ved Vs ¢

2_
0.12) {HVEIIH—I &
(vE ,q)i) =0, i=1,..., v

0
Les Vej étant bornés et )‘i >Xiu§ pour j<v et 1'>\)0 , on déduit que
(2.11) que :
(v s @) —5>0 si i>v
(2.13) f £0 ' 0
(vE s ﬁfi) = si i<y, -
Or, on a :

a(v,) < 1/cl alv) < %y lvell g
ce qui implique, en decomposant Ve sur Tes CP
Do, 912 < c® 5 v, @)
Mg, M,
ce qui avec (2.13) implique que ||v€||}21 +——> 0 contredisant 1'hypothése ||v€||ﬁ=1 ,
et cette contradiction achéve la démonstration de la proposition.

IIl. ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS.

II1.1. Soient © ouvert borné de R" et % comme au I. Pour m entier et r réel
>0 , on définit 1'espace :

N':(Q) ={ueD'(Q) / Yo, |of <m: ¢ " ue LZ(Q)}
muni de Ta norme hilbertienne évidente. Pour 1'étude au voisinage de T on introduit
des espaces modéles :

On note R -R"1x Joso[ , et x = (x',t) € R"”

la variable générique de ]RJ':. On définit alors :

W(RD) = e (RN)/ Vo, Jof <m:t" 0% e L?(R])) .

1
xIR+
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De plus, si U est un ouvert de R" de la forme U=U' x Jo,T{ , U' ouvert
de R on definit :
W) = {ue WR")/ u(x)=0, ppxe R\ U}
r r*+ ? + ’

On utilisera aussi les espaces suivants, ol Hn_l désigne le tore de dimension
(n-1) :
W xR = e M xR) / Vo, Jaf<m: t" 0Pue L2 IxR,) )
m,_n-1 _ m,_n-1 n-1
Wo (" xJo,T[) = {u € W (T " xR,)/ suppuc ' “x[o,T] }.

n

On désignera dans ce paragraphe par X une des variétés, Q , ]R+ ,

U=u' x Jo,T[ , lTn-lle+ ou 1" 1x]o,T[ .
On notera ﬁ(X) 1'adhérence de & (X) dans W(X).
On rappelle que : (cf. [3], [8], [13]).
(3.1) NT(X) o w'::g:(x) si 0<j<m et j<r
(3.2) & (X) est dense dans w"[‘(X) si X=q, IRE , ™1« R, .

PROPOSITION 3.1. - Si X est borné, alors Nm(X) s'injecte avec injection com-
= r

m' K
pacte dans wr.(X) pourvu que :
m'<m-1 et r'-m >r-m

Démonstration. - On suppose que m'=m-1. Le cas général suit des injections sui-
vantes (cf.(3.1)) :

m m-1 m'

Wr(X) <y wru (X) <y er(X)

avec r"= r' + (m-1-m')

Puisque WT(Q) < HTOC(Q), par partition de 1'unité et cartes locales, on ra-
méne le cas X=Q au cas X=U' x]o,T[, et dans ce dernier cas, en prolongeant par
{0, on se raméne au cas ol U' est un pavé. Nous supposons donc maintenant que

X=X'"xJo,T[, X' é&tant soit un pavé de R"1, soit le tore "1 .

On définit alors les opérateurs T (h>o0) :
(’l’h u)  (x',t) = u(x', t+h)

T, opére de w‘;‘(x) dans WT(X) n Hm(X). On obtiendra alors la compacité (cf.
[1]) a partir de 1'estimation :
(3.3) lu-tpul oy o< Coh® Jul
W) WE(X)
ol e =Min (1, 14r'-r) >o.

En effet, si uj est une suite bornée dans WT(X), prenant une suite hn\n )
on extrait de uj , par le procédé dj?gonah une sous-suite_lu.k telle que pour
tout n, Thn ujp converge dans H" (X), et donc ds'r_mi w:']. (X) et par (3.3), on en
déduit que la suite ujk converge elle-méme dans wr. (X).

L'estimation (3.3) résulte directement du lemme :
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LEMME 3.2. - I1 existe une constante C telle que pour toute fonction u de
1(o T) Qn_a_t .
f 27" Ju(t+h) - u(t)]? dt < ¢ h%e [ 2" Jur(t)]? dt.

)

avec e = Min (1, 1+r'-r) > 0.

Démonstration. - On écrit que Eour u dans SD(T§+) on a :
u(th) - u(t) = | u'(s) ds
t

et on écrit les majorations :

2¢ t+h
lu(t+h) - u(t) |2 5_12%%—~ J s172€ ju(s))2ds siot <h

Ju' (t+h) -u(t)|2 <h It+h |u'(s)]2 ds si t>h
t

et le lemme suit par intégration.

II1.2. Espaces W.
Si " est la suite de réels définis en (1.2), on définit les espaces :
ux = N WP (x)
. p=o 'p
W(X) est 1'adhérence de & (X) dans W(X).
11 résulte alors de la proposition (3.1) :

PROPOSITION 3.3. - Si X est borné, W(X) s'injecte avec injection compacte
dans Lz(x).

IT1I1.3. Espaces a une variable.
On utilisera par la suite les espaces WT(O,T) et W(o,T), munis d'une famille
de normes dépendant d'un paramétre p > o0 :

m
2 2(m-k) y,r
lul?, - 1 o )utouu
Nr’p(o,T) k=0 ( 0,T)
2 m 2
lul = I ful
(0T~ pso TP (0,T)
rp,D

On précisera wﬂ p(o,T) ou wp(o,T) pour spécifier que les espaces sont munis
t]
des normes indicées par p.

Dans le cas des espaces a une variable (n=1), nous précisons la proposition
(3.1) de 1a maniére suivante :

PROPOSITION 3.4. -
i) Pour r<m, il existe une constante C, ne dépendant que de r et m, telle que
pour tout T>o0 et tout réel X positif, on ait :
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N W0,T), L2(0,T)) < ¢ [ 17 4 1]

ii) Pour o<r<m, il existe Ao>o,te]que:
NG WHR,), LA(R)) =0 si a<hy .
m 2 _
NOLW(R,), L5(R,)) = 0O 2ry Az

Démonstration. - On suit une méthode trés voisine de celle utilisée en [6].
Soit €= 1-1 . Pour h>o , on définit la suite t.=h j7, j=1,...,v ol
v sera fixé par la suite. On note hj = tj+1 -tj <1/e. h. (J'+1)]’(€_'1
On approche u de WT(O,T) sur ]tj ,tj+1[ par un polyndme de degré (m-1),
Pj(u), de sorte que :
=Pyl SO
§2 Ui+l 32 i+l
On approche donc u sur ]tl ,tv[ par une fonction v polynomiale par mor-
ceaux variant dans espace de dimension v.m , telle que :

Ju-vi?,  <C (sup W3 £32) 142 0",
tysty) J L7(tyst))
et i1 vient alors :
3.4)  Ju-vl%, < ¢y hET)e2r gy 2 .
L (tl’tv) L (tl’tv)
On considére d'autre part 1'opérateur by
Ay u(t) = u(t) - u(t+h).
On vérifie, comme au lemme 3.2, 1'estimation :
2¢€
@5) 1P el < LR peenieep 2 :
L% (0,ph) (2p+1) L (0,(p+1)h)

m
Or on a : Aﬂ u(t) = u(t) - = (-1)p (g) u(t+ph) que 1'on note Aﬂu =u -TR u,
et 1'on déduit de (3.5) : p=1

(3.6)  Ju-"ul?, <, h2™ e ol ul?, :
L"(o,h) L™ (o,m+1)h)
On a d'autre part de maniére évidente :
m m .2 2
(3.7) lTou - T,V < Cy Ju-v]
e 20 — 3 L2(h, (m+1)h)
et en regroupant (3.4), (3.6) et (3.7) on voit que si 1'on pose :
w(t) = v(t) pour t > h
w(t) = (rﬂv)(t) pour t < h.
On a :
2 2(m-r m 2
(3.8)  Ju-wl?, < ¢, hEMT) oy,

L"(o,t,) ~ L™(o,t)
pourvu que (m+l)h < tv , W variant dans un espace de dimenigon mv .

Pour démontrer i), on choisit alors v de sorte que hv’™ > T et on déduit
de (3.8) :
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N (= h™™ <mv <m (107 + 1)
4
pourvu que  (m+l)h < T.
Pour démontrer 1ii), on choisit v de sorte que t\-)2r <G4 h2(m-r)’ i.e.
. -m a
v>0C, ry, q".

En prolongeant W par 0 sur ]t\) »[ , et en tenant compte de la majoration :
2 =2r p.roa2
[l ul 2 <t It ul 2
»®) v Lo(t, »»)
Y Vv
on obtient alors de (3.8) :
2 2(m-r 2
luwl?,  <cp 20T g2
L*(R,) W(R,)

et
1 . p- -m
N W™, W(R,)) <mv . <m [Cg b % 1]

pourvu que
Cq 2™ > (m+1)?"

ce qui démontre la seconde estimation de ii), la premiére résultant seulement de la

continuité de 1'injection de NT(]R+) dans L2(1R+).

IV, MODELES.

IV.1. Soit J's= (]o,h[)n-l, pave de R"1, que 1'on identifie & un ouvert du tore
X' = R"Yy On considére alors les variétés J=J'xJo,T[ et X=X'xJo,T[

h 21
Etant donnée 1a suite (rp) (1.2), on définit les espaces W(J) et W(X). Pour ne
pas énoncer deux fois des résultats semblables, on convient de désigner par V 1'un
des symboles W ou ﬁ , toujours le méme & 1'intérieur d'un énoncé.
On décompose la variable x de R" en x=(y,t) yean'l, te€ ]R+ et la va-
riable duale & en (n,t).
Soit b la forme hermitienne sur w(]R")

r +r
(4.1) b(u,v) = T bg [ nt lal™" 18] p% . pBv dx
lal <m IR+
18| <
avec bas = bBae c. 01 .
On introduit aussi des formes a une variable sur w(lR+) : pour nelR on
pose : \ ® o +r a B
b(uwv)= I b .n**8 .f gl el pn g, o, v. dt
n |0l|$ m af o
[B]l<m
n-1

ol 1'on a écrit a= (a', a)) € N x N

Nous commengons par étudier la coercivité de b et on a tout d'abord :
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LEMME 4.1. - b est coercitive sur V(J) si et seulement si b est coercitive
sur V(R x To,T).

Démonstration. - La condition est suffisante puisque : V(J) V(Rn_lx Jo,T[).
Prouvons sa nécessité.

On considére les pavés J, = h@ .v+dt (ve Zn'l) et J =Jd¢ x Jo,T[ .
b est alors coercitive sur V(Jv) et :

-1 2 2
(4.3)  Jey>o, InL¥ov e, vuev(Q) b(u,u)+>\0ﬂu||L2(Jv)i; “u"”(%) .

D'autre part, i1 existe des fonctions z €& (J') telles que = cz
AY V N

=1 sur
Y

R™! et que :
' n-1 -1
(4.4)  vaenN" Fc, , ¥vel ”Da%”LmiCa'
On déduit alors de (4.4) qu'il existe une constante C, telle que pour tout u
de V(]Rn'1 x Jo,T[) on ait :
[b(u,u) -2 bz u, zu)l<cz = Jul _ -l .
VOV TV T v gcpan W) W ()
o<g<m p q
IT résulte alors de la compacité de 1'injection de wg'l(dv) dans NE (Jv) s

en remarquant que tout point x est dans au plus 2"'1 pavés Jv , que :
(4.5) {Ve>o,30€ R Vu€V(]Rn_1x]o,T[)
. 2 2
Ib(usu) - 2 bz o)l <eluly + ¢ ul?
De méme, on a :

2

[l ull - = I |zuu

L2(IRn 1x]o,TI) v oV
2

Wz

W(R" L x |o,T])

12,
L%(3,)
< Cte It u]|2 .
VoY)
Ecrivant (4.3) pour chaque fonction (Cv“) on obtient compte-tenu de (4.5) et
(4.6) la coercivité de b sur V(R x Jo,.T[).

PROPOSITION 4.2. - b est coercitive sur V(J) si et seulement si Tes formes

bn (ne Rn'l) sont coercitives sur V n (0,T) uniformément en n, i.e. :
3¢,>0, 32 € R L ¥neR" L, vu v,

(4.7)

2 2
b_(usu)+ A _Jul > C, |l .
n o LZ(O’ Z "o Wln‘(o,T)

T)
Démonstration. - Pour u € LZ(Rn-lx Jo,T[), on note u(n.,t) sa transformée de
Fourier partielle. I1 est clair que si (4.7) a lieu, en écrivant 1'inégalité pour la
fonction t — ﬁ(n,t), et en 1'intégrant en n on obtient la coercivité de b sur
VR 1 x Jo.T).

Inversement, si b est coercitive sur V(J) donc sur V(Rn'lx Jo,T[), on
gcrit 1'inégalité correspondante pour des fonctions de la forme wu(y,t)= z(y) «v(t)
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pour obtenir :

- ¢yl Tano
(0,T) W n (0,T)

et 1'inégalité ayant lieu pour toute fonction <ze¢ :f(R"‘l) on en déduit (4.7).

jmn_lli(n)lz[bn(v,v) Agllvi?,

Nous aurons besoin par la suite de résultats d'ellipticité. On introduit ici
les symboles suivant qui apparaitront par la suite :

pour (t,£) € R, x R" avec ¢ = (n,T)ean'1 x R. On pose :

r _ _ r|a|+rIBI a"’B
b, (ts1) = b(t,E) = Iaffmbas .t L
|8|<m
+
bleg) = & b, .t lal’ VI8l o
k<lal<n OB
(4.8) < kel &<
k o+B
b'"(g) = z .
la|=|8]=k ©#
b'™(g) = L .8
laf=|g|=n *#

-

Avec ces notations on a :

o
PROPOSITION 4.3. Si b est coercitive sur W(J) alors :

i) I1 existe une constante ¢ >0 telle que pour (t,£)€ R, x R" on ait :

2r 2r
bl(t.e) > ¢ [t Mlg1?* + v Mg .
bk > ¢ g%
b'™e) > ¢, lgl?"

ii) I1 existe deux constantes C,> 0 et A; telles que pour
(ts€) € JO,T[ x R" on ait :

2r 2r _

Démonstration. - Soit £ € & (R+). On se donne y>1 et on applique (4.7) pour

n=p"'. n, & la fonction u(t) = z(pt) exp (10716 t), od £y = (no,to) est fixé et

ol pest assez grand pour que u€SD (]O,T[ ). Prenant la partie principale quand
p >+ « , on obtient :

© P 4r 2 2r
@.9) z b . [ lelTIBl ey Tatse 1 g2 [ ¢ lelyge))? gt
. 0B 7% -0 0

|olen lajea

[}
|Blea
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ou A={k,...,m} si =
= {k} si 1<y< &
A = {m} si 8§ <y

Puisque (4.9) a lieu pour tout z ¢ & (R.) on en déduit le i)
Pour démontrer ii) i1 suffit alors de vérifier que :

si p 4 {k,...m} ousiqé{k,...m} alors :

(4.10) Ye>0, 3r ,¥(t.8) €10, T[x R :
r +r 2r 2r -
[ L R I R R L R W
- sip+ q<2k. On a pour (t,g)e.lR+ x R"
- 2r =(P*2)/ (9 -p- -

§Pa-2s | P ¢ o ¢ TKpg 2k /(2k-p-q) 4-2s

et (4.10) suit puisque r

>p-s, r >q-s et puisque pour (4.10) on restreint t & JO,T[

P G-
- si 2k <p+q <2m, p<k. On a :
2r 2r
t(p+q)6 olgP+q St k|€|2k ot m|E|2m_
Comme r_>pé-o , pour tout € >0, il existe te tel que (4.10) ait lieu sur

]O,te[x R" avec AE = 0. Mais alors puisque p + q<2m, on peut choisir Ae de
sorte que (4.10) ait lieu sur ]te, T[x R".

On achéve ainsi la démonstration de la proposition 4.3.

IV.2. - On suppose maintenant pour toute la suite que b est coercitive sur V(J)
et donc que (4.7) a lieu.
On a alors :

PROPOSITION 4.4. - b est coercitive sur V(X) et on a :

2 2
N(A,V(X)s by, L7(X)) = Z, .. N(A,v(0,T), b, L(0,T))
ve h*7" 1 v
avec h* = 2m/y -
Démonstration. - On effectue un développement partiel en séries de Fourier : pour
(¥:t) s n 2 e (i y)
u(y, g U . .exp (ivy
veh* 2 1"y
on a
2 2
[lull =zl
L2(x) v VL (0,T)
b(u,u) = 3 bv (uv, uv)
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2
[[ull < Cte. Tl 1|2
W(X Wy (05 T

On en déduit alors la coercitivité de b. D'autre part si on note~?v’j(j=1,..)
une base orthonormée de fonctions propres pour les va1eurs propres A ., de 1'opé-
xateur associé au prob1eme variationnel (V(0,T), L (0,T), b ) les foﬂct1ons

v,j(y’t) = v,j(t)' h( /2 exp (iv.y) forment une base orthonormee de L (X) de

fonctions propres pour les valeurs propres Av j de 1'opérateur associé au probléme
(V(X), L2(X), b), et la proposition suit.

Notons :

(4.11) m = Sup {pef{l,...m}/ p-rp:>0}.

m.

De 1'injection W(0,T) & w 1 (0,T) on tire, grdce & la proposition 3.4 :
]

(4.12)  NLV(0,T), by ) = O(Ayzml)

uniformément pour |n| borné.

On introduit alors les fonctions suivantes :
pour R>0 on note :

op(A) = £n|>R N(AV(0,T), by) dn.

On modifie la proposition 4.4 en la :

. n-1
PROPOSITION 4.5. - Les fonctions N(A,V(X), b, L2(X)) et (h/zn) . ¢R(A) sont équi-
valentes au sens suivant :

Y
Pour toute fonction f de & vérifiant A 2m g (f(A)) on a :

NE (V(X), b, (X)) = (néﬂ)"'l imsup og(3) / F(0)

N0, b, 120 = ()" Timint a02) / £

A > 4o

Démonstration. - Pour |v| > R>(2m)/ et pour n dans le pavé de centre v de cité
(2n)/p on a:
1 1 ' ' 1 1|

I nG. +B-v0. +B I < C. Inlld +B | 1

d'ol 1'on tire :

Y u e v(0,T) Ib, (usu) = by (usu)| < C{nl || u ”5| I(O’T)
n
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Notant Co et %, les constantes de (4.7), on voit alors que € > 0 étant donné,
C
on a pour [n| > /aCO

Yu eV(0,T) b (u,u)-by(u,u)] < e b (usu) **o”U”iz]
d'ol 1'on déduit les encadrements :
N(\(1-€)-ehgs V(0.T)s b)) < NOAN(0.T), b) <
< N(A(I+e) + €A, V(0,T), b ).
et compte tenu de (4.12) on obtient :
NA(1-2)-83g, V000 5) < (M) ™ g(a) + 00172
N(A(I+e) + e, V(X), b) > (M, )"h. e () + 0(x1/2m1)

La proposition suit alors en passant & la limite d'abord en X, puis en faisant
tendre ¢ vers O.

IV.3. - Nous étudions donc maintenant les fonctions N(A,V(0,T), bn) et tout d'abord
leur comportement par homogénéité.

Pour u dans V(0,T) et p > O on pose v(t) = u(t/p) et on a :

2 -1 2
lelllg o o= o Iz
(4‘13) ( 2 ) 9p )
2s-1
bn(u,u) = p bn/p,p (vsv).
ol les formes bn 0 sont définies par : T
EH] p ———
-S ) ' ' r +r o B
by (Va¥) = T by o.p o] 18] o'+ J ¢ 1ol Blp ™y oy gt
Nsp lo"lf_m a. 3
[B]<m
avec s =-p+r_ +s >0 pour p=0,...m

P p
Notons que s_ = 0 si et seulement si pé€ {2,....k}, (2 et k sont définis en
(1,2)). On définit alors :

iapnt r +r Q B
(3.19) BO(v,v) = L by n® ** fw ¢ el 18l iy gty gy
K<lal<
— —_ [e]
2<| 8|k

qui est définie et continue (cf(3.1)) sur wrk0R+)
k
I1 résulte maintenant de (4.13) que :
(4.15) NOWV(0,T), by L2(0,T)) = N0 255 V(0,6T), by, 05 LE(0,6T))

On énonce alors :
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PROPOSITION 4.6. - Soit b une forme (4.1) vérifiant (4.7). Alors b est fortement
coercitive sur V reln] (R,) uniformément en n # 0, e :

EP -1 k
Jc'y>0  Y¥Yner'\0. VYue Ve, R,
S 2
bo(usu) > c lull ko R
rk,InI
Si de plus rk>0. Alors pour tout réel A :

NV (0,0T),b, o, L L2(0,0T)) 5= N VK NURBE L2®,)) p-p n.

Démonstration. - On déduit de (4.7) par le changement de fonction v(t) = u(t/p) que

pour v € V(0, PT) : n

-2s
2 -2
(4.16) b, (vov) > c'o I op PV - A2l ||
ne ° P HopsIn| ¢) L)

et 1a coercitivité suit en remarquant que les fonctions & support compact sont den-
ses dans Vk (R ), et en faisant tendre p vers + =,
"k

Nous allons maintenant vérifier quand rk>0 les hypothéses de 1a propos1t1on
2.2. pour les problémes variationnels, (V(0,°T), L ®,), b p) et (V (IR ) L (R )
b°) n # 0 étant fixe.

Tout d'abord puisque rk>0, 1'injection de Vk (R,) dans L2(lR+) est compacte.

Ensuite puisque |n] #0. On a | .|| 2( < (te || | et on déduit alors
L= (R

) g n|(R+)
de (4.16) que pour p assez grand on a :+ ks Int

I'zl:l ‘ZSP 2
(4.17) b ,o(Vs¥) 2 C/2 (2 P (vl ")
Poelnl ™

On choisit mamtenant comme espace <D de la proposition 2.2, Sb(tR ) ou ."D(R )
suivant que V =W ou N I1 est clair d'aprés la définition de bn que :
0
YueDd bn’p(u,u) N bn(u,u)
Soit maintenant (up) (p>Do) une famille de fonctions telles que :
u, € V(0,pT) et
sgp bn’p(up, Up) < + =,
On a alors par (4.17) que pour p = 0,...m

(4.18) Sup o “p IuAI <+
r |n|(fR+)

Soit ueD. Notons T0 un réel tel que suppu < [O,To[ . Alors (bn 0" b2 )
9
(usup) est une somme de termes de la forme :
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T ———
-S -s or +r o B
L= o lol7l8l J t lol 18] gy pny, L gt
0
avec ﬂaﬁﬂ8|>o'

Si Slal >0 il est clair par (4.18) que LaB + 0. De méme si an_k, par (4.18)
r

B
t "D nup reste borné dans L20R+) et puisque u est & support compact Las + 0.
I1 suffit donc d'étudier maintenant le cas |a| < k et By > k. Des intégrations par

parties montrent alors que LaBeSt somme de termes de la forme :
_ T
*lal 5|8l J °

0

0 . D%u. D',: up . dt

avec w >r > 0, et comme précédemment on conclut que LaB + 0 , ce qui achéve
de vérifierles hypothéses de la proposition 2.2. On en déduit alors que :

N(A,V(O,pT),bn’p, L2(R+)) = N(A,V(0,pT), bn,p’ LZ(O,pT))

k o 2
3';:; N()\,Vrk(R"_)a bnS L (R+))'

pourvu que X soit point de continuité de N(A,Vt R,)» bg ).
k

Remarquons maintenant que 1'homogénéité de bg permet d'obtenir comme (4.15)
que :

(4.19) N(x,vtk(R+), b2 ) = NOB?S vhkaR+), b/ 0)-

D'oll 1'on déduit en prenant p = |n| que A étant fixé, 1'ensemble des n pour
lesquels A n'est pas point de continuité de N(A,V5k0R+), bg) est dans chaque di-
rection dénombrable, et donc négligeable, ce qui acheve la démonstration de la pro-
position 4.6.

On déduit maintenant de (4.19), de la coercitivité des formes bg et de la
proposition 3.4 le

LEMME. 4.7. - On suppose que rk>.0. I1 existe alors une constante uy> 0, et une
constante C telles que , pour tout A >0, et tout nEIR“'l\O on a :

k o l/zrk -S/I"k
N(x,vrk(m+), by ) <C.2 nl

k 0, _ . -2s
N(A’Vrk(m+)’ bn) =0 si A|n| <y

On aura de méme :
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LEMMME 4.8.1) I1 existe deux constantes H, et R, telles que pour A[n|-2s < Ho
et |n] > R, on ait :

N(ALV(0,T), b ) = 0

ii) Il existe une constante C telle que pour tous XA >0, n # 0, et
Ty <T onait:

1
N(A,V(0, Ty), b)) < C [1+2a /Zk. Tls/k] .

Démonstration. - Il résulte de (4.15) et (4.16) que :
-2 k
NOLY(O.Tys B) < N((#Ag) Il /e s My (0,1n1Ty)).

et ii) résulte de la proposition 3.4.

S$i r, > 0. On majore N(A', wt (0,|n] T) par N(A'wt (R,)) et on obtient i)

k k

comme au lemme 4.7. par la proposition 3.4.

Si r, = 0, WS(0,|n|T) est 1'espace de Sobolev usuel H¥(0,|nT) et de
1. an < "‘Iluk on deduit que  N(u,HK(0,|n|T)) = © siu<l.

D'oll encore i).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le

THEOREME 4.9. - Soit b _une forme (4.1) vérifiant (4.7). Alors si n.r,>k ona:
n-1
NV (X) 5B, L2 (X))~ ((2m) 2" [ NV (R,) b ).dy.dn}AZS .
T*X ' k
Remarque. - La convergence de 1'intégrale résulte du lemme 4.7 et de 1'hypothése
n.r> k.

Démonstration. - En utilisant (4.15) on a :

(4.20) 0 (a%%) = Aln1) N V(0AT), b )én.
)\ln|>R
Par e lemme (4.8) on a, si R >Ry, N(LV(0,AT),b ) =0 si |n|'25< T
On déduit de (4.16) 1a majoration :
-2s -1 k
N(LV(0,AT) by 5) < N4 /3) In] ™5 g > Wy )
et

-S
N(LV(©O.AT), b ) = 0 (In] My ).

Le théoréme résulte alors d'une application du théoréme de 1a convergence do-
minée pour le passage & la limite de 1'intégrale intervenant en (4.20).
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IV.4. - Nous étudions maintenant le cas nr, s k. Pour cela nous utiliserons des es-
timations plus précises de N(x,V(O,T),bn).

Pour des raisons techniques nous supposerons maintenant, quitte a changer b en

b+ Ao( s ) o s que 1'on peut prendre AO = 0 dans (4.7). On a alors :
L™(X)

LEMME 4.10. - I1 existe une constante L, telle que pour tout n¢ Rn-l, tout ee]O,l],

et tous réels t; et t, vérifiant 0<t;<t,<T et It2 - t1|<stl,, on ait :

t
1 2
NOGHT(E) 5p) b, )€ o f dt. dr +2m
t bn(t,'r)_i)\(1+Le)
1t
N(ALHT(t,5t5) b ) > dt J dr - 3m.
ot*1°v2/ ) {1 bn(t,T)f_A(l'LE)
"
Démonstration. - Soit 6€ ]tl, té] . Notons b 1la forme obtenue en figeant les

coefficients de bn en 6. On a alors pour u dans Hg(t1,t2) :
n, 2
- te
(4.21) Ibn(u,u) b(u,u)| <Cte. ¢ HU|Iw|n|(0’T)< L.e bn(u,u).

ol L ne dépend que des b
tire de (4.21) :

af de la suite rp, et de la constante ¢, de (4.7). On

(4.22) N(A(1-Le), Hrg(tl,tz),’t\;) < N()\,H'g(tl,tz),bn)i N(A(1+Le), H“o‘(tl,tz), b).

Notant ﬂz (tl’ tz) 1'espace des fonctions périodiques de Hm(tl, t2)° On a
puisque Hg(tl,tz) est de codimension m dans Hm(tl,tz) :

m v m v
(4.23) 0 <N(AHGL (t5t5), b) = NOALHI(t»t5), b) < m.
Or on sait que :
v 2
N(A,H& (t;sty), b) =Card {peZ/b (0, t—z[’—tl) < A}

D'ol 1'on tire en utilisant que bn(e’T) est un polynome de degré 2m en t:
t,-t

m v 2 "1

IN(As H# (tl’tz)’ b) - ra

I dt | <2m
bn(e,'r)i)\

et le lemme suit en reportant cette estimation dans (4.23) et {4.22) et en inté-
grant ensuite en 6.

On utilisera aussi.

LEMME 4.11. - Si C, &st la constante de (4.7), alors pour tous t <T.A>0 et
- t —_ — —
ne R"L tels que ¢, ty. rk|n|2k > A, 0na:
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N(AGHD(ET) s by) = 0.

Démonstration. - Pour u dans V(0,T) on a :

2
L%(0,T)

2 2 "k
b, (u.) > ¢ ||u||w| 02 coInl® L1t * ]
n

d'ol pour u dans HE (tl, T) :

-2r
2 1 ki -2k
lall2, < 2t K™ b (uu)
L (tl,T) 0
et le lemme suit.
On introduit maintenant les notations suivantes :
pour >0, A>0 etnelR"'1 on note :

1/2r
_ -2s k
6,(xm) = Inf(TIn|, (eA|n| %) ) sior>0
(4.24) )
8,(A:n) = T|n| sior =
et
_ 1
(4.25) ‘l’p(A,n) = ’ﬁ J dt.dt

bn (t,T)4A
1 <t|nl<ep(x,n)

On a alors le :

LEMME. 4.12. - I1 existe des constanstes €y Pg? L et R1 telles que pour tous

e<e, p>p, A>0 ettout n vérifiant R, < In] < (1/2 p.2)1/25, on a :

12k, ™Sk

N(A,V(0,T), bn)fyp(x(1+Ls),n) +0(1 +2 [n] ) + 0(1l+Log ep(x,n)).

N(ALV(0,T), b ) > ¥ (A(1-Le),n) + 0 (1 + Log 8 (Asn)).
Démonstration. - Etant donnée une partition de ]JO,T[ en intervalles ]0,t [ , et’
]tj, tj+1[ pour j = 0,....v, avec t ., =T, 1'espace V(0,t ) C)[jg% Hg(tj,tj+1)]
est inclus V(0,T) et est de codimension m(v+l) dans V(0,T) ; on en déduit :

v m
(4.26) 0<N(A,V(0,T),b) }EON(A,HO(tj,tj+1), b ) SN(AV(0,t0),b ) + m(vel)
On choisit t0 = 1{n| , et par le lemme 4.8 on a :
12k =S/

(4.27)  NOWV(0,t0)sb ) = 01+ 2" “fn] ).

Etablissons la minoration du lemme, la majoration s'obtenant de maniére simi-
laire en utilisant en outre (4.27).
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Soit L 1la constante garantie par le lemme 4.10.
Soit e<log 2. tel que 4lLe < 1; notons A' = A(1)2Le) >%.
Soit p>0, et soit n tel que 2|n|ZS < pA.,

Si ep(x',n) = T|n| on choisit les t de la maniére suivante :

= Ej i =
tj }Tﬂ| . € j=0,...v

- e{v+l)
thep =T 2 1/|n| e

de sorte que | o™ b | <2ty et v<1/Log T|n| . Ce choix est possible pour-
vuque T|n|>1, c'est & dire |n| assez grand. On applique le lemme 4.10 sur les
intervalles ]tj, tj+1[ et on obtient 1a minoration.

Si ep(x‘,n) < T|n| on choisit les tj :

21 eJ 5. -
tj 1n| e J=0,....v-1,

= 17 . ' 1 Ev
t\) ,fnlep()\ ,n) < /|ﬂ| e
ther = T.

Ce choix est possible puisque 2|n|%S <pA implique [n|?S < o X' et 8,(A*om) > 1.
On applique le Temme (4.10) sur les intervalles tj, 1:‘].+1 pour j = 0,....v-1 et
le lemme (4.11) sur 1'intervalle Jt,, T[ : pour cela i1 suffit que

2r
¢ b, k.|n|2k > A, ce qui, compte tenu du choix de ty , est satisfait dés que p
est assez grand.

On introduit maintenant les fonctions :

¥, (A) = I dt.dg.
ol AR p(A) est 1'ensemble des (t,g)ej]O,T[ x R" qui vérifient, en notant
£ = (n,T) € R"Ix R

1
R < |n] < (on) /2
(4.28) ! 1<t.|n|
b(t,g) < A

On a alors :

PROPOSITION. 4.13. - Pour R et p assez arands les fonctions N(A,V(X), b,LZ(X))
et (2m)™ n(n1) ¥p, (1) sont équivalentes au sens suivant :

hn-1 sup
— . Tlim
(2“)" inf
pour toute fonction f de & vérifiant :

NE(V(X), b, L2(X)) = Y, (V) / F02)
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a(n-1)zs 0(F(A)) siorg> 0

A28 o0x = 0(F(0)) sior =0

k=
Démonstration : Soient u, et Ry les constantes du lemme 4.8 1).
1
Fixons p > %Lo et R> Ro’ de sorte que pour |n| > (p}) /2s >R on ait :
N(A,V(0,T), bn) = 0.
On choisit maintenant 0 > Sup (2p, po) et on déduit du lemme 4.12 :

B(A) < 5 o (AIHE) mdn + 00y (3) + 3 00)-

(4.29) , R<|ﬂ|‘(p)\)1/zs
Bp(2) > o= I Yo, A(1-Le)n)dn  + 0(x,(A))
1
Re[n]<(on) /%S
avec 1/
25 V2
W= [ e am™ 7w
J
R<|1r1|<(pk)1/zs
et

Xp(A) = I [1 + Log epl(x,n)] dn .
R<|n|<(pn) ™28

On a les estimations :
X (A) = O(A("'l)/zs) en général
x (A = O(A("'l)/zs) Logh) sin=2et r =0.

) = oanl)/as sir >0

xp) = 0125 Logr) st =0

On déduit alors de 4.29 que N(A,V(X),b) est é&quivalente au sens indiqué dans
la proposition 4.13 & la fonction (2w)~°N. h(n'IZI dt.dg .

avec : AR,p,pl(A)

= €
AR,p.py (1) = LELIERG (1) /7 tIn] <€ (A,n)}
Remarquons alors que pour (t,£)e Ap p(>\) ona 1l<t|n] < t(px)l/zs
et d'aprés la proposition 4.3 1i1)
(4.30) G, [t"K[g|PK + 2PN < (14 o).
d'od !
2r
£ K|n|2k

et finalement :
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t|n| < 8,,(An) sip'>(l+ F’M)/Cz .

On voit donc que AR 00 (A) = AR~p(A) si py est choisi assez grand devant p
M ¥
et ceci achéve la démonstrati%n de la proposition.

IV. = 5. 11 nous reste maintenant & étudier le comportement asymptotique des fonc-
tions ¥p p()\) et on démontrera le
£

THEOREME 4.14. - Soit b une forme (4.1) vérifiant (4.7). Avec les notations (4.8).
on a:

r r
i) si k < % < T#L' alors :
(n8-1)/ n-1
N(AV(X),b) ~ A 20 S j dt.I de.
. 1 (2m) 0 bl(t,£)< 1
i) si D¢ =
m n
n n-1 T
N(x,v(x),b)w/z"‘ o J; dt'l .,
(217) |m(£) <t m
r r
;s : k1, 'm
iii) si * “ném
n/2k R U
N(A,V(X)b)~ A Log\ —(—Z—ﬂ—)n 6s - 75 I « dg
b'*(g)<1
iV) si Y <1 . Im
kK "n  m
n/ n-1
N(AV(X) by a2 Logh | R L de
(2m) b'm(g)<1
r r
V) si —1§ = % = —7?- (et alors k = m).
" 2m n-1

h L dt
N(A,V(X),b) ~ Log A. .
(A,V(X),b) v A og A { (2" 2s Ib'm(g)d }

Démonstration. - 1 -5
T . /20 /20
i) Par le changement de variables (t,g) —>(tA . B

() = )\(n‘s‘l)/ZOI dt dg »
PINEN
ot Aé p(>\) est 1'ensemble des (t,&)€ R, x R" vérifiant :

) on obtient :

‘PR,o

§
- 1/ 1/9s- 7/
R 8/2g <nl <o 2s X /2s 20
1
)\'(5'1)/20 < tlnl s t<T A /20
by(£6) <1
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ol 1'on a posé :
~g) =0 rigtr
B la|™ "|8] o8
by(ts€) = & b .. A lof 7 t £
A of<m OB
B<m
avec op = (o + rp - 6.p)/20 (p=0,...m.
On a donc : by (t,) —> bI(t.E)  (A> + ).
D'autre part par (4.30) ona :

2r 2rm 2
M) € LtE) /ot Klg|2k 4+ ¢ g2 < ctey

r r
et 1'hypothése —1§-< % < —T? implique que ce dernier ensemble est de mesure finie
dans R, x R"'l. On peut donc appliquer le théoréme de la convergence dominée. Si

1
r>0 ona —5= -9%/5>0 et alors :

(4.31) dt.dg > dt.dg
' A~
ApoM 7T Tl <
1

Sir =0, TS-‘S/ZO=O et :

(4.32) I dt.dg > dt.de
O
In| <o

Remarquons alors que par la proposition (4.3) bl(t,£)< 1. implique |n|<|g|<Cte
et donc si p est assez grand (4.32) est 1a méme chose que (4.31).

I1 reste & vérifier, pour appliquer la proposition 12, que (n=1)/2s <(né-1)20;
or cette inégalité équivaut & nr, < k.

-1
ii) On procéde comme dans i) avec le changement de variable (t,£)- (t,£.A /Zm)'

On vérifie aussi que (n-1)/25 < n/2m ce qui est impliqué par :

n(m-s) < nrp<m

iii) Soit € > 0. On a les majorations :
/2
(4.33) dt.dg =0 (A ).
9

AR’p(A)n[|£|t > €]
(4.34) dt.dg =0 (

A, MnltlEl< 4]

On utilise en effet (4.30) pour majorer les intégrales par :

n
A /Zk).

dt de et f dt de,
e<|g|tS (tlg)ZK ctea ¢?s
(5]g])0cte. £ 1ct|g| <Y
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On remarque maintenant que pour (E’c)'1<|£|<t:t'(S on a :

tl"plglp < Elp--kl trklglk
et en utilisant la proposition 4.3 on en déduit :
2ri .k 2r
(b(t,€) -t Kb (e)] < Let * k)

avec une certaine constante L ne dépendant que des bu ~ et de la suite rp.

Notons B_(}) 1'ensemble des (t,£)e]o,7[ x R" véiifiant :
R < |n| < (px)l/Zs
1<t |n]
tlel > t%g] <o
£ brkig) <

et on pose B_(A) = f dt.dg.
€ B_(A)
11 résulte alors de (4.33) et (4.34) que :
n/ok
Yp, o) = 8, (A(1+Le)) + o2
(4.35) n/ok
WR’p(A) > 6. (A(1-Le)) + Oo(r )

. -1/2k rk/k
On évalue ee(x) par le changement de variable (t,g) —(t,A t

on obtient en tenant compte de ce que nr = k :

n -
8.(0) = A /2k de. t Ldt
bk(g) <1 “B_(1.8)
ol B_(A,£) est 1'ensemble des t€]O,T[ vérifiant :

£), et

RZk tZri |n|2k A ; t2r> p"k/SlnIZk }\-r‘/s
£25 |n|2K A > 1
BS[e2ka > 2K 295Ky < 2K,

On obtient alors que :

f £t v - 5L ) Log A
Be(AsE)
(4.36){et
tThdt < (2% - 7§b)Log A+ 0[ |Logle|] + 1]

B, (A:6)

Par la proposition (4.3) 1'ensemble des & vérifiant b'k(g) <1 est borné et on
déduit de (4.36) par le théoréme de la convergence dominée que :

"/ 2k 11
ee(x)wx Log)‘(Ts-’/_’E)'

On obtient alors iii) en reportant cette estimation dans (4.35), en passant &
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la limite en X puis en €, et en remarquant, pour appliquer la proposition 4.13,
que (n-1)/p¢ = n/2x mais que rk = k/n > 0.

iV) On procéde comme pour iii). En utilisant (4.30) oh prouve que :

(4.37) J - o ey

dt. dg }
A (N LIEN < 1, £
Pour t3|g| > 1/_ on a de méme
2r
Ib(t,E) - t2™M b ™) < L.ttt ™ b™(e).
On se raméne alors @ étudier les fonctions :

6.(2) = J dt.dg.
B_()
oi B_(A) est 1'ensemble des (t,&)€]0,T[ x R" vérifiant :
1/25
R < [n| < (e2)
1<t |nl L t%g] 2 e

¢2rm b'™E) <A .

- 1/om  ™m
2m  "W/m

On conclut alors par le changement de variables (t,£) = (t, A £)

V) On reprend la démonstration de IV) mais en utilisant (4.34) a la place
de (4.37)

V. ETUDE SUR .

V.1 Notations. On se donne comme au I 1'ouvert @ de frontiére I', 1a fonction¢, la
suite r_ définie en (1,2) et 1'espace W(Q) associé. On choisit comme espace varia-
tionnel 1'un des deux espaces W(Q) ou ﬁ(n); on le note V(Q) et on convient comme au
IV de noter V, en général, le symbole W ou ﬁ choisi.

Soit a une forme hermitienne (1.3); on note am(x,E) la fonction définie sur
*
T Q par :

r +r
am(X,E) = ) |QI |Bl €a+8

|U|=‘§I='“ aaB(X).~P(x
Nous allons introduire maintenant quelques notations. Précisons d'abord que

pour x ¢ T , Tt I est plongé dans Tt R" en identifiant T:f'aux covecteurs de R"

nuls sur la normale en x & T, ou ce qui revient de méme, en idenfiant les espaces

euclidiens & leur dual: On définit donc pour (x,£)é€ T* I' les formes & une variable.
a ) = [ R 2aatx -t BT rae(op,) u(t).
x, &Y = 1 Ja<m o8 t

|8[<m

(g+ de(x)D,)Pv(t) dt.
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00

a® (u,v) = j z a_.(x). trlalwlsl (E+d¢(x)D, Fu (t)
%t o a<laf<k Y
a<|8l<k (€ + d¢(x)p,.Pv.dt .
v N N
On note g = T xR, ., x = (x,t) la variable de @, £ = (£,7) la variable
duale dans TX Tx IR+.
On définit alors :
N r o+
() = 1 a0t 1Bl g wragr0)®
k<laf< m
k<|Bl< m
N
ak(x,€) =z aga(x).  (E+T de(x))**®
LR "
a'™(x,€) = z ao(x). (E+t d¢ (x) )*
la]<[g]=m

V.2. Les résultats. Nous pouvons maintenant &noncer :

THEOREME 5.1. - Soit a une forme hermitienne (1.3). Pour que a soit coercitive
sur V(Q), il faut et i1 suffit que :

i) a soit elliptique i.e : V(x,£)eT*Q. a"(x,£) > 0
i) 11 existe T>0, ¢, >0 et A, tels que :
Y (x,E) €T I,Yu € V(0,T) :

2 2
ax’g(u’u) 2 ¢ llull WIEI(O’T) - Aolllu“ LZ(O,T)

THEOREME 5.2. - Soit a une forme hermitienne (1.3) coercitive sur V(Q). Alors :

i) I1 existe ¢ >0 telle que :
Y(x,£) € T* T\0, Vu eVk ®)).
ret
2k
wrk,|g| ®,)
NN %* v v .
i1) Il existe c,>0 telle que pour (x,£)€T" o avec X = (x,t), on ajt :
n v 2ry, v 2ro

al(%,8) 2 ¢ L€ MEH + £ M)

n 4"
a'k(x,a)zcllal?'k

v n
a'™x,8) >¢; [€]%" .

a:’g(u’u) 29 [lull

THEOREME 5.3. - Soit a une forme (1.3) coercitive sur V(Q) : On a en notant
NEA) = NOWV(R)s as L2(9)) -
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r
1. Si 1}— > Yy alors :

_ (n-1)/
N(x)f»{fzn)l "JT*FN(l,Vtk0R+), ag’g,L20R+))dx de.} A 2s

R L
2. Si < n<w alors
N(A) v {(zm) " [ 52 & 3 ane-1)/z0
n
al(x,g)< 1

r
. m
351 —m-<r-]
N(A) ~ {(em) ™" I dx de ) aMem
m

r r a(x,g) <1

k _1l.'m
4. Sj * —n<——m

n
N v Len ™ (- ) [ axd 1A% Lega.

a'k(x,g)<1

r r
. 'k 1 'm
2 Rt
- W "/2m
N nl f .
(A) ~ {(2m) 5 gx e '} A Log A
v a' (x,g) <1

6.5i k=m et — = ln

Ny v Lem™ e [ e ) Y g
a'M(x,£) <1

Remarque 1. Toutes les intégrales &crites sont finies grdce au théoréme 5.2. et
pour la premiére , grdce aussi & la proposition 3.4.

r
Remarque 2. D'aprés (1.2) la suite _79 est strictement croissante pour p>%; on a
donc envisagé tous les cas possibles.

Nous entreprenons simultanément la démonstration des trois théorémes, le but
étant aprés un certain nombre d'étapes intermédiaires de se ramener aux cas exami-
nés en IV.

Une condition nécessaire, que nous supposerons désormais satisfaite, de coerci-
tivité de a est 1'ellipticité qui équivaut @ la coercitivité de a sur les espaces
HE(QO), Q, ouvert tel que 2 c @ (cf p.exple [1] )

V.3. Localisation. On notera pour 0 ouvert 1'inclus dansq :

V(O) ={ueVv(a) / suppucO }.

LEMME 5.4. Soit a une forme (1.3) elliptique. Alors a est coercitive sur V(Q),
si et seulement si pour tout x de I' il existe un voisinage O, de x tel que a soit
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coercitive sur (Qt\ox)

Démonstration. La condition est &videmment nécessaire. Prouvons qu'elle est suffi-
sante.

Soit O, (i = 1,...V) un recouvrement de T tel que a soit coercitive sur
V(Q no, ) So1t 0 <0 <9 : tel que Qc Uo 01) ; a est coercitive sur V(Oo) =
H™ (0 ). N

So1ent Cié@(o.i) pour i = 0,...v, telles que I ¢ 2 .1 sur o

<

i=0
On a alors :
2
IIuII = I |zl
L2@) im0 ' 1%(an0,)
(5.1) N
a(u,u) = X a(ciu, 1.u) + R{u,u)
i=0
avec
: te
5.2 R{u,u <C-". Z u . Hu
L UON L S T v [
0<qg<m rp rq

Donc d'aprés la proposition 3.1 , pour tout € il existe Ce telle que :
2 2
Yu e V() IR(usuHiE”u” W(Q) + C€ [l ull L2

Le lemme en résulte en remarquant que pour u dans V(R), g;u est dans V(Qnoi)
et que :

2 te ¥ 2
[lull W(Q) < ¢ 'iEO “?;-iu” W(R)
Nous avons de méme :
PROPOSITION 5.5. Soit a wune forme (1.3) coercitive sur V(2). Alors pour tout

recouvrement de § par des ouverts Oi (i = 0,...v) et pour toute fonction f de F,
on a :

N@).a) < I @0y, a)

v

Démonstration. Soient z; € D (0 ) (i =0,...v) telles que I ciz =1 sur Q. On con-
sidére 1 isométrie J de LZ(Q) dansge- LZ(Q n Oi)’ qui 7 envoie V() dans
U= GB v(en o, ) définie par :

é)r,u

On définit sur Zr la forme a par :
v

a(@ u'i’@v‘i) = 'iEO a(U.is V.i)

v
puis sur V(Q) la forme al(u,v) = a(ju,:]v).

i=0

On a alors :
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NOWV(®)s ap) = NOGT(V(R)), 3,96)< N D3, 36)
et n Vv 2
NALTLad) = ZN(LV(e N 05)s a, L5(2n 0,)).
1=0

Mais (5.1) et (5.2) sont encore valables, et on conclut en appliquant la pro-
position 2.1 qui prouve que :
+ +
Nﬁvm),aﬂ = Ng(V(Q),a).

Inversement on a :

PROPOSITION 5.6. Soit a wune forme (1.3) coercitive sur V(Q). Alors si les

Q (i = 0,...,v) sont des ouverts disjoints inclus dans 2, on_a pour toute fonction
fde F

NZ(V(2),2) > iéoN;(V(ai),a).

v
Démonstration. I1 suffit de remarquer que & V(Qi)c:V(Q).
- i=o0

Nous allons maintenant transformer le probléme par carte Tocale. Pour cela on
notera, pour xeT, v, le vecteur normal & T en x tel que :

(5.3) < de(x), v, >=1.

Soit X un C*-diffeomorphisme jusqu'au bord d'un ouvert U' de R"'l sur un ouvert
0' de T'. On définit pour T0 assez petit, un difféomorphisme 6 de U' x‘]-TO, To[
sur un ouvert 0 de R", et de U = U' x ]O,To[ sur 00Qq, par :

8(yst) = x(y) +tv
On déduit de (5.3) que :
(5.4) g ob(y,t) = t + 0(td).

x(y)

On notera } = (y,t) 1'é1ément générique de U.
1
On pose A(}) = |det de (})| /2.

Pour u e@(a) avec suppu < £ NO on pose v(lg\/') = A(y)‘ uo e(?)e& (rl.\l')

on a : - . n
(%) o8 = a7L [P (y, D} U3

ol Pa est un polynome différentiel de partie principale :
N LAV
P (o) = (Fae(y) . W)
Avec ces notations on a :

I3, = vl
(5.5) L2() L2(v)

a(u,u) = b(v,v) + R(v,v)
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ot 1'on a définit 1a forme b par :
z "lal™ I8l (po ") dy
(5.6) b(v,v) = la]< 3,8 © 8 (fo8) . (Pa v). (Pav) dy
al<m
8] <m
et o R vérifie :

(5.7) [ R(vsv) [<cte z 3 vl o
o<p<m o<q<m W, = (V)
P

lvll
W3 (V)
q

On déduit alors de (5.5) (5.7) et des propositions 2.1 et 3.1 :

LEMME 5.7.Pour que a soit coercitive sur V(@ 0 0) il faut et i1 suffit que b le
soit sur V(U); et alors pour tout ouvert Ul‘: U et toute fonction f de ¥ on a :
+
NC(V(U)sb) = NE (V(B(U))) a).
On "fige" les coefficients de b pour définir pour yoe‘.U' les formes du type

(4.1) suivantes :

(5.8) b (vov) = T a0 6(y.) I trlal+r|B|P'(y DY) v
' Yo al<m ©B O.U atvo’ Tyt

- 4"
|Bl<m Py (Yo DY) v- dy

On déduit de la continuité des a8 et de (5.4) que pour tout >0, il existe
h >0, tel que pour tout y  de U' et tout ouvert U; = U'; x ]6,T[c U pour lequel
Y € Uy et diam(Ui)< h, on ait :
2
VlléV(Ul) 3 |b(u,u) - byo(u’u)l <e “ul‘w(u)

I1 résulte de cette remarque les deux lemmes :

LEMME 5.9.

i) Si a est coercitive sur V() il existe des constantes h0:>0, g 0
et A, telles que pour tout U; =U'; x J0,T[cU avec diam U; < h, et pour tout
yoe U'1 on ait :

2 2
Yuev(u,) byo(u,u) > ¢, llull WU) " o lull 20
ii) Si_pour yoé U', 1a forme b~ est coercitive sur un espace V(Ul) avec

Uy = U'1 x70,T[ et Yo U'1, i1 existe uf voisinage O1 de X(yo) tel que a soit
coercitive sur V(@ N 01).

LEMME 5.10. Si a est coercitive sur V(Q), alors pour tout ¢ > 0, il existe h>0
tel que pour tout U; =U'; x 70,T[ € U avec diam Uj< h et pour tout y eU'; ,
on ait pour toute fonction f de &F:
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NE(V(8(U)))» 2)

IA

£*(1+e) NF(V(U;), by,)

- *
NR(V(B(U7))s2) > F¥(1-€) Np(V(U;)s by,)
by étant une forme du type (4.1) on lui associe par (4.2) les formes byo
et b0 0 pour n & R" n-1 et par (4.8) les fonctions b1 b'K et b!™ .
Yo, N N Nyo 0 Yo
Notant x_ = X(¥,)» X = (x,»t)€Q , et pourn = (n, 1)er™l x R,
- v N
= (tdx(yo)) l.n = Tt I etg= (E,1)€ T§ £ on a avec les notations du § V-1 :
0
b = a bO = aO
yOsn Xoag yOSn XO, 13
1 N
(t,n) = a (X,E)
(5.9) K.
b, k(n) = 2" (xysE)
N
(n) = 2 (xgE)

Compte tenu des lemmes 5.4 et 5.9 les théorémes 5.1 et 5.2 résultent alors des
propositions 4.2, 4.3 et 4.6.

V.4. Démonstration du théoréme 5.3.

Oubliant un instant notre probléme sur @, on énonce :

PROPOSITION.5.11. Soit J' = (]o,h[)“'1 pavé de R"! qu'on identifie & un ouvert du
tore X' = Rn_l/h n-13 Soient J = J' x10,TL et X = X' x]0,T[; soit enfin b une
forme (4.1) vérifiant (4.7). Alors pour f €F on a :
+
FV()sb) = NL(V(X)b)
ol N (V(X) b) est donné par les théorémes 4.9 et 4.14.

Démonstration. Notons f  Ta fonction A o0 A® Log A telle que
* N(A,V(X),b) ~ Cte.f (A).
On déduit de 1'inclusion V(J) < V(X) que
NF (V(9)» b) £ NE (V(X),b)
et de maniérg générale que,osi .hll est un pavé de R"'l

(5.10)  Np (v(3'; xJ0,7[)) « Cte. n]7L,
0

de coté hl’ on a :

Remarquons alors que la proposition 5.5 reste vraie si on y remplace @ par X
et a par b; la démonstration &tant dans ce cas parfaitement identique.
On recouvre alors X'/J' par des pavés dont la somme des mesures est arbitrairement
petite, et on conclut par (5.10) que N (V(X) b) - Nf (V(Jd).b) est arbitrairement
petit, donc nul.
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Revenons a notre probléme sur Q, pour démontrer le théoréme 5.3 d'abord dans
Te cas o "m/p > /n

Notons fo Ta fonction A“ ou AwLogA a laquelle on veut comparer N(A,V(Q),a), et
mettons la formule & démontrer sous la forme :

Np (V(@).2) = N; (V@)s2) = [, e(x,e) ax a
) ) T*r
Remarquons tout d'abord que pour OOC»ELFQ on a(cf(2], [7])

NOLHR(0,).a) = 02"
et
(5.11) Nﬁo(V(oo), a) = 0.

On considére des difféomorphismes X; pour i=1,...v,d'ouverts U'i de Rn'l

sur des ouverts 0% de T, recouvrant I'. On définit comme plus haut les ei difféomor-
phismes de U’ x ]-TO,TO[ sur 0; et de Uy = U'; x]0,T [ sur @ nO;.
On considérera aussi des ouverts U"iCTFKiClVi tels que les Xi(Uui) recouvrent I'.

Soit € > 0. Soient h; (i =1,...v) les réels dont 1'existence est assurée par
le lemme 5.10. Soit enfin T<1/, Inf h.
T
Si J' est un pavé de c6té < h1/2 inclus dans U'i,on note
J=3J"x]0,T[, = 6(J) et A=x(J'). On déduit du Temme 5.10 que pour tout
Yo de J' ona:

NE (V(2)s a)
(5.12) ° « )
NfO(V(z), a) > fo(l-e)Nf (V(9), byo).
ol b est la forme déduite de a par 6; comme en (5.6) et b, comme en 5.8. by

est une forme du type (4.1) et la coercitivité de a implique 0 by° vérifie (4.7?
(Théoréme 5.1).
IT1 résulte de 1a proposition 5.11 que :

5.13 N (v), by) = d(y_,n)dy d
6:13)  NE (). byg) jT*J, (vgon)dy dn

La fonction d{y,n) étant donnée par les théorémes 4.9 ou 4.14. Or i1 résulte
directement de (5.9) que :

(5.14)  d(y.n) =c (x(y)»  Tdx(v) . n)

Reportant 1'estimation (5.13) dans (5.12), intégrant par rapport a Yoo €t
effectuant le changement de variable (y,n) — (x(y) tdx(y)'l.n) on obtient compte
tenu de (5.14) :

NF (V(D), a)

(5.15) 0
Nfo(V(Z), a)

A

fa(l+e) NE(V(J), by )

A

*
fo (1+e)jT*Ac(x,£)dx.d£.

|v

£(1-¢) IT*Z(X,E)dx.dg
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On recouvre alors les U; par des pavés J'i de coté hi/z.Exhayant de
{Xi(d'i p)}i un sous recouvrement noté{rj}je g » de T, on déduit, par la propo-
sition 5.5, de (5.11) et de (5.15) :

NF (Vo(R), a) < fo(lve). 2 I
0 -9 J
et finalement :
(5.16) N; (V(8), a) < F¥(1+ €) J c(x,€)dx dE.
) - 0 ™r
De méme, en utilisant des partitions & la place des recouvrements, on obtient t

(5.17) N (V(R), a) > f*(l-s)f 4« C(X:E) dx de.
0 -0 T'r
et le théoréme découle immédiatement de (5.16) et (5.17)
11 nous reste & étudier le cas n rp<m

On sait que pour € assez régulier, relativement compact dans @ on a (2.0
n -
M ¢ om) “j dx . J & )
% m
a (x,g) <1
I1 résulte maintenant du § V.3 et du théoréme 4.14 que si W désigne 1'ouvert

c(x,&)dx d
T, (xE)dx e

N(AV(2,) a)v A

w, = {xeQ / @(x) <e}
ona: -nro/o An/Zm

N(AsV(w.)s @) =0 (e )

et on conclut en appliquant la proposition 5.5.
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