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RÉSULTATS DE COMPLÉTUDE POUR DES CLASSES
DE TYPES DU SYSTÈME AT2

par Samir FARKH et Karim Nom (*)

Communiqué par R. CORI (*)

Résumé. - J.-L. Krivine a introduit le système de typage AT2 pour obtenir des programmes
(X-termes) calculant des fonctions en écrivant des démonstrations de leur totalité. Nous présentons
dans ce papier des résultats de complétude pour certains types de AT2 et pour plusieurs notions
de réductions. Ces résultats généralisent un théorème de R. Labib-Sami établi dans le système T
de J.-Y. Girard.

Abstract. - 3. -L. Krivine introduced the AT2 type System in order to obtain programs (X-terms)
which calculate functions, by writing démonstrations oftheir totalities. We present in this paper two
results of completeness for some types of AT2 and for many notions of réductions. These results
generalize a theorem of R. Labib-Sami established in the System T of J.-Y. Girard.

1. INTRODUCTION

Le système de typage T a été introduit par J.-Y. Girard (voir [2]). Ce
système est basé sur le calcul propositionnel intuitionniste du second ordre,
et donc donne la possibilité de quantifier sur les types. En plus du théorème
de normalisation forte qui assure la terminaison des programmes, le système
T a deux autres propriétés :

- Il permet d'écrire des programmes pour toutes les fonctions dont la
terminaison est démontrable dans l'arithmétique de Peano du second
ordre.

- Il permet de définir tous les types de données courants : booléens,
entiers, listes, etc.

La sémantique du système T proposée par J.-Y. Girard consiste à associer
à chaque type A un ensemble de À-termes | A |, dans le but d'obtenir

(*) Reçu avril 1997, accepté février 1998.
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5 1 4 S. FARKH, K. NOUR

le résultat suivant : Si un À-terme t est de type A, alors il appartient à
l'ensemble | A |. Ce résultat est connu sous le nom du lemme d'adéquation,
et permet de démontrer la normalisation forte du système T.

La réciproque du lemme d'adéquation n'est pas en général vraie, mais
R. Labib-Sami a démontré dans [7] un résultat de ce genre pour les types
clos à quantificateurs positifs.

Le système de typage AT2, introduit par J.-L. Krivine (voir [4]), est
basé sur la logique intuitionniste du second ordre. Au plan des propriétés
théoriques, normalisation forte et représentation des fonctions calculables,
le système AT2 ne se distingue pas du système T. La différence provient
de sa capacité à exprimer les spécifications exactes des programmes, ce
qui permet d'obtenir un programme calculant une fonction en écrivant une
démonstration du fait que la fonction est du bon type. J.-L. Krivine a proposé
une sémantique pour son système, et il a démontré un lemme d'adéquation
permettant d'obtenir l'une des plus importantes propriétés du système AT2 :
C'est l'unicité de la représentation des données.

Dans ce papier, nous démontrons deux résultats de completude du système
AT2, c'est-à-dire, des équivalences entre la syntaxe du système et ses
sémantiques :

• Le premier résultat de completude est obtenu pour les types à
quantificateurs positifs en utilisant une sémantique basée sur les
ensembles des A-termes stables par la ^-équivalence, ce qui constitue
une généralisation du résultat de R. Labib-Sami établi dans le système
T.

• Le second résultat de completude est établi pour une classe restreinte
de types (les bons types positifs) qui englobe les types de données
de J.-L. Krivine en utilisant une sémantique basée sur les ensembles
des A-termes stables par la /^-expansion. Ce résultat nous permet de
comprendre d'où provient la ^-équivalence dans le premier résultat.

Les démonstrations de ces résultats reposent essentiellement sur des
propriétés syntaxiques du système AT2 (voir [9]). Ces résultats donnent
une réponse partielle à la question de la comparaison entre opérateurs de
mise en mémoire sémantiques (à la Krivine) et syntaxiques (à la Nour). Les
deux notions sont en effet identiques dans le cas des classes pour lesquelles
la sémantique de Krivine est complète (voir [10]).

L'article est organisé de la manière suivante :

- Dans la partie 1, nous rappelons des préliminaires sur le A-calcul pur
et nous présentons le système de typage AT2 ainsi que ses propriétés.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Nous donnons, à la fin de cette partie, quelques résultats syntaxiques
du système que nous utilisons dans les démonstrations.

- La partie 2 est consacrée à la sémantique proposée par J.-L. Krivine.
Nous rappelons ensuite le lemme d'adéquation du système AF2.

- Dans la partie 3, nous démontrons une réciproque du lemme
d'adéquation pour les types à quantificateurs du second ordre positifs
avec la /^-équivalence.

- Dans la partie 4, nous présentons un résultat analogue pour une classe
restreinte de types à quantificateurs du second ordre positifs (les bons
types), et avec la /3-réduction. Nous montrons enfin que les conditions
que nous imposons sur les types sont toutes nécessaires.

1. LE A-CALCUL PUR ET TYPÉ

Nous allons adopter dans cet article les notations de J.-L. Krivine, par
exemple :

On note À l'ensemble des termes du À-calcul, dits aussi À-termes. Étant
donnés des À-termes t,u,ui, ...,un, l'application de t à u sera notée (t)u,
et (...((£)ui)...)un sera noté [t)u\...un. On note par —»̂  (resp. —>7?) la
^-réduction (resp. la 77-réduction) et par ~^ (resp. ~/^) la ^-équivalence
(resp. la /^-équivalence). Si t est un À-terme, on note par Fv(t) l'ensemble
de ses variables libres. Alors on a clairement : Fv((t)u) = Fv(t) U Fv(u)
et Fv(Xxu) = Fv{u) - {x}. De plus si t -+p t', alors Fv(tf) Ç Fv(t), et
si t -^r) tf, alors Fv(t) = Fv{t!).

LEMME 1.1 : Soient t et tf deux X-termes.

Si t -^j3r] tf, alors il existe un X-terme u, tel que t -^p u et u —^ t'.

Preuve: Voir [1], é

LEMME 1.2 : (i) 5/ t est ^-équivalent à un terme normalisable, alors t
est normalisable.

(ii) Si t est ^-équivalent à un terme clos, alors t est ^-équivalent à un
terme clos.

Preuve: Voir [1] et [4], é

On considère le calcul des prédicats intuitionniste du second ordre, écrit
avec les symboles suivants :

• Les seuls symboles logiques —> et V ;

vol. 31, n° 6, 1997



5 1 6 S. FARKH, K. NOUR

• Des variables d'individu : x,y,... (appelées aussi variables du premier
ordre) ;

• Des variables de relation n-aire (n = 0,1,...) : X, Y,... (appelées aussi
variables du second ordre) ;

• Des symboles de fonction n-aire (n = 0,1,...) sur les individus ;
• Des symboles de relation n-aire (n = 0,1,...) sur les individus.

Chaque variable de relation, et chaque symbole de fonction ou de relation
a une arité n > 0 fixée. Un symbole de fonction 0-aire sera appelé symbole
de constante. Une variable de relation 0-aire est aussi appelée variable
propositionnelle.

On suppose qu'il y a une infinité de variables d'individu, et, pour chaque
n > 0, une infinité de variables de relation n-aire.

La donnée des symboles de fonction et de relation constitue ce qu'on
appelle un langage, les autres symboles étant communs à tous les langages.

Les termes sont construits de la façon suivante :

• Chaque variable d'individu, et chaque symbole de constante est un
terme ;

• Si ƒ est un symbole de fonction n-aire, et £i,...,iTO sont des termes,
alors ƒ(ti,....... tn) est un terme.

Les formules sont construites de la façon suivante :

• Si A est une variable ou un symbole de relation n-aire, et t\,..., tn sont
des termes, alors A{t\, ...,tn) est une formule dite formule atomique ;

• Si A, B sont des formules, alors A —> B est une formule ;
• Si A est une formule, alors MxA et "iXA sont des formules, x (resp. X)

étant une variable d'individu (resp. de relation).

On définit les notions de variables libres et liées de manière usuelle.

Un terme est dit clos s'il n'a pas de variable. Une formule est dite close
si elle n'a pas de variable libre. La clôture d'une formule F est la formule
obtenue en quantifiant universellement toutes les variables libres de F.

Soit £ — Ci,.... t;n une suite finie de variables du premier et/ou du second
ordre.

• La formule VÇi...V£raF est notée V£F ;
• L'écriture < £ n'est pas libre dans A > signifie que & (1 < i < n)

n'est pas libre dans A.

La notation t[ui/xi, ...,un/xn] (resp. F[ui/xi7...iun/xn]) représente le
résultat de la substitution simultanée de u\ à #1,...., un à xn dans le terme
t (resp. dans la formule F).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Si X est une variable de relation unaire, t et if deux termes, alors la
formule WX[Xt —> Xtf] est notée t — t! et est dite équation fonctionnelle
ou formule équationnelle. Un cas particulier de l'équation t = if est une
formule de la forme :

= if [ui fxi r...,.un fxn] ou if [u\ jx\,..., un fxn} =
],. i£i,...,Un étant des termes du langage.

Considérons un langage L du second ordre, et un système E d'équations
fonctionnelles de L. On décrit un système de À-calcul typé, appelé
Arithmétique Fonctionnelle du second ordre (en abrégé ATT), dont les
types sont les formules de L. Dans récriture des termes typés de ce système,
nous emploierons les mêmes symboles pour les variables du À-calcul et
les variables d'individu du langage L. Un contexte F est un ensemble
x\ : Ai,..., xn : An de déclarations, où xj,. , xn sont des variables distinctes
du À-calcul, et Ai , . . . ,A n des formules de L.

Étant donnés un À-terme t, un type A et un contexte F — xi : Ai>..., xn :
An, on définit au moyen des règles suivantes la notion <C t est typable, à
l'aide du système équationnel E, de type A dans le contexte F ^>. Cette
notion est notée F \~Af2 t '- A.

(i) :

(2)

F \-AT2 t : VxA

T \-AT2 Axt : A —> B

F VAT2 u: A^ B F VAT2 v : ^
F I~-4J"2 (w)ü : S

(4)

r i-
(6) .

1 r^4jT2 ^ : V A A

vol. 31, n° 6, 1997
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(7) T \-Af2 t : VXA

t : A[u/x]
t : A[v/x] { '

Avec les conditions suivantes :
(*) x et X ne sont pas libres dans F.
(**) u est un terme et F est une formule.
A[F/X(xii...,xn)} est obtenue en remplaçant dans A chaque formule

atomique X(tu ...,tn) par Ff r /x i , . . . , t n / x n ] .
(***) u = v est un cas particulier d'une équation de E.

LEMME 1.3 : (i) Si T VAT2 t:AetTÇTf, alors P VAT2 t : A.

(ii) Si F h ^ 2 t : A, alors F ' \~AF2 t : A, OÙ F ' est la restriction de F aux

déclarations contenant les variables libres de t.

Preuve: Par induction sur F \~AT2 t : A. 4
Le système AT2 possède les propriétés suivantes :

THÉORÈME 1.4 : (i) Si F \~ATI t\ A,ett-+0 tf, alors F VAT2 t
f : A,

(ii) Si F \~AF2 ̂  : A alors t est fortement normalisable.

Preuve: Voir [4]. 4

Soient L un langage du second ordre et E un système d'équations de L.
On définit sur l'ensemble des termes de L une relation d'équivalence notée

&E de la manière suivante :

a &E b <$ E h a — b.

Le lemme suivant décrit l'équivalence qu'on vient de définir.

LEMME 1.5 : a ~E b ssi on peut l'obtenir au moyen des règles suivantes :

(i) si a = b est un cas particulier d'une équation de E, alors a ̂ E b ;

(ii) quels que soient les termes a,b,c de L, on a :

- a &E a ;
- si a ttg b et b &E C, alors a &E C ;

(iii) si ƒ est un symbole de fonction n-aire de Ly et si ai &E bi (1 < i < n),
alors / ( a i , . . . , a n ) &E f(bi,...ybn).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Preuve: Voir [4]. 6
Le lemme suivant permet de généraliser la règle (8) de typage

équationnelle.

LEMME 1.6 : Si F \~AF2 *& : B[a/x] et a ^E b, alors F \~AT2 U '• B[b/x\

Preuve: Par induction sur la preuve de a &E b, on considère la dernière
règle utilisée.

• Si c'est la règle (i), alors c'est évident.
• Si c'est la règle (ii), alors ou bien b = a, et dans ce cas on a le résultat,

ou bien a &E C et c &E b, et donc par hypothèse d'induction, on a
T \~AF2 u : B[c/x] et T \~Af2 u : B[b/x],

• Si c'est la règle (iii), alors a — / (a i , . . . , an) et b = /(&i,..., bn), avec
ai &E bi (1 < i < n). On a Y \~AT2 U : B[f(ai,...yan)/x], donc
T \~AT2 u : (B[f(xi>...,an)/x])[ai/xi], par suite, d'après l'hypothèse
d'induction, F \~ATI U : (B[f{x\,..., an)/x\)\bi/x\\. Ainsi de suite, en
utilisant l'hypothèse d'induction n fois, on obtient le résultat. 4

Nous allons présenter le théorème de programmation pour les entiers.
Étant donnés deux À-termes t,u et un entier k, on pose, par définition,

(t)ku — (t)...(t)u (le À-terme t étant répété k fois au second membre) ; en
particulier (t)°w — u. On définit le À-terme k = XxXf(f)kx ; k est appelé
<^ l'entier k du À-calcul ^> (ou entier de Church).

On définit le type des entiers naturels par la formule suivante :

N[x] = VX{X0 -> [Vy(Xy -> Xsy) - , Xx]},

0 étant une constante pour le zéro, et s un symbole de fonction unaire pour
le successeur.

Un système d'équations E est dit adéquat pour le type des entiers ssi :
- s(a) ^E 0 ;
- Si s (a) &E s(b), alors a ^E b.
Soit ƒ une fonction de Nfc dans N. On dit que E est un système

d'équations définissant la fonction ƒ ssi :

Soit ƒ une fonction totale de Nk dans N. Étant donné un À-terme ƒƒ, on
dira que Pf représente la fonction ƒ si, quels que soient m,.. . , n& G N :

vol. 31, n° 6, 1997
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THÉORÈME 1.7 (théorème de programmation) : Soient ƒ une fonction de
N m dans N, et E un système d'équations adéquat définissant ƒ. Si Pf est
un X-terme tel que : hATI Pf : Vxi...Vxm{N[x{\ -^ (.... —> (N[xm] —»

P/ représente la fonction ƒ.

Preuve: Voir [4]. 4

EXEMPLE : Considérons par exemple la fonction prédécesseur p : N —> N,
définie à l'aide des équations : p(0) = 0 ; p(sx) = x. Un A-terme £ qui
représente la fonction p (autrement dit un programme pour p), est donc un
terme de type (dans le système AT2) la formule \fx{N[x] —

Le théorème de programmation se généralise à tous les types de données
syntaxiques de J.-L. Krivine (voir [4] et [6]).

Les résultats que nous allons présenter maintenant permettent une
simplification dans les démonstrations syntaxiques (voir [9]).

On définit sur les types de A!F2 les deux relations binaires <f et ~ ' de
la manière suivante:

• MxA <f A[u/x], si u est un terme du langage ;
• MX A <' A[F/X{xi, ...rxK)j, si F est une formule du langage ;
• A ~f B ssi A = C[u/x], B = C[vjx], et u = v est un cas particulier

d'une équation.

Soient < et ~ les clôtures réflexives et transitives respectives de <' et ^y.

On note A < B ssi A < B et A =£ B.

On a le résultat suivant :

THÉORÈME 1.8 : (1) Si V \-A^2 x : A, alors A s'écrit V^C', où £ n'est
pas libre dans T, et il existe deux types C et B tels que C ~ Cf, B < C
et (x : B) G r .

(2) Si T h ĵr-2 Xxu : A, alors A s'écrit V£(J3' -^ Cf)} où £ n'est pas
libre dans V, et il existe deux types C et B tels que C ~ C'\ B ~ Bf et
T,x : B hAf2 u : C.

(3) Si F \~AT2 (u)v : A alors A s'écrit V^Z)", où £ n'est pas libre dans
F, et il existe trois types F, C et D tels que Y Y~AF2 U : F, F < C -> D,
D < Df, Dr - D" et T \~AF2 v : C.

Preuve: Voir [9]. é

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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COROLLAIRE 1.9 : Si T\x : A \~AF2 {x)u\...un : B, alors :
n = 0, A < C, C ~ C\ B = V£C', et £ n'est libre ni dans Y ni dans A,
ou
n ^ 0, A<d-+ BUB{ < Cl+1 -> Bw (1 < i < n - 1), Br

n < Bn+l,
et B = V£.B^ + 1 OM S 2 - S^ (1 < i <n+ 1), T,x : A VAT2 u% : C%

(1 < i < n), ^̂  ^ n'est libre ni dans T ni dans A.

Preuve: Voir [9]. é

2. A-MODÈLE

Les sémantiques que nous allons présenter dans ce paragraphe sont dues
à J.-L. Krivine (voir [4]). Elles dépendent des classes de parties de À-termes
appelées habituellement < parties saturées > . Nous allons utiliser dans
ce papier deux de ces sémantiques, la première est basée sur les parties
stables par la ^-équivalence et la deuxième sur les parties stables par la
/^-expansion.

Une partie G de A est dite -^p -saturée (resp. ~pv -saturée) si, quels que
soient les termes t et u, on a :

u E G et t —^ u (resp. t ~p1} u) => t E G.

Étant données deux parties G et G1 de A, on définit une partie de A, notée
G —• G', en posant \ u £ {G ^ G') <£> (u)t G G1 quel que soit t G G.

Il est clair que l'intersection d'un ensemble de parties —^-saturées (resp.
~l3r]-saturées) de A est -^-saturée (resp. ~^-saturée). De plus si G1

est —> -̂saturée (resp. c^^-saturée), alors G —> Gf est —^-saturée (resp.
c^fiji-saturée) pour toute partie G c A.

Considérons maintenant l'ensemble Psf3(A) (resp- PSPV(A)) de toutes les
parties —^^-saturées (resp. ~pv-saturées) de A. Un sous-ensemble R de
^ ( A ) (resp. Ps0v(A)) e s t d i t adéquat si :

• G,G' G R => (G -> G') E R ;
• Pour toute partie a de R, l'intersection des éléments de a appartient à

R. En particulier A G R (prendre a = 0),
Soit L un langage du second ordre. On va définir la notion d'un A^-modèle

(resp. Apyj -modèle) pour L :
C'est une modification de la notion classique d'un modèle du second

ordre, dans lequel l'ensemble des valeurs de vérité n'est pas {0,1} comme
d'habitude, mais un sous-ensemble adéquat R de Psp(A) (resp.

vol. 31, n° 6, 1997
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Un A^-modèle (resp. A^7?-modèle) pour le langage L est la donnée de :

• Un ensemble | M | supposé non vide, appelé la base de M ;
• Un sous-ensemble adéquat R de Psp(A) (resP- Pspv(A)) ( ^ e s t appelé

l'ensemble des valeurs de vérité de M) ;
• Pour tout symbole de fonction n-aire de L, une fonction f M :| M |n—>

M | ;
• Pour tout symbole de relation n-aire P de L, une fonction PM *

M \n~> R.

Soit M un A^-modèle (resp. A^??-modèle) pour L. Une interprétation
/ est, par définition, une application de l'ensemble des variables d'individu
(resp. de relation n-aire) dans | M | (resp. dans R\M\n).

Soient I une interprétation, x (resp. X) une variable d'individu (resp. de
relation n-aire), et a (resp. <£) un élément de | M | (resp. de i?'M 'n). On
définit une interprétation J = I[x <— a] (resp. J — I[X <— $]) en posant
J(x) = a (resp. J(X) = $) et J ( 0 = / ( 0 (resp. J(£') - ƒ($')) pour toute
variable Ç ^ x (resp. ^ / X).

Définissons maintenant la valeur d'une formule de L dans M et dans
une interprétation / .

A chaque terme t de L est associée sa valeur ÎMJ E\ M \, définie par
induction sur t :

• Si t est une variable x, alors IMJ — I(%) •"»
• Si t = f(t\...,tn), alors tMJ = / M ( ^ M ; / - - ^ M , / ) -

Soit F une formule de L. La valeur de F dans M et dans l'interprétation
/ , notée par | F \MJ est un élément de R défini par induction sur F au
moyen des règles suivantes :

• Si F est une formule atomique P(tl,..., tn), où P est un symbole (resp.
une variable) de relation n-aire, et t1, ...,tn sont des termes de L, alors
on définit | F \Mj par PM(tl

MI, ^tn
MJ) (resp. I{X)(tl

MI, ...,t'nMJ))
qui est un élément de R ;

• Si F est G -> Jï", alors | F | M , / = | G |M , / -> | ^ |M,/ ;
• Si F est VxG, où x est une variable d'individu, alors | F \MJ— f]

{\ G[x) \M,l[^a] ; a, e | M |} ;
• Si F est VXG, où X est une variable de relation n-aire, alors

i F |M,/= r\{\ GW \MAX~*\ ; $ e i?|M|">-
II est clair que la valeur | F \M.I ne dépend que des valeurs dans / des

variables libres de F . En particulier, si A est un type clos, | F \MJ ne
dépend pas de l'interprétation / , on la notera alors | F \M-

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Soient M un A^-modèle (resp. À^-modèle) pour L,etu = v une équation
de L. On dit que M satisfait u = v, si la clôture de cette formule est vraie
dans M.

Si E est un ensemble d'équations de L, on dit que M satisfait E, ou que
M est un modèle de E, si M satisfait toute équation de E.

Pour tout type clos A, on note par | A \@= f]{\ A \M /MA^-modèle de
E}, et par | A \pv= f]{\ A \M /MA^-modèle de E},

THÉORÈME 2.1 (lemme d'adéquation) : Soient E un ensemble fini
d'équations d'un langage L, t un \-terme, et A un type clos du système AT2.
Si ^~AT2 t : A, alors t e\ A \p (resp. t e\ A \pv) .

Preuve: Voir [5], •

Dans la démonstration de ce théorème, on utilise les deux lemmes suivants :

LEMME 2.2 : Soient t un terme, et A une formule de L ayant x comme

variable libre, alors : \ A[t/x] \M,I=\ A \Mtl[x^-tMiI]-

LEMME 2.3 : Soit F une formule de L, ayant x\y...,xn comme variables
libres, et soit $ G j?lMln définie par $(ai, ...,an) = | F \MJ[x1^au...,xn+-ari]
pour tout a i , . . . , a n G| M |. Si A est une formule ayant X (variable de
relation n-aire) comme variable libre, alors : | A[F/X(xi, ...,xn)] \MJ =

REMARQUE : Pour avoir le lemme d'adéquation, il suffit de donner la
définition suivante d'ensemble saturé G : quels que soient les termes

{u[t/x\)ti„.tn G G => (\xu)U1...tn G G.
Dans la suite nous allons démontrer des réciproques du théorème 2.1.

3. PREMIER RÉSULTAT DE COMPLÊTUDE

Dans ce paragraphe, nous allons généraliser le résultat de R. Labib-Sami
pour le système A!F2, et pour une classe plus large de types.

On définit de la façon suivante les types à quantificateurs positifs (resp.
à quantificateurs négatifs), notés en abrégé V^ (resp. V̂ ~) :

• Une formule atomique est V^ (resp. Vjp ;
• Si A est V̂ " (resp. V̂ ") et B est V̂~ (resp. V^), alors B -> A est V̂~

(resp. V7) ;
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• Si A est Vj, et x (resp. X) une variable d'individu (resp. de relation
n-aire), alors \/xA (resp. MX A) est Vjj" ;

• Si A est V̂ " et x (resp. X) une variable d'individu (resp. de relation
n-aire qui ne figure pas dans A), alors \/xA (resp. MX A) est VJ.

Les formules V2" (resp. V̂ ~) sont les formules où les quantificateurs du
second ordre < actifs » sont en position positive (resp. négative) dans
la formule.

Il est facile de voir que : Si A est V̂~ (resp. VJ) et A ~ B, alors B est V^
(resp. VJ"). De plus si ̂ 4 est VJ et A < J3 -> C, alors B est Vjj" et C est V .̂.

K. Nour a défini dans [8] le système de typage AT2Q qui n'est autre que
le système AT2 où on remplace la règle de typage (7) par la règle :

(7 , T h ^ 2 o t : VXA
TV-AT2ot:A[Y/X{x1,...,xn)}

où Y est une variable ou symbole de relation de même arité que X.

THÉORÈME 3.1 : Soient A un type Vff du système AT2, et t un \-terrne
normal clos. Si \~AT2 t : A, alors H.4.F20 ^ : A.

Preuve: Voir [8]. 4

Soient L un langage du second ordre et E un système d'équations de L,
ce qui définit le système de typage AF2.

On se propose de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME I : Soient A un type V^ clos du système AT2^ et t un À-terme,
alors : t e\ A \pq ssi il existe un À-terme t1 tel que t ~^ï? t

f et \~ATI ̂  : A.

Pour démontrer ce théorème, on a besoin de certaines définitions et d'un
lemme.

Soient Q = {x{/i e N} une énumëration d'un ensemble infini de variables
du À-calcul, et {Aifi E N} une énumération des types V̂~ de AT2, où
chaque type V̂T se répète une infinité de fois. On définit alors l'ensemble
F~ = {xi : Ai/i e N } . Soit u un À-terme, tel que Fv(u) Ç Q. On
définit le contexte F~ comme étant la restriction de F~ sur les déclarations
contenant les variables de Fv(u). La notation F~ \~ATi U '• B exprime
que F~ \-AJr2 u : B.

On pose F~ \~AJTO U : B ssi il existe un À-terme uf, tel que u c^^ u1

et F' VAÏI uf : B.
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Considérons MQ l'ensemble de tous les termes de L. On définit un
Kpn-modèle Mr~ (noté dans la suite AI) de la façon suivante :

• L'ensemble de base est \ftA\ = —- (l'ensemble des classes

d'équivalence rnodulo la relation «# ) ;
• L'ensemble adéquat R — Psf3v(A) ;
• L'interprétation de chaque symbole de fonction n-aire ƒ est l'application

f M de I M j n dans | M | définie par / M ( Ö Ï , —,ô^) = / ( a i , ...,an) ;
• L'interprétation de chaque symbole de relation n-aire P est l'application

PM de | M \n dans Ps^A) définie par PM(ÔÏI .»,ân) = {r e À :
T' h 5 k r : P(al5 .„, an)}.

Ensuite on définit une interprétation T sur les variables en posant :

• 1{x) — x, où x est la classe de x modulo ^E ;
• 2(X) — $, où $ est l'application de | A4 \n dans Ps^^iA) définie par

$(ÖT,...,<5T) = {r € A : T - H ^ 2 r : X(aa , ...,a„)}.'

Les //VÏ , F M , et $ sont bien définies. En effet :
Si (öï,.-.,ö^) = (&i,...,6n), alors a2 &E k (1 < i < n). Donc,

d'après le lemme 1.5, / ( a i , ...?an) ^ ^ ƒ(6i, ...?-6n), et par conséquent

De même supposons que (ôï". ...,â^) = ( & I , - . ^ Ï I ) S donc â  ^^; ^
(1 < i < n). D'où, d'après le lemme 1.6, {r G A : P~ h ^ - 2 r :
P(a1 , . . . ,an)} = {r ^A :_F~ h%2 r : P(b1:.., 6n)}, ou alors,

La même démonstration se fait pour $. 4

Le lemme suivant va nous permettre de démontrer le théorème L

LEMME 3.2 : Soient S une formule du langage L, et r un X-terme.

(i) Si S est V+, et r e| S \Mli, alors T " h ^ r 2 r : 5.

(ii) 5/ 5 est V \̂ et T " h j ^ r : 5, ator5 r ej S |,VÏ;J-

Preuve: Par induction simultanée sur les types V^ et VJ.

Preuve de (i)

• Si 5 est atomique, alors S — X(ai,. . . , an), où les a« sont des
termes, et X une variable (resp. un symbole) de relation n-aire. Soit r G
I S \Mj=\ X(au , an) \MJ= {0 e A : T \~%^ 6 : X(a1 ; .„, a n )} .
II en résulte que r e\ S \M,I ssi T~ h ^ - 2 r : 5.
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• Si S = B -> C, où B est V^ et G est \ # , soit r e\ B -> C \MiX. Il
existe une infinité de i E N tel que B = Aj. On choisit un i de façon que
Xi ne soit pas libre dans r. On a x̂  : 5 ^~AT2 %% '- B, donc, d'après (ii),
Xi G\ B \M%T*

 e t alors (T)XÎ G| C |A^,XÎ
 et donc, d'après l'hypothèse

d'induction, F~ l~^jr2 (r)xi : @. Donc il existe un À-terme r ' tel que
(r)xi ~pv r ' et F~, \~ATi r ' : C, par suite r ~pv Xxi(r)xt c ^ XxiTf.
Si Xi 6 FV(T'), alors / ^ T, 1-^2 AXJT' : B —» C. Sinon on peut
écrire F~nXi : B h ^ s r ' : C, et comme Fv(rf) = Fv(\xiTf), alors
-T\X-T' ^~AT2 XxiT1 : B —> C. Par conséquent F~ l-^-2 r : 5.

• Si 5 = VXS, avec B est V+, alors r e | VXS |TW,T^ (V$ :| Ai |n->
PSf3V(h)){T ^1 ^ [ ^ ] IA4,X[X -̂<I>]- Soit y une variable de relation n-aire
qui ne figure pas dans F~ et B. Donc r e| B[X] |>i,J[X^|y|^iZ] =
| B[Y/X] \M.T> d'après le lemme 2.3. D'où par hypothèse d'induction,
F" \-j!jr2 r : B[Y], donc il existe un A-terme rf tel que r ~ ^ r '
et 7 p H^ -̂2 Tf : 5 [y] . Par conséquent il existe un A-terme u tel que
r — 7̂? ii et T1 -^pr) u, et, d'après le lemme 1.1, il existe un À-terme
T" tel que T1 -^p T" et T" ->,, n. Donc Fu(u) = Fv{r") Ç Fv{rf)
et F~tt \~ATz T11 : S [y] , d'où, par le choix de Y et le fait que
FV(T") Ç FV(T)9 on déduit que F',, VAT* r" : \/YB[Y], et donc

• Si S = VxS, avec B est VJ* , alors r e| Va;S |>t ,x^ (Va €
| A^ |)(r 6| B[x] \M,l[x*-a])- Soit y une variable de L qui ne
figure pas dans les formules de F~ et B. Alors on a : y G| A4 |,
donc r G| 5[rc] |-M,Z[X<-I3 = I ^ b / x ] IA ,̂X (d'après le lemme 2.2).
D'où, d'après l'hypothèse d'induction, F~ ^~AFI T : -^M' e t P ^ ^e

même raisonnement qu'au cas précédent et le choix de y, on obtient
1 ^AT* T ' b*

Preuve de (ii)

• Si S est atomique, le résultat découle immédiatement de la définition
de IM (voir (i)).

• Si 5 = B -> C, où B est V̂ " et C est V^, supposons F~ h ^ 2

r : B —> C. Donc il existe un A-terme r ; tel que r ĉ ^̂  r '
et F~f \~AF2 rf : B -^ C. Si u e\ B \MÇL, alors d'après (i),
F~ H^r2 u : B, donc il existe un À-terme v! tel que u ^^ v!
et r j ; \~AT2 u' : S . D'où Fr,,t VATI {rf)uf : C, et comme.

(T)U ~pr, (T')Ù', alors F~ h ^ 2 (r)tt : C. D'où, d'après l'hypothèse
d'induction, (r)u G| C |TVÎ,X* P ^ conséquent r E | 5 —> C
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• Si S = \/xB, où B est V^, supposons que F~ \~%r2 r : \/xB (-),
et soit a e| A4 |. Donc a — b, où b est un terme de L. D'après (-),
il existe un À-terme r ' tel que r c^p^ rf et F~, \~ATi T ' : VxB, par
suite F~, \~AT2 T1 • B[b/x]. Donc, d'après l'hypothèse d'induction,
T' G| fl[6/x] U , j = | B | M ï I [ x ^ 5 ] = | S |,u,J[x^a] (d'après le lemme
2.2). Comme | B \M,i[x^a] e s t —/^-saturée, on aura r E\ B \M,X[X^O]'

• Si S = VXB, où S est VJ\ supposons que T " h ^ - 2 r : VXR Alors
il existe un À-terme r ' tel que r ~£ï? r ' et F~, \~ATi rf : B, donc
F~ \~AF2 T' : S, et par hypothèse d'induction, r1 e\ B \M,1> Donc
T1 e\ "iXB \MJ, car X ne figure pas dans B, et comme | \/XB \M?
est ^^^-saturée, on aura r E| VXB \M,T- 4*

On peut déduire maintenant la preuve du théorème I.

Preuve du théorème I :

• La condition suffisante est une conséquence directe du théorème 2.1,
et du fait que l'interprétation d'un type du système AT2 dans un
Apv-modèle M est une partie c^,?-saturée.

• La condition est nécessaire. En effet : Soient A un type V̂ " clos, et t
un À-terme tel que t G| A \pv, alors t E\ A \M, pour tout Apv-modèle
A4 associé à un ensemble F~ (comme décrit avant). De plus on peut
supposer que F~ ne contient pas de déclarations pour les variables
libres de t, i.e Ff = 0. D'après le (i) du lemme 3.2, F~ \~%r2 t : A,
donc il existe un À-terme tf tel que t c^pv t

f et Tt7 \~ATz *' : A, par
suite, il existe un À-terme u tel que t —>pv u et tf -^^ u, et d'après le
lemme 1.1, il existe un À-terme t" tel que t' —>p t" et t" —>ï? u. D'où
Fv(t") Ç Fv{t!) et F~ hAT2 f : A. Or Fv{t") - Fu^ ) Ç Fv(t),
donc r t " Ç r t~ = 0, par conséquent i c ^ i/; et h^jr2 t" : A. 4

D'après le théorème 3.1, on peut déduire le résultat suivant :

THÉORÈME 3.3 : Soient A un type Vj" clos du système AT2y et t un X-terme,
alors :
t £| A 1^ ssi il existe un X-terme t! tel que t c^^ tf et \~AT20 t'

 : A.

COROLLAIRE 3.4 : Soient A un type V^ clos du système AT% et t un X-terme.
SitE\A \pv, alors t est normalisable et ^-équivalent à un terme clos.

Preuve: Si t E| A \pv, alors, d'après le théorème I, il existe un À-terme
tf tel que t ~pv t1 et \~AT2 tf : A. Donc t est f3r]-éq\iivalent à un terme
normalisable clos. D'où le résultat d'après le lemme 1.2. 4*

vol. 31, n° 6, 1997



5 2 8 S. FARKH, K. NOUR

REMARQUE : La condition V^ est nécessaire pour avoir le théorème I.
En effet, soit

D = VX{VY(Y -> X) -* X]

II est clair que D n'est pas V^\ Posons t — Xx(x)(6)6, où 6 = Ax(:r)a;,
alors on a : t £|; D \pip et t n'est pas norrnalisable. Pour montrer que
t est bien un terme de | D \pv, soit M un A ^ -modèle, montrons que
t e\ VY(Y -* X) ^ X |M ,pr-~] Pour tout S G Ps^(A). Soient
u Gf. Vy(y —* X) |M,[X^-S]>

 e t S' l'ensemble des A-termes qui ne
sont pas normalisables. S' est évidemment une partie ~^,?-saturée de À.
Comme u e\ VY(Y - • X) [M, [X«}>

 a I o r s u €[ Y -^ X |M,[X—2],[y<-S').
c'est-à-dire « € S' -^ S. On a (6)6 G H', donc (u)(5)5 G 5. Or
(t)u - (Xx(x)(6)6)u -*p (u)(6)S9 d'où (t)u G ~.

Posons t' = Xx(x)y, où y est une variable. On a : t' G| D \^n,
et t1 n'est pas /3?7-équivalent à un terme clos. En effet, d'une part t* est
normal et non clos, d'autre part nous montrons que t! G| D \pn, soient
M un Apv -modèle quelconque, et u GJ VF (y —> X) \M,[X*-E] pour
tout E G Pgp (A.). Considérons Eff l'ensemble des A-termes qui sont fîrj-
équivalent à une variable. S" est évidemment une partie ^^-saturée de
A. Alors u G[ Y —> X \M,[x+-=,]>[¥tS"}* c'est-à-dire u G S/A —> H, et
comme y G 5 /7, on obtient (u)y G S. Or (t*)u = (Xx(x)y)u ~^p (u)y, d'où
(t')u G S. é

Le système de typage T de J.-Y. Girard est le sous-système de AF2, où
on a seulement des variables propositionnelles et des constantes (symboles
de relation O-aire). Donc les variables du premier ordre, les symboles de
fonction et le système d'équations sont inutiles. Les règles de typages sont
les règles (1), (2), (3) et (6), (7) du système AT2 restreintes aux variables
propositionnelles.

Si on se restreint au système T, un A^-modèle (resp. A^-modèle) est
composé uniquement d'une partie adéquate R de Ps*(A) (resp. P$p (^),
et pour toute constante (resp. variable) propositionnelle P, d'un élément
[ P \M de R.

Le théorème I s'énonce dans le système T de la façon suivante :

THÉORÈME 3.5 : Soient A un type V^ clos du système T, et t un X-terme.
t E\ A |0,? ssi il existe un X-terme tf tel que t c^^ tf et \-jr t1 : A.

Ce théorème a été démontré par R. Labib-Sami (voir [7]).
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4. SECOND RÉSULTAT DE COMPLÉTUDE

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer un théorème 'analogue au
théorème I avec la /3-réduction et pour une classe plus restreinte de types.

Les types propres sont définis de la façon suivante :

• Une formule atomique est propre ;
• Si A et B sont propres, alors A —> B est propre ;
• Si A est propre, et x (resp. X) une variable d'individu (resp. de relation

n-aire qui figure dans A), alors VxA (resp. MX A) est propre.

On définit de la façon suivante les types positifs (resp. négatifs), notés
en abrégé V+ (resp. V~~) :

• Une formule atomique est V+ (resp. V~) ;
• Si A est V"*~ (resp. V~ qui ne commence pas par un quantificateur du

premier ordre) et B est V~ (resp. V+), alors B —• A est V+ (resp. V~) ;
• Si A est V+, et X une variable de relation qui figure dans A, alors

MX A est V+ ;
• Si A est V~, alors VxA est V~\

D'après cette définition chaque type V+ (resp. V~) est propre.

Précisément les types V+ sont les types où :

- Les quantificateurs du second ordre <C actifs ^> sont positifs.
- Les quantificateurs du premier ordre sont négatifs.
- Les seules variables du second ordre sur lesquelles on peut quantifier

sont <C actives ^ .
- On n'a pas le droit de mettre un quantificateur du premier ordre juste

derrière une flèche.
D'après la définition ci-dessus, on peut remarquer que si A est V~~, alors

A est de la forme V£(Ai -^ (A2 -+ (... -> (An -> X(ti , ...,t„))„.))). o ù t
est une suite finie de variables du premier ordre, Ai (1 < i < n) des types
V+, et X une variable ou un symbole de relation n-aire.

Il est clair que si A est un type V~ et A < B, alors B est V~, et une
variable du second ordre qui est libre dans B est aussi libre dans A

Soit A un type. On définit les sous-types positifs (resp. négatifs) de A
de la façon inductive suivante :

- Si A = X(ii, ...,t r t), alors A est le seul type positif et négatif de A.
- Si A — B —> C, alors les sous-types positifs (resp. négatifs) de À sont

les sous-types négatifs (resp. positifs) de B, et les sous-types positifs
(resp. négatifs) de C.
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- Si A = MXB (resp. \txB), alors les sous-types positifs (resp. négatifs)
de A sont les sous-types positifs (resp. négatifs) de B.

Les sous-types positifs (resp. négatifs) d'un type forment en général un
ensemble infini, car par exemple pour le type MXB[X]y il faut considérer
comme sous-types positifs, B[Y], B[Z], etc. Intuitivement, on écrit la
formule avec des noms différents pour les variables liées auquelles on
associe des ensembles dénombrables disjoints de variables. Pour chacune
des variables liées, on utilise l'ensemble correspondant de variables.
Illustrons maintenant cette définition (non formelle) par un exemple. Soient
A = VX{X -> \/Y(Y -> X)}, {Xl/% > 0} et {Yl/i > 0} deux ensembles
disjoints de variables propositionnelles. Les sous-types négatifs de A sont :
Xi, Y{,i > 0 et ses sous-types positifs sont : A, VY(Y —» Xi)}Yj —> Xi,Xt

avec i,j > 0.

D'autre part, on appelle type avec substitution, tout type de la forme
A[ti/xi, ...,tn/xn], obtenu par substitution simultanée de t\ à £1,..., tn à
xn dans le type A, où #i,..., xn sont des variables d'individu, et £1,..., tn

des termes du langage.
On dit qu'un type V+ (resp. V~) A satisfait la condition (*) si, lorsque

B et C sont deux sous-types négatifs (resp. positifs) avec substitution de A,
alors on ne peut pas avoir les propriétés suivantes :

B<GyG~Cn,
et

C < Ci - (C2 - (... - (Cn - , D)...))7

où Ci, C2,..., CnjD et G sont des types du système AT2.

Rappelons bien que B < G signifie que B < G et B ^ G.
Pour la vérification de la condition (*), il s'agit d'un test s'appartenant à

l'unification modulo une théorie équationnelle E (ou ^-unification), et donc
il est facile de voir qu'il est indécidable lui aussi, par exemple par recodage
du problème de Post ou du dixième problème de Hubert (voir [3]). Ce test
est donc par définition difficile en général.

On dit qu'un type A est un bon type positif (resp. bon type négatif), noté
en abrégé B+ (resp. B~) s'il est V+ (resp. V~) et satisfait la condition (*).

REMARQUES : (1) J.-L. Krivine a présenté dans [6] une méthode pour définir
les types de données syntaxiques du système ATI. Par exemples :

• Le type booléen est la formule :

B[x] = \/X{X0 -> (XI -^ Xx)},
où 0 et 1 sont des symboles de constante.
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• Le type des entiers naturels est déjà défini.

• Le type des listes d'éléments de type U est la formule :

LU[x] = VX{X0) -> [\/yVz(U[y] -> (Xz -> Xcons(y, z))) -> Xx]},

où cous est un symbole de fonction binaire et 0 une constante.

(2) K. Nour a défini dans [8] une autre classe des types de données (types
de données descendants). On peut vérifier également que ces types sont tous
des B+. é

Soient L un langage du second ordre et E un système d'équations de L,
ce qui définit le système de typage AT2.

On se propose de démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME II Soient A un type B+ clos du système AJr2, et t un À-terme,
alors: t E | A y ssi t —>̂  tf et \~AF2 tf : A:

Pour démontrer ce théorème, on a besoin de certaines définitions et d'un
lemme.

Soit A un type B+ du système AT2. On note Bf (resp. B~), l'ensemble
des sous-types positifs (resp. négatifs) avec substitution de A. Soient
Çl — {xi/i E N} une énumération d'un ensemble infini de variables
du À-calcul, et notons par A% (i E N) les sous-types B~ de A, où
chaque type Ai se répète une infinité de fois. On définit alors l'ensemble
F^ = {xi : A%l% E N}. Soit u un À-terme, tel que Fv(u) Ç Q, On définit
le contexte F^u comme étant la restriction de F^ sur les déclarations
contenant les variables de Fv(u). La notation F^ VATI U : B exprime que
FÂu hAF2 u : B.

On pose F^ ^ATI U * ̂  ssi il existe un À-terme uf, tel que u —>$ uf

et FX I-AF2 u' : B.
On définit le A^-modèle M. et l'interprétation 1 de la même façon

qu'au paragraphe 3 (en remplaçant F~ par F~^ et la /^-équivalence par la
/3-réduction). Alors on a le lemme suivant :

LEMME 4.1 : (i) 5/ 5 est un sous-type Bf de A, et r E | 5 \M,1> alors
1A ^ T ö

(ii) Si S est un sous-type B~ de A, et F~[ ̂ ATi T : &> al°rs r e\ S \MZ-

Preuve: Par induction simultanée sur les sous-types Bf et B~ de A (la
complexité étant le nombre de symboles logiques dans le type).
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Preuve de (i)
• Si S est atomique, alors on a la même preuve que celle du lemme 3.2.
• Si S = VXBr où B est Bf , alors r e\ VXB \M,i<=> (V$ :| M \n-+

Psf3(A))(r e l B[X] \M,1\X^-$\' Soit F une variable de relation n-aire
qui ne figure pas dans r j r et B. Donc r e| B[X] \M,i\x+-\Y\Ma\~
\ B[Y/X] \M,I> d'après le lemme 2.3. D'où par hypothèse d'induction,
r~^ ^AFi T : ^E^] ' donc il existe un À-terme r ' tel que r —>p. r ' et
r^T> \~AFz T' : B[Y], Comme Fv(rl) Ç FV(T), alors par le choix
de Y , on déduit que r^T, \~ATz ^ : VYB[Y] = MXB, et donc

IA ^ T : S.
• Si S = 5 - • C, où S est B j et C est B+, alors soit r e\ B ^ C \Mïi*

et soit y une variable du À-calcul telle que y : B E r j . On a y : B ^AF2
y : B, donc, d'après (ii), y e | B | j V t , j , par suite (r)y e\ C \Mj, et
donc, d'après l'hypothèse d'induction, F^ \~^F2 {f)p : C* D'où il
existe un À-terme r ' tel que (r)y —>p rl, et r^r, \-j&2 rf : C. Il en
résulte que (r)y est normalisable, et donc r est normalisable. La forme
normale de r est x ou (x)ri...rn (n > 1) ou Xx6.

Cas 1 : Si r —̂^ ar, alors (r)y -^p (^)y* Comme -TJT/ ^^4^2 r ' : Cs

on aura I ^ r / t~^^2 (^)l/ : G. Or Fv((x)y) Ç Fv(rf), donc
i ^ \ x I"AF2 (^)y : C* D'où, d'après le corollaire 1.9, la variable
^ est déclarée d'un type F dans F^,y , avec : F < G -+ D,D ~
D/>rÂ,(x)y VA^ y : G,C = \/ÇD*9 et £ n'est pas libre dans /^(aOy
où G est V+ et Z? est V~ qui ne commence pas par des quantificateurs.
y : B E f-(x)r donc B < Bf,Bf - B", G = V£B", et ^ n'est pas

libre dans r ~ ^ .
Supposons que £ commence par une variable du second ordre X.
Comme X n'est pas libre dans ^ 4 ^ ^ » alors X n'est pas libre dans
F. Or F < G —> i) , ce qui implique que X n'est pas libre dans D,
donc non plus dans Df. Ce qui contredit le fait que C est propre. De
plus £ ne peut pas commencer par une variable du premier ordre, car
C est V+, d'où C = Df.
Maintenant, comme G est V+, on démontre de la même manière que
G = B".
D'autre part on a B = B', car sinon, i.e si B < J3', alors, comme
F < G -> D et G ^ B!\ on obtient une contradiction avec la
condition (*).
Finalement on a F^x \~A?2 % • F\ par conséquent r j x h^;r2 a: : G —»
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D, et donc T7 \-AT2 x : G -+ D'. D'où f j . h ^ a: : 5 " -» C,

donc r j T (->t̂ 2 x : B ^ G, et par suite J £ l~^2 T : S.

Cas 2 :

Si r -»£ (a;)ri...rn, alors (r)y ->/? (ar).Ti...rnî/. Comme r ^ r

r ' : C et Fü((x)ri...rray) Ç FV(T% on déduit que ^J ; ( x )T i TwV

(x)r1...rny : C. Donc, d'après le corollaire 1.9, x est déclarée d'un
type F dans r " ^ r ^ avec : F < d -> Z>i, P i - Z>;,
I?î - Ci+i ^ A + I / A + I - &i+l (1 < i < n - 1), ZKn = G - ,

y ^ 2 r, : Ci (1 < i < n),

U i ' e t ^ n ' e s t Pas I i b r e d a n s

y. B £ r~fA , donc B <B',B' ~ B", G = VÇB", et ^ n'est
pas libre dans r^ ( x ) T i r ^ .
^ ne commence pas par une variable du premier ordre, car G est V+.
Si ^ commence par une variable du second ordre X, et comme C est
propre, cette variable doit être libre dans D*n±lr donc elle est libre dans
Dn+i, et donc dans D!n aussi. Par conséquent X est libre dans tous les
Di (resp. D[) (1 < i < n + 1). Donc X est libre dans F, et par suite
dans FJ,, r , ce qui est impossible. D'où C = Dl

nJtl.
De la même manière et comme G est V+r on démontre que G — Bf\
D'autre part, on remarque que B = B\ car sinon, i.e si B < Bf, et
comme on a montré que F < Ci —> (C2 —> (... —»- (Cn —> (G —>-
C)...))) et i?' ~ G, alors on obtient une contradiction, d'après la
condition (*).

Finalement on a ^ ( œ ) ^ . . . ^ l"-4^2 x : F> d o n e rZ(x)Tx T„ l"-4^2

(.x)ra...rn : G"—• 2>n+i. Par conséquent ̂ ( 3 ^ .

G - • JLVn+1, et alors r^j(x)Tx ^ h ^ 2 ( x h ^ r n : G -+ G. D'où
rÂ,(x)Tx...Tn

 hAf2 (x)Ti...rn : B -+ G, et donc TJ h ^ 2 r : 5

Cas 3 : Si r —^ Àa:o, alors, comme l'ensemble F~[ contient une
infinité de déclarations pour chaque sous-type B~ de A9 soit y une
variable déclarée de type B dans F J , n'appartenant pas à Fv(9),
Alors (r)y ^p (Xxff)y ->@ 6\yfx\. On a J ^ r , H^JF2: r / - : G, donc

^Âr' h^^*2 ^[y/^l : C ' e t d o n c ' ^A l̂ïf/a;! ^ ^ Öfo/^J : Cs Car
Fv(6[y/x}) Ç Fv{rf). D'où r j ^ ^ j h ^ 2 AyÖ[y/x]. : S - , G.
Comme 2/ n'est pas libre dans 0, alors Ày0[y/x] = À£#, par conséquent
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: S et rx ^Af2 r : S.

Preuve de (ii)

• Si S est atomique, alors on reprend la même preuve de (ii) du lemme 3.2.
• Si S = B -> C, où B est 23+ et C est Ö7, supposons F~± \~j^2

T : B —> C. Donc il existe un A-terme r ' tel que r —>p rf et
T' : B —» C. Si n G| B l ^ i , alors d'après (i),

^ ^ j 2 ^ # , donc il existe un À-terme v! tel que u —>p v!
e t rÂ,w VAT-z nf : B, D'où r j j ( r , ) w / r - , ^ (T')U' : C, et comme
(r)u —>/? (rf)u\ alors JTJ l~^ 2 (T)U : C. D'où, d'après l'hypothèse
d'induction, (r)u € | C \M,I- ^&X conséquent r G| B —>• C |yVî,j.

• Si 5 = V#i?, où S est S j , supposons que F^ ^~jjr2
 r : Vo:5, et soit

a G| Al |. Alors on a : a = 6, où 6 est un terme de L, et il existe
un A-terme r ' tel que r —>̂  r ' et r ^ T , ^"^jr2 r ' : MxB, par suite
r ^ T , \~AT-2. T1 - B[b/x], Or, par définition, B[b/x] est un sous-type
B~ de A, donc d'après l'hypothèse d'induction, r ' ç | B[b/x] \M,I—\
B ljVî zrœ*-6]= I 5 bM,x[̂ -̂a] (d'après le lemme 2.2). Par conséquent
r GJ B A4,T[x*-«]> e t c e P o u r t o u t a E Â f; donc r E| VXB |AI,J* ^

On peut déduire ainsi la preuve du théorème IL

Preuve du théorème II :

• La condition suffisante est une conséquence directe du théorème 2.1,
et du fait que l'interprétation d'un type du système AT2 dans un
A^-modèle M est une partie —^-saturée.

• La condition est nécessaire. En effet : Soient A un type B+ clos, et t
un À-terme tel que t E | A \p, alors t e | A \M> pour tout Â^-modèle
M associé à un ensemble r j (comme décrit avant). De plus on peut
supposer que F^ ne contient pas de déclarations pour les variables
libres de t, i.e FXt = 0. D'après le (i) du lemme 4.1, F^ I~^UF2 t : A,
donc il existe un À-terme t1 tel que t ~»^ tf et JTjt, h^^-2 t' : A.
Comme Fv(t!) C Fv(t), alors r ^ t , = 0, d'où le résultat. é

D'après le théorème 3.1, on peut déduire le théorème suivant :

THÉORÈME 4.2 : Soient A un type B+ clos du système AT% et t un \-terme,
alors : t €\ A\p ssi il existe un X-terme tf tel que t —>p t! et \~AT2Q ^ ' A.

COROLLAIRE 4.3 : Soient A un type B+ clos du système AT2, et t un
X-terme,
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(i) Si t G| A \f3, alors t est normalisable et se réduit par ^-réduction à
un terme clos.

(ii) | A \p est stable par f3-équivalence (Le si t E\ A ]p et t ~p tf, alors
tf e\ A \p).

Preuve: (i) Si t G| A \p, alors, d'après le théorème II, il existe un À-terme
t' tel que t —>p tf et \~AP2 tr : A. Donc t se réduit par /^-réduction à un
terme normalisable clos, d'où le résultat.

(ii) Soit t e | A y, avec t c^p tf
9 alors il existe un À-terme v tel que

t -^p v et tf —>ƒ? v. Or d'après le théorème II, il existe un À-terme u tel
que t —>f3 u et \-AT2 u \ A. On peut supposer que u est normal (car sinon
u ~^p w, w normal et 1-̂ 4̂ 2 tü : A). D'où v —^ u, et comme \~AT2 U : A,
alors d'après le théorème 2.1, u e| A |^. Mais | A |̂  est —^-saturée, il en
résulte que v E| A |^ et par suite t' G| A |^. ^

REMARQUES : Nous allons voir que les conditions qui définissent un type
S + sont toutes nécessaires pour avoir le théorème IL

(1) Considérons les types

A = VX{(Y0 -> VyXy) -> (FO -> XO)}

B = VX{Vor(X0 - . (Xa -* XO)) -> (XO - . Vx(Xx ^ XO))}

C = VX{(V^X^ -> XO) -> (XO -> XO)}

II est clair que ces types sont propres, satisfont la condition (*), mais ils ne
sont pas V+ (dans A et B on a un quantificateur du premier ordre derrière
une flèche, et dans C, le problème vient d'un quantificateur du premier
ordre positif).

VAT2 I — Axx : A, car sinon on aura, x : YO —> ^yXy \~AT2 % : ^ 0 —>
XO. Ce qui est impossible, d'après le théorème 1.8.

Pourtant I G| A \@ : Soit M un A^-modèle quelconque, il faut
montrer que / e| {YO -* "iyXy) -> {YO —> XO) |M,[A"*-S] P o u r t o u t

2 É P | AW Considérons donc un élément E dans P^ /L; si u G| (F0 —•
VyXy) \Mi[x+-=]> et ?; e| yo \M. Alors on a : (u)u G| VyXy |M,[A^B],
et comme {I)uv -^p {u)v, on voit que {I)uv E| "iyXy \M\X^'E\>

car | VyXy \M,[X+-Z]
 e s t u n e partie —^-saturée de A. Par conséquent

{I)uv e\ X(0) |M,[A'<-H]= S(Ojtf).
De même pour 5 , il est clair que \/AT2 / : S. De plus, si M est un

A^-modèle et H G P^ A v, alors en supposant que u G| Vrr(X0 —> (Xx —•>
^0)) IM,[X*-S]' U ^1 ^ 0 IM,[.Y^-H]»

 e t e n prenant un élément quelconque
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a de | M j , on voit que u G| (XO -» (Xa —> XO)) |M,[À"^E]>
 e t donc

(u> €] Xa -> XO |M,JX<-H]I
 d 'où ( i> i ; € | Xa -> XO |M,pC<-S]- P a r

conséquent / e | S JM •

On reprend la même démonstration pour C.

(2) Soit

cf = vx{(vrxo -> xo) -+ (xo -> xo)}

C1 satisfait la condition (*), et vérifie toutes les propriétés qui figurent dans la
définition d'un type V+, sauf le fait qu'il n'est pas propre. On peut démontrer
comme dans (1), que / Ej C" \p9 et VAT2 I *• G1.

(3) Reprenons l'exemple du type D = VX{VF(Y -> X) -> X} décrit
dans le paragraphe 3. J9 est un type propre qui satisfait la condition (*),
mais il n'est pas ni V+ ni Vj . Par une démonstration analogue à celle qui
est déjà faite, on voit que le A-terme t = \x(x)(6)6 e\ D \p, et t n'est
pas normalisable.

De même tf = Xx(x)y e\ D \p9 et il est normal et non clos.

Considérons enfin les types

E = VX{Vx(Xx -> XO) -> (VxXx -+ XO)}

F - VX{Vx(X0 ^ (Xa; -> XO)) -> (XO ^ (V^X^ ^ XO))}

ir = vxvy{Vî/{[v^(x(x,o) -> x(o,o))
^ (Vxx^^) - x(o,o))3 - , F} - y}

E &t F sont V+, mais ils ne satisfont pas la condition (*). En effet :

Pour E9 on a ; Vx{Xx ~> XO) < (Xx -* XO), et VxXx < Xx.

Et pour F , on a : V:r(X0 -> (Xx -> XO)) < XO -> (Xx -> XO), et
VxXx < Xx.

De la même manière, on démontre que I E\ E \@ (resp. / Gj F \p), et
que \/A3r2 I : £ (resp. l/^^2 / : F).

K n'est pas B + pour des raisons plus compliquées. En effet :
Vx(X(x,0) -> X(0,0)) < X{x,Q) -> X(0,0) et VxX{x,y){0fy] <
X(x,0).

On démontre facilement que \x{x)I e\ K \@ et \fAF2 \x{x)I : K. éf>

II est clair qu'un type du système T est B^ ssi il est V2" et propre. D'où
le résultat suivant:
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THÉORÈME 4.4 : Soient A un type V^, clos et propre du système T, et t

un X-terme, alors: t e | A \p ssi il existe un X-terme tf tel que t —>p t1 et

\-r Ü : A
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