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UNE APPROCHE INTENTIONNELLE DU CALCUL
DES IMPLICANTS PREMIERS ET ESSENTIELS
DES FONCTIONS BOOLEENNES (*)

par Olivier Counert (%) et Jean-Christophe MADRE (1)

Communiqué par J.-E. PIN

Résumé. — Toutes les techniques de calcul d'implicants premiers de fonctions booléennes qui ont
été developpées jusqu'a présent possédent une complexité directement liée au nombre d'implicants
premiers des fonctions. En pratique, ces techniques sont difficilement applicables & des fonctions
booléennes ayant plus de 20 000 implicants premiers. Nous proposons ici un algorithme fondamenta-
lement différent, qui calcule une représentation intentionnelle de l'ensemble des implicants premiers
et essentiels. Cette représentation, que nous appelons méta-produit, permet de résoudre toute une
gamme de problémes complexes avec une complexité polynomiale par rapport é la taille des méta-
produits. Comme il n’y a aucune relation entre la taille d'un méta-produit et le nombre d’implicants
premiers qu'il dénote, I'algorithme que nous présentons ici posséde la propriété remarquable d’avoir
une complexité qui ne dépend absolument pas du nombre d’implicants premiers de la fonction
traitée. Cette nouvelle approche est environ 1000 fois plus rapide que les techniques actuellement
utilisées, et permet de traiter des fonctions inabordables par les approches classiques, par exemple
des fonctions ayant plus de 10?° implicants premiers.

Abstract. — All prime implicant computation procedures developed in the past have computational
costs directly related to the number of prime implicants of the Boolean function under treatment.
This makes these technigues difficult to apply to functions that have more than about 20 000 prime
implicants. We propose here a new algorithm that has a completely different behavior. This
algorithm computes an implicit representation of the set of prime implicants. This implicit represen-
tation of sets of products, called the metaproduct representation, allows us to solve a wide variety
of problems involving sets of product with complexities that are polynomial with respect to the size
of the metaproducts. Since there is no relation between the size of a metaproduct and the number
of products of the set it represents, the prime implicant computation procedure presented in this
paper has a computational cost that is no longer related to the number of prime implicants of the
Boolean function under treatment. This new algorithm has been shown to be about 1000 times
faster than any other known procedure, and allows us to deal with Boolean functions that are out
of reach of other techniques, for instance functions that have more than 102° prime implicants.

(*) Regu le 14 décembre 1992.
(1) Centre de Recherche Bull, rue Jean Jaurés, 78340 Les Clayes-sous-bois, France.
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126 0. COUDERT, J.-C. MADRE

INTRODUCTION

Le probléme abordé ici, formalisé dans la Section 1.3, est le calcul des
implicants premiers et des implicants premiers essentiels des fonctions boo-
léennes. Ce probléme est fondamental dans de nombreuses applications
mathématiques et informatiques, par exemple la démonstration automatique,
la synthése et I'optimisation de circuits VLSI, ’étude de fiabilité et le diagnos-
tic de systémes.

Historique

En 1952, Quine note que le probléme de trouver une procédure de réduction
des formules propositionnelles en leurs plus simples formes équivalentes est
extrémement complexe, malgré la nature «simple» de la logique
propositionnelle [30]. Quine s’intéresse alors au cas ou les formules proposi-
tionnelles sont exprimées en forme normale disjonctive, aussi appellée somme
de produits. Il cherche, a partir d’une formule f exprimée en forme normale
disjonctive, a trouver une forme normale disjonctive la plus simple possible
et équivalente a4 la formule f originale. La notion clé qu’il introduit est celle
d’implicant premier, qu’il définit ainsi [32]:

«[A] prime implicant of a formula f [is] a fundamental formula that
logically implies f but ceases to when deprived of any one literal»

Un implicant premier d’une formule f est donc une conjonction de littéraux
qui implique f, mais qui cesse de I'impliquer dés qu’on lui retire un de ses
littéraux. Quine montre d’abord qu’une formule est équivalente a la somme
de tous ses implicants premiers, et que toute expression minimale d’une
formule en forme normale disjonctive est faite d’implicants premiers [30, 31].
Cependant, le nombre d’implicants premiers d’une formule est exponentiel
dans le pire cas. Par exemple, la formule (x, ® ... @ x,) & n variables posséde
2" implicants premiers. Quine démontre en 1959 que ce nombre peut méme
arbitrairement excéder le nombre d’interprétations pour lesquelles la formule
s’évalue a 1 [32]. Au pire, une formule propositionnelle de » variables peut
posséder jusqu’a Q(3"/n) implicants premiers.

Traditionnellement, et suivant en cela les travaux de Quine, les implicants
premiers ont été utilisés pour minimiser des formules propositionnelles en
vue de loptimisation ou de la synthése de circuits digitaux
[24, 31, 4, 19, 20, 35, 5, 18, 39]. Ces travaux ont conduit a définir la notion
d’implicant premier essentiel, aussi appelé implicant essentiel, c’est-a-dire un
implicant premier qui apparait obligatoirement dans toute somme de produits
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CALCUL DES IMPLICANTS PREMIERS 127

minimale d’une formule, parce qu’il est le seul implicant premier a couvrir
une des interprétations valuant la formule a 1.

Le calcul des implicants premiers est également au cceur des techniques
d’analyse des arbres de défaillance, techniques introduites au début des années
soixante pour ’étude de la fiabilité de systémes complexes, tels que ceux
congus en avionique, dans le nucléaire, la chimie et la médecine. Un arbre
de défaillance modélise logiquement les conditions de disfonctionnement du
systéme considéré en fonction d’événements ¢lémentaires [17]. L’arbre de
défaillance décrit donc une fonction booléenne, et le calcul de ses implicants
premiers, appelés dans cette communauté coupures minimales, permet 1’évalua-
tion de la fiabilit¢ du systéme sous deux aspects [29, 44]. D’abord, ’analyse
de la distribution des implicants premiers de P’arbre de défaillance permet
d’évaluer qualitativement la fiabilité du systéme [44]. Ensuite, une étude
quantitative de fiabilité est faite en calculant la probabilité de disfonctionne-
ment du systéme a partir des probabilités d’occurrence des événements élé-
mentaires. Il est aussi souhaitable de pouvoir calculer la contribution de la
probabilité de certains ensembles d’implicants premiers a la probabilité glo-
bale de disfonctionnement du systéme [44].

Plus récemment, on s’est apergu que le calcul des implicants premiers avait
de plus larges applications, en particulier en intelligence artificielle et en
démonstration automatique. L’utilisation des implicants premiers pour la
preuve automatique de théorémes est introduite en 1970 par J. R.
Slage [40, 41]. Puis R. Reiter et J. de Kleer soulignent en 1987 leur impor-
tance dans les systémes de maintien du raisonnement [34, 21, 26]. Ils appa-
raissent aussi comme une étape fondamentale dans les systémes de diagnostic
pour le traitement des fautes multiples [33, 22].

Etat de Dart

Depuis 'introduction du concept d’implicant premier, de nombreux travaux
ont ét¢é menés pour développer des procédures efficaces d’obtention des
implicants premiers d’une formule propositionnelle. On peut y distinguer: la
méthode du consensus [2], qui découle d’une restriction du principe de résolu-
tion [15, 36]; la technique des tables de Karnaugh [4], bien connue des
concepteurs de circuits ; la méthode de Quine-McCluskey [24, 31, 4], ou tous
les implicants premiers d’une formule sont calculés pour en dériver une
somme minimale; la technique de résolution sémantique [41] introduite par
J. R. Slage; la méthode de Tison [43], postérieurement prouvée correcte
dans [23]. Les techniques de calcul des implicants premiers essentiels utilisent
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128 0. COUDERT, 1.-C. MADRE

celles des implicants premiers. Elles sont encore plus complexes, et optimisées
selon une classification des formules propositionnelles [37].

Malgré les efforts mis sur le calcul des implicants premiers, les algorithmes
existant dérivent peu ou prou de l'algorithme original de Quine, et les
améliorations, généralement du second ordre, sont obtenues au prix d’optimi-
sations complexes et d’heuristiques adaptées a des applications particuliéres.
De plus, tous ces algorithmes consistent a calculer les implicants premiers un
par un, ce qui fait que la complexité de ces algorithmes est directement liée
au nombre d’implicants premiers de la formule propositionnelle considérée.
En pratique, les techniques actuelles sont limitées au traitement de fonctions
ayant environ 20000 implicants premiers.

Notre approche

Nous proposons ici un algorithme de calcul en intention de ’ensemble des
implicants premiers et de 'ensemble des implicants premiers essentiels d’une
fonction booléenne. Cet algorithme posséde la propriété remarquable d’avoir
une complexité qui ne dépend absolument pas du nombre d’implicants premiers
de la fonction traitée. Cette nouvelle approche, testée sur des cas réels, est
environ 1000 fois plus rapide que les techniques actuellement utilisées, et
permet de traiter des fonctions ayant plus de 102° implicants premiers.

1. DEFINITION FORMELLE DU PROBLEME

Nous présentons ici la logique propositionnelle quantifiée, qui nous servira
pour définir les problémes traités et pour exprimer les solutions de ces
problémes. Puis nous explicitons la relation existant entre formules proposi-
tionnelles et fonctions booléennes. Enfin nous définissons formellement les
notions d’implicant premier et d’implicant premier essentiel d’une fonction
booléenne. -

1.1. Formules propositionnelles quantifiées

On considére un ensemble V,={x,, ..., x,} de variables propositionnel-
les, et I’ensemble F, des formules propositionnelles quantifiées construites a
partir de ¥, et des symboles logiques classiques {—1, v, 3}:

{ Formule ) ::=0|1|{ Variable )

::==—1{ Formule )
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CALCUL DES IMPLICANTS PREMIERS 129

i =({ Formule) v { Formule )
:=3( Variable ) { Formule)

(Variable ) ::=x, | x,|. . .| x,

Pour alléger I’écriture, on omettra les parenthéses lorsque celd ne crée pas
d’ambiguité : on supposera pour cela que la négation «—1 » posséde la précé-
dence la plus forte, suivie de la disjonction « v », puis de la quantification
existentielle «3». On introduit les symboles { A, =, <, @, V }, qui se réécri-
vent en fonction de ceux introduits précédemment par les régles suivantes,
ou fet g sont des formules propositionnelles quantifiées et x une variable:

Vxf)-—G3Bxf)
(frg- (0 fvg)
(f=9->Cfvy
(f=g) (=2 A=)
(J@g -1 (f<g

On suppose connue du lecteur la notion d’occurrence. L’occurrence d’une
variable x dans une formule f est dite /ibre si et seulement si cette occurrence
n’apparait pas dans le champ d’un quantificateur portant sur x. L’occurrence
non libre d’une variable est dite /liée. Par exemple, dans la formule
(Vy(x Ay A z)=(Ax(x<Y))), z est libre, les occurrences de y sont liées, et
x posséde une occurrence libre (la premiére) et une occurrence liee (la
seconde). On notera f[x « g] la formule obtenue en substituant toute occur-
rence libre de la variable x dans la formle f par la formule g.

1.2. Fonctions booléennes

Une interprétation i est une fonction de ¥, dans {0, 1}. Une interprétation
s’étend en une fonction i, de F, dans {O, 1} par les égalités suivantes:

i, (=1
i, (0)=0
i, () =1(xp) ssi x eV,
i, =1 ssi i, (f)=0
L(fve=1 ssi i, (f)=1 ou i,(@=1
i,@xNH=1 ssi I, (flx<0)=1 ou i, (flx<1])=1
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130 0. COUDERT, J.-C. MADRE

On confondra par la suite la fonction i et son extension i,. Une formule
propositionnelle f représente une unique fonction booléenne ff de {0, 1}"
dans {0, 1}, définie par

ff(vl’ MR vn)=iv(f)’

ou linterprétation i, est telle que i,(x,)=v,. De par cette correspondance
non ambiglie entre les formules propositionnelles de F, et les fonctions
booléennes de ({0, 1}"— {0, 1}), on confondra une formule avec la fonction
qu’elle représente. Une formule désignant la fonction constante 1 sera appelée
une tautologie. Deux formules désignant la méme fonction seront dites équi-
valentes. Dans la suite, I’égalité sur les formules sera considérée modulo la
relation d’équivalence.

1.3. Produit, implicant premier et essentiel

Un littéral est une variable propositionnelle x, ou sa négation, qu’on notera
aussi x,. L’ensemble P, des produits construits a partir de I’ensemble des
variables propositionnelles ¥, est I'ensemble {x,, x;, €} % - - x{x,, X,, €},
ou ¢ est la chaine vide. Un produit est un élément de P,, et sera interprété
comme la conjonction logique des littéraux le composant. Par exemple, le
produit x, x, x, sera interprété comme la formule (x; A —1x, A x,). Un
produit p contient un produit p’, ce qu’on notera (p’ S p), si et seulement si
la formule (p’ = p) est une tautologie, La relation « £ » est un ordre partiel
sur P,.

Un produit p est un implicant d’une fonction f'si et seulement si la formule
(p=>f) est une tautologie. Un produit p est un implicant premier de f si et
seulement si p est un implicant de f, et il n’existe pas d’autre implicant de f
qui contienne p. Autrement dit, un produit p est un implicant premier de f si
et seulement si p est un élément maximal de I’ensemble des implicants de f
vis-a-vis de lordre partiel « < ». Un produit p est un implicant premier
essentiel de f si et seulement si p est un implicant premier de f, et la fonction
obtenue en sommant tous les autres implicants premiers de f est différente
de 1.

2. GRAPHES DE DECISION BINAIRES
Le calcul des implicants premiers que nous présenterons plus loin est basé
sur la manipulation de fonctions booléennes. Il nous faut donc un outil de

manipulation formelle des formules propositionnelles suffisamment puissant
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CALCUL DES IMPLICANTS PREMIERS 131

pour mener ces calculs a bien. Nous utiliserons les graphes de décision
binaires (BDDs), introduits en 1986 par R. E. Bryant [7].

2.1. Arbre de Shannon et BDD

L’expansion de Shannon d’une formule f par rapport a la variable proposi-
tionnelle x, est le couple de formules (f[x, < 0], f[x, < 1]) [1]. L’expansion
de Shannon posseéde la propriété suivante :

= x A ST« 0D v G A flx < 1])

De plus 'expansion de Shannon est 'unique solution (modulo I’équivalence)
de cette décomposition de f. On notera A (x,, L, H) la fonction
x, A L)V (x, A H).

L’itération de la décomposition de Shannon d’une formule f sur les varia-
bles x;, ..., x, produit un arbre unique modulo 'ordre dans lequel les
variables sont choisies pour la décomposition. Cet arbre, appelé I'arbre de
Shannon de f, posseéde 2" — 1 nceuds internes, et ses feuilles sont les constantes
0 et 1. La figure 1 montre l’arbre de Shannon de la formule
(x; A (X3 @ x4)) Vv (x5 A (x3<>x,)) de F,. L’évaluation de cette formule pour
une interprétation de ses variables peut étre faite en suivant le chemin, du
sommet de 'arbre a une feuille, défini par cette interprétation. A chaque
nceud, le chemin suit la branche gauche si la variable qui est associée au
nceud est valuée a 0, et la branche droite si la variable est valuée a 1. Le
chemin défini par linterprétation x, =0, x,=1, x;=1, x,=0 est donné en
pointille Figure 1.

KK A A A

Arbre de Shannon BDD

Figure 1. — Arbre de Shannon et BDD de la formule (x; A (x3 @ x,)) v (x; A (x3<>x,)).
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132 0. COUDERT, J.-C. MADRE

Le graphe de décision binaire (BDD pour Binary Decision Diagram) d’une
formule f est une représentation compactée de son arbre de Shannon [7]. Le
BDD est obtenu en utilisant deux régles de compaction. La premiére régle
consiste a éliminer tout nceud ayant deux sous-arbres isomorphes en dérivant
I’arc aboutissant a ce nceud vers 'un des sous-arbres, car un tel nceud
n’apporte aucune information lors de I’évaluation de la formule. Ainsi les
nceuds de la Figure 1 marqués par un « *» sont inutiles. La seconde regle
consiste a identifier tous les sous-arbres isomorphes, ce qui transforme ’arbre
en un graphe acyclique orienté, appelé le BDD de la formule /. Le BDD de
la formule (x; A (X3 ® x4)) v (x; A (x3<>x,)) est donné Figure 1. Ces deux
régles de compaction font que, dans de nombreux cas, la taille (i. e., le nombre
de nceceuds) du BDD est considérablement inférieure 4 celle de I’arbre de
Shannon qu’il représente.

2.2. Le probléme de ’ordonnancement des variables

Les BDDs sont une représentation canonique modulo ’ordre des variables,
et extrémement compacte. Cependant, la structure et la taille d'un BDD
dépendent étroitement de ’ordre choisi sur les variables lors de la décomposi-
tion. Il existe des formules admettant un BDD de taille polynomiale pour un
certain ordre, et un BDD de taille exponentielle pour un autre ordre. Par
exemple [11], la formule ((x; < x,,) A (X, <= X5, 1) A ... A (X, <X, 1)), Qui
posséde 2m variables, a un BDD de taille 3m avec lordre
X1 <Xpp<Xy<Xpp-1<...<X,_;<X, ¢t un BDD de taille 3(2"—1) avec
Pordre x; <x,<...<x,, De plus, il existe des fonctions qui n’admettent
pas de BDD de taille polynomiale quel que soit I'ordre de décomposition
considéré [8].

Caculer un ordonnancement optimal des variables pour une formule f
donnée, c’est-a-dire un ordonnancement pour lequel le BDD de f est de taille
minimale, est un probléme NP-difficile. Le meilleur algorithme connu qui
calcule un ordre optimal [16] a une complexité en O (n%3"), ce qui interdit
son utilisation pour n>10. C’est pourquoi de nombreux travaux [27, 28, 29]
ont porté sur le développement d’heuristiques exploitant la structure de la
formule pour produire un bon ordonnancement des variables, c’est-a-dire un
ordonnancement pour lequel le BDD a une taille raisonnable, s’il en existe
un.
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2.3. Manipulations des BDDs

Les opérateurs booléens classiques { v, A, =, <, @ } peuvent étre direc-
tement évalués avec une complexité quadratique sur les BDDs construits avec
le méme ordonnancement [7]. La négation dun BDD se calcule
linéairement [7], ou méme en O (1) avec les graphes de décision typés (TDG
pour Typed Decision Graphs), [3, 25], qui sont une amélioration des BDDs.
Tous ces algorithmes évaluant une connection logique sont décrits par les
mémes régles récursives, seules les récursions terminales étant différentes.

Cette remarquable uniformité des algorithmes de combinaison, tant pour
leur définition que pour leur comportement, s’explique par la structure de
graphe acyclique orienté des BDDs. Cette structure nous permet de définir
des algorithmes extrémement efficaces pour répondre & certains problémes
non triviaux, ce qui n’est pas toujours le cas avec d’autres représentations.
Par exemple, compter le nombre d’interprétations valuant une fonction fa 1,
ce qui correspond aussi a compter le nombre d’éléments de ’ensemble désigné
par f, s’effectue avec une complexité linéaire par rapport a la taille du BDD
de f, alors que ce méme probléme est NP-complet sur la forme normale
disjonctive et sur la forme de Reed-Muller [11].

L’uniformité des algorithmes de manipulation ne se retrouve pas chez
les autres représentations connues des fonctions booléennes. De plus, les
algorithmes de combinaison pour ces représentations ont des complexités trés
souvent supérieures a celles offertes par les algorithmes travaillant sur les
BDDs, voire exponentielles [11]. Le tableau 1 compare différentes manipula-
tions sur les formes normales disjonctives (FND), la forme de Reed-Muller,
et les BDDs [11]. Dans cette table, | f | représente la taille de la représentation
de la formule f, c’est-a-dire le nombre d’occurrences de littéraux pour la
forme normale disjonctive et la forme de Reed-Muller, et le nombre de nceuds
pour les BDDs. Les lignes « 1 f» & «(Vxf)» correspondent au calcul de la
représentation de I’expression donnée en supposant que les formules f et g
sont déja normalisées. Par exemple, la complexité donnée par la ligne
«(f=>g)» et la colonne «FND» est celle du calcul de la forme normale
disjonctive de la formule (f=>g) a partir des formes normales disjonctives
de f etg. Les lignes (3xf) et (Vxf) correspondent a I’élimination d’un
nombre a priori quelconque de variables quantifiées existentiellement ou
universellement. La ligne «taille max.» donne la taille maximum de la
représentation d’une formule & n variables. La ligne « répartition» donne la
taille majoritaire des représentations des 22" fonctions a » variables. Ainsi,
« >2"np.p.» signifie «de taille supérieure a 2"/n presque partout ».
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TABLEAU 1

Comparaison des sommes de produits, forme de Reed-Muller, et TDG.

Opération FND Reed-Muller TDG
Satisfiabilité o) o) o)
Tautologie CoNP-complet o) o)
af O(/IFT1*Y oM 0 (1)
=9 O(JTTHTgl" sy o(|f|x|g|xlog (/x| O (f]x|g ]
(=g O(/TTHTel ey o /| +|g) log (£1+]gD) | 0 f|x|egh
(@2 O( 7Tl 11s1+ty Lo f]+|g) log( /1 +|gD) | 0(s]*]g)
frg) o(sIx|gh O(f|x|glxlog( fIx|gh | 0 f]x|g)
(fve o(rs|+legh o(s|x|g|xlog( f|x]gD) { 0(f|*|g)
Bx f) o(sDh 0( f|*xlog|f] olrP
@x/ o(sh o(s|*x2"h oY
Vx /) o(r» O(f? xlog| f] o4s”
(V;j) o(zlfl) 0(|f|><2”') o(lefl)
taille max. n2" n2n? 0(2_">
n
répartition > 2 p.p. > . p.p. >zp.p.
log, n log, n n

Malgré le probléme posé par I’ordonnancement des variables, les BDDs
sont actuellement la représentation la plus intéressante des fonctions booléen-
nes. En régle générale, c’est une représentation beaucoup plus dense [11] que
les autres représentations des fonctions booléennes, par exemple la forme
normale disjonctive, la forme de Reed-Muller [42, 6] (encore appelée somme
exclusive de produits), ou la forme canonique de Blake [6].

Il n’y a aucune relation entre la taille d’'un BDD et le nombre d’interpréta-
tions le valuant a 1, ce qui signifie que de trés grands sous-ensembles de
{0, 1}" peuvent étre représentés par de petits BDDs (ceux-ci représentant
leurs fonctions caractéristiques). Par exemple, ensemble {0, 1}", qui contient
2" éléments, est représenté par le BDD «1», qui est de taille nulle. Cest
pourquoi des opérations extrémement complexes, exprimées en formules boo-
léennes quantifiées, peuvent Etre effectuées sur des ensembles représentés par
les BDDs de leurs fonctions caractéristiques, avec une complexité indépendante
du nombre d’éléments des ensembles manipulés.
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3. CALCUL SYMBOLIQUE DES IMPLICANTS PREMIERS ET ESSENTIELS

Nous présentons maintenant le nouveau procédé de calcul des implicants
premiers et essentiels.

3.1. Ensembles et fonctions caractéristiques

Toute fonction booléenne f de {0, 1}" dans {0, 1} représente un sous-
ensemble unique de {0, 1}", noté S, et défini par

Sp={xe{0, 1}"| f(x)=1}.

Réciproquement tout sous-ensemble S de {0, 1}" peut étre représenté par
une unique fonction booléenne de {0, 1}" dans {0, 1}, notée x5, et définie
par

xs(x)=1 ssi xeS.

La fonction yxg associée a S est la fonction caractéristique de S. Travailler
sur les fonctions caractéristiques au lieu des ensembles permet de plonger les
manipulations ensemblistes dans le monde des manipulations formelles sur
les formules propositionnelles. Ainsi la fonction caractéristique de ["union de
deux ensembles est la disjonction de leurs fonctions caractéristiques, celle de
leur intersection est la conjonction de leurs fonctions caractéristiques, etc. Si
les fonctions caractéristiques sont représentées par leurs BDDs, alors la
complexité des opérations ensemblistes n’est plus liée aux nombres d’éléments
des ensembles sur lesquels on souhaite travailler, mais uniquement aux tailles
des BDDs qui représentent ces ensembles. Ce principe simple, que nous avons
introduit avec succeés dans le domaine de la vérification formelle de systémes
séquentiels [10, 11], constitue ’'une des bases de notre approche.

3.2. Métaproduit

L’idée premicre est de plonger de maniére injective ’ensemble des produits
dans un espace booléen, ce qui nous permettra d’exprimer des manipulations
complexes sur les produits en utilisant la logique propositionnelle quantifiée.
Il y a 3" produits construits sur n variables propositionnelles. Un espace
booléen de dimension [nlog, (3)] est donc suffisant pour représenter I’ensem-
ble des produits de P,. Mais si cette dimension est suffisante sur le plan
théorique, elle n’est pas la plus intéressante pour I’expression des calculs qui
doivent étre effectués sur les produits. En effet, on souhaite disposer d’opéra-
tions ensemblistes sur les ensembles de produits qui puissent étre évaluées a
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faible colit sur leur plongement dans I’espace booléen. Nous proposons ici
de plonger injectivement P, dans I’espace {0, 1}"x {0, 1}" de dimension 2,
et nous montrerons dans la suite les avantages de notre représentation. Nous
définissons d’abord la fonction ¢ comme suit.

DEFINITION 1 : La fonction o est une surjection de {0, 1}"x {0, 1}" dans
P, définie par:

c(oy...0),[s1...8.0)=1...1,

avec
L=x, ssi o0,=1 et se=1,
L=x, ssi o0,=1 et 5,=0,
L=¢ ssi 0,=0.

Par exemple, pour n=4, 5 [1101], [1001]) = x, x, x,. Dans la suite, le vecteur
de n variables [o,...0,] (respectivement [s,...s,]) sera noté o
(respectivement s). De méme, un vecteur de » variables [x, . . . x,] sera noté x.

Nous introduisons maintenant la notion de métaproduit d’un sous-ensemble
de P,, et donnons le théoréeme fondamental suivant [12].

DerFiNITION 2 : Le métaproduit de ['ensemble de produits P inclus dans
P, est la fonction caractéristique de l'ensemble c~*(P), i.e., de l'ensemble
{(0, 5)e{0, 1}"x {0, 1}"|0(0, s)eP}.

THEOREME 1 : Les métaproduits sont une représentation canonique des parties
de P,.

Preuve: Comme la fonction o:{0, 1}"x{0, 1}"— P, est surjective, sa
fonction réciproque ¢~ 1 :2Fn - 2(0. 1} X80, 11"y o g fonction qui associe d
toute partie de P, son métaproduit, est injective. [

Par exemple, le métaproduit du sous-ensemble { x, x,, X; X3 X4, X3 X5 X3 X, }
de P, est la fonction caractéristique de I'ensemble { (0101, 0100), (0101, 0110),
(0101, 1100), (0101, 1110), (1011, 1011), (1011, 1111), (1111, 0101) }. Ceci est
illustré par la Figure 2. Disposant des métaproduits, qui plongent injective-
ment 2P+ dans 209 177*(0- 13" "nous allons pouvoir traduire les manipulations
d’ensembles de produits dans le monde de la logique propositionnelle quanti-
fiée.
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(0%, X XX X XXX} o T,
1 P - S
- o s2 ©2 2
© N, N VAN
AN AN N
o, O o %3 o S3
{a11,0101)} /\ "/\Br——f’/)
0 S,
{(1011,1011), (101,111 1)¥ /N £
{(0101,0100), (0101,0110), I,
(0101,1100), (0101,1110)} N

Figure 2. — D’un ensemble de produits 4 son métaproduit.

3.3. Propriétés des métaproduits

Comme l’ensemble des o~ !(p) pour peP, est une partition de
{0, 1}"x{0,1}", et du fait des propriétés des fonctions caractéristiques et
de la définition des métaproduits, on obtient immédiatement les propriétés
suivantes. Pour tous métaproduits 2 et #', la fonction (2 v £') est le
métaproduit de l'union des ensembles de produits P et P’ respectivement
représentés par 2 et 2’; la fonction (2 A 2') est le métaproduit de Pintersec-
tion de ces ensembles de produits; ’ensemble P est inclus dans P’ si et
seulement si la formule (2 = 2’} est une tautologie ; (— £) est le métaproduit
de ’ensemble de produits (P,\P). De plus, le théoréme suivant permet de
lier un métaproduit et la fonction obtenue en sommant tous les produits de
I’ensemble représenté par ce métaproduit.

THEOREME 2 : Soit P le métaproduit d’'une partie P de P,, et f la somme des
produits de P. On a l'égalité

f=As.302(o, 5))
Preuve : Par définition, on a:

f(x)=@peP,xep)

=(303s o(o, s)eP A xeo (o, 5))
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De part la définition de o, on déduit que (xe o (o, 5)) <> (o (0, )= (0, X))
est une tautologie, et donc la derniere égalité s’écrit aussi:

f(x)=3o03s o(o, s)eP A (c(o, 5)=0c (0, x))
=30 o(o, x)eP)
=@o 2(0,x)) O

3.4. BDDs et métaproduits

Un métaproduit est une fonction booléenne, qui peut donc se représenter
par un BDD. L’ordonnancement des 2n variables {0y, ..., 0, 81, ..., 5,}
est alors primordial. Nous choisissons 1’ordonnancement suivant :

r ’
0p (1) <Oy (1,<s,,(1)<s,,(1)<x,,(1)<

’ ’
on (n) < on n) < Sn (n) < S,‘ (n) < xn (n)

ou m est une permutation des entiers {1, R n}. Cet ordonnancement est
adapté pour construire les BDDs des métaproduits. La figure 3 montre la
forme générale de deux BDDs d’un méme métaproduit, le BDD du bas ¢tant
obtenu avec le méme ordonnancement des variables que celui utilisé pour le
BDD du haut, a P'exception de I’échange des variables s, et o,. Cet échange
permet de faire disparaitre m neeuds du BDD, ce qui illustre le fait qu’un
bon ordonnancement des variables doit satisfaire o, <s,.

De plus, cet ordonnancement fait que des opérations aussi diverses et utiles
que compter le nombre de produits représentés par le BDD d’un métaproduit,
construire le BDD du métaproduit représentant les produits d’un autre
métaproduit qui satisfont une certaine propriété (taille du produit, occurrence
ou absence d’un littéral, et plus généralement une propriété logique exprimée
par un troisieme BDD), peuvent étre implantées avec une complexité polyno-
miale par rapport a la taille des BDDs des métaproduits. Par exemple, pour
I’étude qualitative de fiabilité a partir d’un arbre de défaillance [44], il est
intéressant de pouvoir calculer la distribution des implicants premiers par
rapport & leur taille, ou de sélectionner les implicants premiers qui possédent
une certaine taille, ou qui (ne) contiennent (pas) certains littéraux. Avec
I'ordonnancement des variables donné plus haut, toutes ces opérations peu-
vent étre faites avec une complexité linéaire par rapport & la taille du BDD
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5,
/\
B C Bm Cm

Figure 3. — Conséquence de I’échange des variables o, et s, dans un métaproduit.

du métaproduit de I’ensemble des implicants premiers, donc indépendamment
du nombre d’implicants premiers.

4. CALCUL DU BDD DES METAPRODUITS

Une premiére approche pour calculer le BDD du métaproduit des impli-
cants premiers d’une fonction booléenne consiste a définir celui-ci en logique
propositionnelle quantifiée, puis a directement réduire cette formule en utiki-
sant le calcul sur les BDDs [12]. Cette approche a le mérite d’étre immédiate-
ment compréhensible, mais elle n’est pas la plus efficace en terme de colt de
calcul. Par exemple, le calcul des implicants premiers basé sur cette
approche [12] requiert 'introduction de 4 variables, puis des substitutions
et des éliminations de variables quantifiées, opérations toutes les deux non
polynomiales sur les BDDs.

4.1. Calcul des implicants premiers

Plutot que d’utiliser la méthode décrite dans [12] qui réécrit des formules
quantifiées, nous utilisons les propriétés des implicants premiers et
essentiels [5] afin d’obtenir des équations récursives qui permettront d’obtenir
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directement le métaproduit des implicants premiers essentiels sans substitution
ou élimination de variables.

THEOREME 3 : L'ensemble Prime (f) des implicants premiers de la fonction
booléenne f définie de {0, 1}" dans {0, 1} est récursivement décrit par :

Prime(0)=

Prime(1)={¢}

Prime ()= Prime (f3, A f,) U
{ X } % (Prime (fg)\Prime (f5, A fo)) U
{ x; } % (Prime (f, )\ Prime (f5, A [,,))

11 suffit alors de remplacer les ensembles de produits par leur métaproduit,
de remplacer les opérations ensemblistes par leurs correspondantes sur les
métaproduits, ce qui produit un algorithme récursif qui construit directement
le BDD du métaproduit des implicants premiers d’une fonction booléenne a
partir de son BDD. Le schéma récursif de ce calcul est illustré Figure 4. Les

f=X Prime(f) = 2

AN TN,

L H Prime(L A H) k
N

Prime(L) A —Prime(L. A H) Prime(H) A —Prime(L A H)

Figure 4. — Evaluation de Prime.

équations correspondantes s’écrivent :

n
o,.>
J=1

Prime (f, k)= A (o, Prime (f;, A fy,, k+1)
A (s, Prime(f5, k+1) A 71 Prime (f, A fy,, k+1),
Prime (fy,, k+1) A 71 Prime(f5 A fy,, k+1)))

Prime (0, k)=0

Prime (1, k)=" (
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1l suffit d’évaluer Prime(f, 1) sur le BDD de la fonction f définie sur
les variables {x,, ..., x,} pour obtenir le métaproduit de ses implicants
premiers.

4.2. Calcul des implicants premiers essentiels

De la méme fagon que précédemment, le calcul du métaproduit des impli-
cants premiers essentiels peut s’effectuer de deux maniéres. La premiére
consiste 4 définir celui-ci par une formule propositionnelle quantifiée, et a la
réduire en utilisant les BDDs [12]. Pour les mémes raisons que celles citées
plus haut, cette approche souffre du fait qu’on doit utiliser 4 # variables et
appliquer des substitutions et éliminations de variables qui rendent la réduc-
tion trés couteuse. On cherche alors a obtenir des équations récursives qui
permettront de construire le BDD du métaproduit des implicants premiers
essentiels sans faire appel 4 aucune substitution ni élimination. Nous introdui-
sons les notations suivantes :

IntPro(P, S)={peP|pNS#J}
Deg(P,0)={xecE|VpeP, x¢p}
Deg(P, k+1)={xeE|3peP, xep A xeDeg(P\{p}, k) }

L’ensemble IntPro (P, S) réunit les produits de P qui contiennent au moins
un point de S. L’ensemble Deg (P, k) est celui des points de {0, 1}" qui sont
contenus par exactement k produits de P. Par définition, on a
Ess(f)=IntPro(Prime (f), Deg (Prime(f), 1)). 1l nous reste donc & exprimer
les opérations IntPro et Deg avec des équations récursives. Les deux théorémes
suivant explicitent ces équations.

THEOREME 4 : Soit P un ensemble de produits, et f une fonction booléenne. Les
équations suivantes sont suffisantes [14] pour calculer I’ensemble IntPro (P, [):

IntPro(P, 0)=

IntPro(P, 1)=P

IntPro(P, f)=IntPro(P,, f7, Vv 1)U
{ X} x Int Pro(Pg, f3)\U
{x } X IntPro (P, f.,)
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THEOREME 5 : Soit P un ensemble de produits. Les équations suivantes sont
suffisantes pour calculer Deg (P, 0) et Deg (P, 1):

Deg (7, 0)=1
Deg (&5, 1)=0
Deg({e}, 0)=0
Deg({e}, D=1
Deg (P, 0)=A(x,,
Deg (P, 0) n Deg(Pg, 0),
Deg (P, 0) A Deg(P,,, 0))
Deg (P, 1)=A(x,,
(Deg (P,,, 1) A Deg(Pz, 0)) v (Deg(P,,, 0) A Deg(Pg, 1)),
(Deg (P, 1) A Deg(P,,, 0)) v (Deg(P,,, 0) A Deg(P,,, 1))).

La figure S illustre les régles récursives qui permettent de construire le
métaproduit de IntPro(2, f) a partir du métaproduit 2 et du BDD /. La

figure 6 illustre les régles récursives qui permettent de construire le BDD de
Deg (2, 1) a partir du métaproduit 2.

AT ey
/\ A

B C IntPro(B,L)  IntPro(C, H)

Figure 5. — Evaluation de /ntPro.

_Deg(P,0)= X«
\ RN

A /sk\ Deg(A, 0) A Deg(B,0) Deg(A, 0) A Deg(C, 0)

Deg(P, 1) = X«
/N

Deg(A, 1) A Deg(B,0) v Deg(A, 1) A'Deg(C,0) v
Deg(A, 0) A Deg(B, 1) Deg(A, 0) A Deg(C, 1)

Figure 6. — Evaluation de Deg.
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5. EXTENSIONS DE NOTRE APPROCHE

La notion d’implicant premier et d’implicant premier essentiel peut étre
étendue [5, 38, 39] 4 d’autres fonctions discrétes que les fonctions booléennes :
aux fonctions booléennes partielles, c’est-a-dire non partout définies; aux
fonctions booléennes vectorielles partielles, c’est-a-dire aux fonctions de
{0, 1}" dans {0, 1, L}"; aux fonctions booléennes multivaluées partielles,
c’est-a-dire aux fonctions de D, x...xD, dans {0, 1, L}, ou chaque
domaine D, est fini. L’extention aux fonctions booléennes partielles ne pose
pas de probléme majeur. Par contre, le calcul des implicants premiers des
fonctions booléennes vectorielles ou multivaluées est considérablement plus
complexe. Nous avons défini des procédures de calculs en intention des
implicants premiers et essentiels sur ces types de fonctions discrétes [14], en
utilisant les concepts introduits Section 3.

Nous avons élaboré les algorithmes présentés Section 3 au mois
d’octobre 1991, et ils ont été présentés pour la premiére fois dans [12]. Depuis,
nous avons introduit de nouveaux algorithmes de calcul symbolique des
implicants premiers et essentiels [13, 14], plus puissants que ceux que nous
avons décrits ici. Ces nouveaux algorithmes s’écartent complétement de la
logique propositionnelle pour rentrer dans le cadre d™un calcul formel unifié
sur les métaproduits. Cette approche est plus complexe, mais 'idée de base
reste la méme: disposer d’une représentation fonctionnelle booléenne des
ensembles de produits qui peut &tre greffée sur une structure de donnée
efficace, en I'occurrence encore plus compacte que les métaproduits. Nous
avons choisi de ne présenter que le tout premier algorithme, car il demande
beaucoup moins de place pour étre expos¢, et est beaucoup plus intuitif que
notre toute derniére approche.

6. RESULTATS EXPERIMENTAUX

Le Tableau 2 compare les temps de calcul obtenus pour calculer les
implicants premiers d’arbres de défaillance par une technique «classique»,
avec ceux obtenus par I'outil prototype MeTAPRIME développé chez Bull, qui
utilise la méthode de calcul des implicants premiers décrite dans cet article.
Ces arbres de défaillance sont des cas réels industriels et proviennent du
domaine de 'avionique (exemple b4 & bred) et du nucléaire (exemples ex 1 a
edf 2). La colonne #var donne le nombre d’événements élémentaires (i.e. le
nombre n de variables propositionnelles) de Parbre de défaillance, et la
colonne # premier donne son nombre d’implicants premiers. La colonne
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TABLEAU 2

Comparaison des temps de calcul des implicants premiers d’arbres de défaillance.

Nom #var # premier Teassique (5) Tye (5)
b4 8 4 3 0.1
b560 32 560 1 0.2
52500 50 2376 7 0.8
55000 110 5256 2640 23
59000 50 9216 33 0.6
526000 276 25988 84383 7.6
58060 103 8060 10577 38
bind 109 82000000000 — 0.8
514200 122 14217 2470 0.4
516700 53 16707 130 0.3
516200 51 16200 147 0.3
517300 51 17280 74 0.3
519500 121 19518 43279 0.6
512100 170 12143 8702 15.7
bred 49 27778 — 038
exl 60 46188 ? 39
ex2 32 5630 ? 1.8
ex3 92 24386 ? 52
edf1 291 579720 - 3.2
edf2 382 20807446 — 369.0

T 1assique dOnne le temps de calcul obtenu avec un outil prototype développé
par Dassault-Aviation utilisant une technique classique, et la colonne Typ
donne le temps de calcul obtenu avec METAPRIME. Ces temps de calcul sont
mesurés en secondes sur une machine SUN Sparc2, et comprennent aussi le
calcul de la distribution des implicants premiers en fonction de leur taille.
Un « — » indique que le calcul n’a pu étre mené a son terme. Un «?» indique
qu’a notre connaissance, il n’existe pas d’outil classique pouvant effectuer le
traitement complet aprés plusieurs heures de calcul. Le gain de performance
que ’on obtient sur ces exemples est de Pordre de 1000. De plus, les exemples
qui ne peuvent €tre abordés par aucune technique classique a cause du trop
grand nombre d’implicants premiers sont traités en quelques secondes avec
notre technique.

Le tableau 3 présente la résolution, grace a notre technique, de 25 problé-
mes ouverts. Les 20 exemples ex 1010 a x parc proviennent d’un ensemble de
145 descriptions de circuit qui constituent le MCNC benchmark [45]. Les 5
exemples mul X décrivent des multiplicateurs sur deux nombres entiers codés
sur X bits, et les exemples cbp X des additionneurs sur deux nombres entiers
codés sur X bits. Chacune des descriptions spécifie une fonction booléenne
vectorielles de {0, 1}" dans {0, 1}™, ou n et m sont respectivement donnés
par #in (le nombre d’entrées du circuit) et #out (le nombre de sorties du
circuit). Un «oui» dans la colonne undef indique de plus que la fonction
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TABLEAU 3

Résolution de 25 problémes ouverts.

Nom #in #out undef # premier Tye (5)
ex1010 10 10 oui 25888 29
test2 [1 35 oui 109099 998
test3 10 35 oui 41344 285
accpla 50 69 non 1758057 359
ex4 128 28 non 1.83487¢+ 14 1.3
ibm 48 17 non 1047948800 3.5
Jjbp 36 57 non 2496809 184
mainpla 27 54 non 87692 398
misg 56 23 non 6499491840 0.4
mish 94 43 non 1.12437¢+ 15 2.7
misj 35 14 non 139103 0.3
pdc 16 40 oui 23231 129
shift 19 16 non 165133 4.5
signet 39 8 non 78735 207
soar 83 94 non 3.30477¢+ 14 8.0
ti 47 72 non 836287 52
ts10 22 16 non 524280 14.4
x2dn 82 56 non 1.14887¢+ 16 9.7
x7dn 66 15 non 566698631 29
xparc 41 73 non 15039 34
mul06 12 12 non 26264 31
mul07 14 14 non 163361 320
mul08 16 16 non 984384 6872
cbpl6 33 17 non 68751306483 0.6
cbp32 65 33 non 2.84699¢+ 21 1.9

booléenne vectorielle n’est définie que partiellement. Parmi les 145 descrip-
tions du MCNC benchmark, le nombre d’implicants premiers (généralisés
aux fonctions booléennes vectorielles partielles) des exemples ex 1010 & x parc
étaient jusqu’a présent inconnu. Notre technique a permis de résoudre ces
problémes ouverts. De méme, le nombre d’implicants premiers (généralisés
aux fonctions booléennes vectorielles partielles) des exemples mul06 a cpb32
€tait inconnu jusqu’alors, et ces S autres problémes ouverts ont pu étre résolus
en utilisant notre technique. Les temps de calcul sont donnés par la colonne
Typ en secondes sur une machine SUN Sparc2.

La figure 7 montre un diagramme de performance du calcul d’implicants
premiers par notre technique sur environ 60 exemples. Les cercles sont les
exemples donnés par le Tableau 2, les ronds noirs sont des exemples tirés
des 145 descriptions du MCNC benchmark. En abcisse sont portés les
logarithmes en base 10 des nombres d’implicants premiers (généralisés aux
fonctions booléennes vectorielles partielles), et en ordonnée les logarithmes
en base 10 des temps de calcul en secondes nécessaires pour calculer les
implicants premiers sur une machine SUN Sparc2. La droite inclinée indique
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la meilleure performance qui pourra jamais étre obtenue avec une technique
énumérative, c’est-a-dire avec un temps de calcul linéaire par rapport au
nombre d’implicants premiers. On voit aisément que la performance de notre
algorithme sur ces exemples surpasse largement les meilleurs algorithmes
actuellement connus. De plus, si ’on trace la droite de régression du nuage de
points, on obtient une droite de pente quasi nulle : ces résultats expérimentaux
corroborent donc le résultat théorique qui affirme que la complexité de notre
algorithme n’est pas liée au nombre d’implicants premiers de la fonction
traitée.
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Figure 7. — Diagramme de performance.

7. CONCLUSION

Nous avons présenté ici un nouvel algorithme de calcul des implicants
premiers et essentiels d’une fonction booléenne. Cet algorithme se démarque
fondamentalement de ceux connus jusqu’alors, car le but n’est plus ici de
calculer en extension les implicants premiers, i. e., de les énumérer tous, comme
le faisaient les techniques précédentes, mais de calculer une représentation en
intention des implicants premiers, sur laquelle des problémes complexes peu-
vent étre résolus avec une complexité polynomiale par rapport 4 la taille de
cette représentation.

Dans ce but, nous avons introduit la notion de métaproduit, qui permet de
représenter en intention n’importe quel ensemble de produits. Un métaproduit
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est une fonction booléenne, elle méme représentée par son diagramme de
décision binaire (BDD), qui est une représentation compacte et canonique
des fonctions booléennes. Comme il n’existe aucune relation entre la taille
du BDD d’un métaproduit et le nombre de produits que celui-ci représente,
nous pouvons manipuler des ensembles de produits trop grands pour étre
représentés en extension, ce qui constituait la limite de toutes les approches
précédentes. De plus, ’algorithme que nous avons proposé posséde ainsi une
complexité qui ne dépend absolument pas du nombre d’implicants premiers
ou essentiels a calculer. C’est ce qui permet a cet algorithme de dépasser d’un
facteur 1000 toutes les méthodes existantes sur des exemples conséquents, et
de pouvoir résoudre des problémes inabordables avec ces techniques.
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