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MOTIFS ET BASES DE LANGAGES ()

par Jean-Michel Autesert (*), Luc Boasson (*) et Michel LaTteux (%)

Communiqué par J.-E, PIN

Résumé. ~ Dans ce papier, nous introdyisons les notions de prémotif, base et motif d'un langage.
Un langage P est un prémotif de L si L est union de puissances de P. P est une base de L si C’est
un prémotif inclus dans L: Cest un motif s'il wadmet aucun prémotif autre que lui-méme. Nous
démontrons que tout langage admet un motif (respectivement une base), et que tout langage
rationnel admet un motif rationnel. En outre, nous donnons un algorithme qui permet de décider si
un langage rationnel admet un motif fini, et de le construire (5'il existe). Restent oquvertes les
questions de I'existence d'un motif minimal pour Pinclusion et de Pexistence d’un motif (resp, d’une
base) minimal rationnel pour les langages rationnels.

Abstract, — In this paper, we introduce the notions of “prémotif’, “base” gnd “motif’ of a
language. A language P is a prémotif of L if L is a union of powers of P. P is a base of L if it is
a prémotif included in L; it is a motif if it has no other prémotif than itself. We prove that every
language has a motif (respectively a base), and that every rational language has a rational motif.
Moreover, we give gn algorithm to decide whether a rgtional language has a finite motif or not,
and to construct this latter (if it exists). The questions of the existence of a minimal (with respect
to the inclusion) motif and of the existence of a rational minimal motif (or base) for rational
languages are still open.

Les résultats présentés dans cet article ont pour origine la question suivante :

Etant donnés deux ensembles A et B tels que AB= BA, existe-t-il toujours

un ensemble C tel que A= C’ et B={J C? On sait qu’il n’en est rien,
iel jelJ

méme si 4 et B sont finis: soient X={x,y}, A=X*+x> et B=X+X*+x3

alors AB=BA sans que A et B ne soient unions de puissances d’'un méme

ensemble C. Par contre, si A et B sont des codes, la question reste posée [2].
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380 J.-M. AUTEBERT, L. BOASSON, M. LATTEUX

Quoiqu’il en soit, la question initiale conduit 4 se poser un probléme
différent intéressant: étant donné un ensemble de mots A, comment peut-on
décomposer A en puissances d’un ensemble plus «simple» B? Plus preécisé-
ment, étant donné A4, peut-on construire des ensembles B tels que A= \J B'?

iel
Il est clair que 'on peut trouver des langages pour lesquels aucune vraie
décomposition n’existe (langages primitifs). Nous montrons ici que, quelque
soit A, il existe B primitif permettant de décomposer A. De plus, si 4 est
rationnel, nous montrons que ’on peut effectivement construire B.

I. LANGAGES PRIMITIFS ET DECOMPOSITIONS D’UN LANGAGE

Nous supposons le lecteur familier avec les notions de base de théorie des
langages telles qu’elles sont exposées dans [1] par exemple.

N désigne 'ensemble des entiers naturels. Si I et J sont deux parties de N,
on note

J
IJ:{ Z iz|jeJ,VtE[l,j]2i,€I}.

t=1

Soit X un alphabet. X* désigne le monoide libre engendré par X, et on note
¢ le mot vide.

Pour tout langage L < X*, on définit L'=L et L"*'=L". L, et pour toute

partie I non vide de N, L'={J L\
iel

Les implications suivantes sont des trivialités:

VL McX* VIcN:LcM=LIcM

VLcX*,VI,JcN:IcJ=L'cL’

Enfin on a:

VL X* VI, Jc N: (LYY =LY,

DeriNiTION 1 : Un langage L < X* est dit primitif s’il vérifie:
L=M"avec M « X*et I <« N=>I={1} (et donc L= M).

Exemple 1: Le langage E=a* b est primitif

Preuve: Supposons que E=M" avec I#{1}

e¢E=M' = 0¢I et e¢M

beE=M!

} = lel et beM
e¢M
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MOTIFS ET BASES DE LANGAGES 381
i>2:i ,
I#£{1}A0¢IAle]l = Elt=2.zel} bie Mi—E

beM

ce qui n’est pas.
Remarques:

— Si L est entiérement constitué de mots primitifs (c’est le cas de E=a*b), -
L est primitif, mais la réciproque est fausse: le lecteur se convaincra sans
peine que le langage A ={aaq, bb} est primitif.

— Si L ne contient qu’un mot u, L est primitif si et seulement si u est un
mot primitif.

Dans toute la suite, nous excluerons les cas pathologiques ou L=Cf ou
bien L={¢}. De méme, le cas des langages non propres, i. e. qui contiennent
le mot vide est exclu: aucun langage contenant € n’est primitif,

Remarque: Sur Yalphabet X={a}, le seul langage primitif est X.
Exemple 2: Soit F={b}\U X*X* ou X={a,b}
Si F s’écrit F=M", il vient sans peine: be M et 1€l et donc 2,3¢ I

Soit M,;=b+X*+X°+...+X""+X' et I={4'|ieN} on a alors
F=M}. Comme I#{1}, F n’est pas primitif. En outre, si J = N est tel que
IcJcK avec K={1}U{ieN|i=4} on a clairement:

F=M].

L’exposant vérifiant L= M' n’est donc pas unique pour L et M donnés. Par
contre iy =min (I) ne dépend que de L et de M, comme on s’en apergoit par
la considération des mots les plus courts de L. Parmi tous les ensembles
d’exposants I vérifiant la relation L=M" il en existe un maximal pour
I'inclusion (qui est leur réunion). En définissant pour tout couple de langages
L et M, I'ensemble d’exposants Jo, (L, M)={ie N|M' < L}, J,., (L, M) est
cet ensemble maximal. Dans I'exemple, J,.,, (F, M,) =K. Par contre, il n’existe
pas en général d’ensemble I d’exposants, parmi ceux qui vérifient L= M,
qui soit minimal pour linclusion (le lecteur vérifiera que pour F et M,
Ii={1}U{2i|i=2} et I,={1,4} U{2i+1i22} sont 2 tels ensembles
d’exposants et que I, () I, n’en est pas un).

Exemple 2, suite: Soit M,=b+X*+X°+...+X"¥+ ... +X"5% 11 est
facile de montrer que pour tout k=0, il existe I, = N tel que F=Mjk Le
méme ensemble d’exposants J={K} peut servir pour tous les M,, mais
clairement plus ’ensemble M, est grand, et moins I'ensemble I, nécessite
d’¢léments.
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382 J.-M. AUTEBERT, L. BOASSON, M. LATTEUX

DsrFINITION 2 @ On appelle décomposition d’un langage L < X* un couple
(M,I) = X*x N tel que L=M".

Un langage L est primitif si et seulement si il admet pour unique décomposi-
tion la décomposition (L, { 1}).

Pour un langage L non primitif, on peut s’intéresser aux décompositions
de L de diverses maniéres:

— on peut chercher & minimiser la premiére composante sans se soucier
de la seconde,

. — on peut chercher a minimiser la premiére composante en imposant que
la seconde I ait pour €lément minimal 1 =min ().

— etc,. .

Dans notre travail, nous nous intéresserons essentiellement aux premiéres
composantes de telles décompositions d’un langage L, que nous appellerons
des prémotifs de L. Chaque fois que I'on en aura le choix, lorsque M est
prémotif de L, on utilisera ’ensemble d’exposants I=J,,, (L, M).

On étudiera le cas particulier ou 1emin () (ou, ce qui revient au méme,
ol M < L). Dans ce cas particulier on a le lemme technique suivant, dont la
preuve est laissée au lecteur:

LEMME TECHNIQUE: Si L=L" avec J=J_, (L, L) (et donc 1€J) alors:

(@) J=J

(b) dans tout produit de je J mots de L donnant un mot de L, en remplagant
Pun de ces mots de L par un autre mot de L, on obtient encore un mot de L.

ProposITION 1: Un langage L < X* est primitif si et seulement si on a
Pimplication: L=M" avec M < X* et | « N=L=M.

Preuve: 1l n’est a montrer que la condition suffisante, c’est-a-dire que:
[L=M'avecM < X*etl =« N=L=M)] (1)
implique:
[L=M"avecM « X*etIc N=1={1}] (2)

Supposons donc (2) non vérifié:

L=M" avec McX* e IcN avec I#{1}
et (1) vérifié simultanément :

onadonc L=M dou L=L' avec I#{1}.
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MOTIFS ET BASES DE LANGAGES 383

Nous allons montrer qu’alors il existe un L#L et un J = N tels que L=17,
contredisant (1). Rappelons que nous supposons que L est un langage propre
non vide. Soit J=J,,,(L,L). Comme 1€J, on a J’=J. L étant propre, 0¢I.
Comme I#{1}, il existe donc un entier ke[ tel que k=2. Posons L=L\L*
Clairement [/ « L’=L. Supposons [’#L et soit « un mot de longueur
minimale de L\L’. 1l appartient 4 L\ L < L* et s’écrit donc comme le
produit de k mots plus courts de L:u=u,u,...u, qui sont donc chacun
dans L[’ Leur produit u est donc dans (L)< (L)Y =LV)=C,
contradiction. []

II. MOTIFS ET BASES D’UN LANGAGE

L’étude faite dans la partie précédente nous améne a poser la définition:
DEriNITION 3 @ Un langage M < X* est un prémotif de L < X* si et seule-
ment s’il existe I = N tel que L=M",

Remarquons que I'on pourrait donner une définition équivalente d’un
prémotif : M est un prémotif si et seulement si M7mex LM =,

Nous allons étudier, pour L dans X*, la famille des langages qui sont des
prémotifs de L, notée PREMOTIFS(L).

Cette famille n’est jamais vide puisque L est lui-méme un prémotif de L
(si L est primitif, c’est le seul).

Il découle de la définition que si M est un prémotif de L et si P est un
prémotif de M, alors P est un prémotif de L:

L=M' et M=P' = L=P% ou K=J'

Exemples:

— Dans 'exemple 2, tous les M, décrits sont des prémotifs de F
— Xet X* sont des prémotifs de (X?)*

— a-+a* ba* est un prémotif de a+a’®+a*ba*+a* ba* ba*

pour tout mot f, XU {f} est un prémotif de X~.

Si L est un langage non primitif, il existe un langage M #L qui est un
prémotif de L. Si M n’est pas lui-méme primitif, il admet un langage P#M
comme prémotif, prémotif de M également, et ainsi de suite. Ceci améne a
poser la définition :

DtriNITION 4 @ Un langage M < X* est un motif de L = X* si c’est un
prémotif de L qui est un langage primitif,

vol. 23, n® 4, 1989



384 J-M. AUTEBERT, L. BOASSON, M. LATTEUX

Nous allons démontrer dans ce qui suit le théoréme suivant:

THEOREME : Tout langage L = X* admet un motif.
Pour cela, a partir d’un langage L, on définit par une construction (c) un
langage noté motif”®(L), dont on montre ensuite (proposition 2) qu’il est
bien un motif de L.
On pourra donc parler de la famille des langages qui sont des motifs de
L, notée MOTIFS (L).
Ordonnons arbitrairement les lettres de X={x,, x,, . . ., X, }, par exemple
par: x;[x;<>i<j.X* est alors totalement ordonné par I'ordre hiérarchique
|ul<]v]
ufp <«
"

u
u=wx;u,v=wx;v,|u|=

eti<j

On désigne par u; le iéme mot de X* dans I'’énumération des mots de X+
dans 'ordre hiérarchique, et par min(L) le plus petit mot de L dans cet
ordre.

Pour tout mot fe X*, on note Inf (f)={ge X" |g[f}

Construction (c)

Soit w,,=min({ min (P)| Pe PREMOTIFS(L)}).

(C’est le mot le plus petit appartenant & un prémotif de L).

On pose My={u,,} et pour tout entier n>0

n

{M,,_ 1 si il existe Pe PREMOTIFS (L) telque P N Inf (4, ,) =M, _,

M, U{tyy+n} sinon.

Clairement les M, sont croissants.

Posons pour tout entier n=0 1,=J,,. (L, M,). Les I, sont donc décroissants.

Enfin, on pose M=\ M, etI= I,

n=0 nz0

C’est ce langage M que I'on appelle le langage donné par la construction
(¢) et que I'on note motif@ (L).

Avant de prouver que motif (L)e MOTIFS (L), explicitons la définition
de M:

Au départ, on a vu que ’on prenait le plut petit mot qui appartienne a un
prémotif de L dans l'ordre de I’énumération de X* choisi. On examine
ensuite successivement tous les mots de X* a partir de celui-ci, 4 la lueur de
I’ensemble de tous les prémotifs de L qui coincident jusque 1a avec la partie
retenue: ou bien, il existe un tel prémotif qui évite le mot considéré, et on ne

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



MOTIES ET BASES DE LANGAGES 385

retient pas ce mot (ceci a pour effet de réduire ’ensemble des prémotifs de L
considérés), ou bien tous ces prémotifs contiennent le mot considéré, qui est
alors ajouté a la partie que I'on construit.

Cette construction fait apparaitre une suite infinie (possiblement station-
naire) de prémotifs de L:

— P, est un prémotif contenant u,

_p Jestl prémotif tel que P, N Inf (4 ,) =M, _, §'il existe
" | estégala P,_, sinon.

Remarquons que dans tous les cas M, =P, N Inf(u, ).

Associons a chaque prémotif P, ’ensemble d’exposants J,=J,,,, (L, P,) on
aalors J, = I,

LeMME 1 : Le langage M =motif® (L) est un prémotif de L.
Preuve:
— soit ue M, u de rang ko +n=k

ueM'Ninf(u) c [ MNInf W] =M cMirc L

on a donc bien M c L;

— réciproquement, soit ueL, u de rang k,+n=k, pour tout entier p,
uePlp

ue Pl N Inf () = [P, N Inf W)}'»=Mjr = My

la méme décomposition de u sert infiniment souvent: u=u,u,...u;, avec
Viiu;eM, et lel, | étant dans une infinit¢ de I, il se trouve dans leur
intersection I: donc ue M! =« M.

LeMME 2 : Aucun prémotif N de L contenant w,, ne peut étre strictement
inclus dans M.

Preuve: En effet sinon soit u=min (M \ N). D’aprés la construction, lors-
quon a examiné le mot u, N qui coincidait jusque 1a avec la partie retenue
(puisqu’il coincide jusque 1a avec M) faisait partie des prémotifs de L envisa-
gés, et comme N ne contient pas le mot u, celui-ci n’était pas retenu pour
construire M, ce qui contredit le fait que u appartienne a M.

LeMME 3 : Le langage M =motif© (L) est primitif.

Preuve: Supposons que M =N’. En vertu de la proposition 1, il suffit de
montrer que cela entraine que M =N.

vol. 23, n° 4, 1989



386 J.-M. AUTEBERT, L. BOASSON, M. LATTEUX

L’égalité M=N’ fait que min (M) =min (N”) et donc
min (N) [min (M) =u,,. D’autre part, N étant un prémotif de M, lui-méme un
prémotif de L, N est aussi prémotif de L et donc u,, [min (N).

On a donc y,,=min(N), et u, €N.

Ceci entraine que 1€ J et donc N = M.

Dr’aprés le lemme précédent N= M.

PrOPOSITION 2 : Le langage M= Motif” (L) est un motif de L.
Ceci découle directement des lemmes 1 et 3.

Remarques: (1) Le langage motif® (L) dépend évidemment de la construc-
tion (c). A priori on peut faire une telle construction pour n’importe quelle
énumération des mots de X™*, mais la preuve ci-dessus ne permet de conclure
qu’on obtient bien un motif du langage considéré que dans le cas ou P'ordre
d’énumération est compatible avec 'ordre des longueurs des mots. On peut
montrer que quelque soit une telle énumération, 'ensemble des mots les plus
courts obtenus reste le méme, mais nous ne savons pas si ’on construit le
méme motif.

(2) La construction proposée est en général non effective. En effet, considé-
rons un langage L inclus dans XX* et un nouveau symbole #. On pose
A=¥+X"$+4 X"+ L.

Fait 1: A admet un prémotif P contenant # ssi L=XX".

En effet si L=XX", alors A=(#+X"%)% Réciproquement si A admet un
prémotif P contenant #, on voit immédiatement que A=P avec I={2}. Il
s’en suit que X' est inclus dans P et (X*)? inclus dans L. Ainsi
XX*=(X*) < L < XX

Toujours en utilisant le langage A, on voit que

Fait 2: A est un langage primitif ssi L#XX™,

En effet si L=XX" alors A=(#+X")? et A n’est pas primitif. Au contraire,
si L#XX" alors tout prémotif de A contient #* et A= P’ implique I={1}.

On voit donc que, par exemple, le probléme de savoir si un langage
algébrique est primitif ou non est indécidable. Nous verrons plus loin que si
L, est rationnel, on peut décider si L est primitif ou non.

Revenant a la construction (c), le fait 1 montre qu’elle est ineffective en ce
sens que pour le langage A4, la premiére question posée pour construire
MOTIF® (A4) est: existe-t-il un prémotif de A contenant #? Nous verrons
plus loin que, dans le cas des langages rationnels, la construction (c) devient
effective en ce sens que 'on peut répondre effectivement a la question posée
par le test demandant si ’on ajoute ou non le mot u a M,,.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



MOTIFS ET BASES DE LANGAGES 387

Appliquée 3 R=a+a*+a*b+a*ba+a*ba*b, la construction (c) donnera
alors motif (R)=a+a*b : ce motif est I'unique motif de R.

— Soit R=(X?)* avec X={a,b}, on a alors motif*” (R)=X.
Par ailleurs, Vi>1: M;=X?+a?' est un motif de R.

Tous ces motifs M; contiennent X2 qui est un prémotif de R. Par contre
motif® (R)=X ne contient pas strictement de prémotif de R. Ceci améne a
poser la définition suivante:

DerFmNiTION 5 ¢ Un prémotif M de L (respectivement : un motif) est minimal
vis-a-vis de L §’il ne contient aucun autre prémotif de L.

La premiére question qui se pose est celle de 'existence de prémotifs (ou
motifs) minimaux. Nous formulons les conjectures suivantes:

ConJEcTURE 1: Tout langage admet un motif minimal.

CoNJECTURE 1 bis: Si L est un langage quelconque, motif® (L) est un motif
minimal de L.

A Tinverse, un langage peut posséder plusieurs motifs minimaux:
Soit F=a+a*+{a'ba’|0<i,j<4 i+j<T}+{a'ba’ba"|i,k<3; j<6}.
F admet les deux motifs minimaux ci-dessous

M;=a+{d'ba’|0<i,j<3}\{aba®}
M,=a+{d'ba’|0<i,j<3}\{a’ba}.

Dans les deux cas, on utilise les mémes exposants: F=M, +M? =M, + M3.

Une autre question est celle de savoir si des contraintes imposées a L
impliquent I’existence de contraintes sur un motif de L. Nous allons montrer
dans la partie suivante que si L est rationnel, on peut trouver un motif
rationnel de L, bien que ses motifs ne soient pas tous rationnels. Nous ne
savons pas §’il en est de méme dans le cas algébrique.

Le lecteur peut noter que I’on utilise ici deux ordres sur les langages

— d’une part I'inclusion

— d’autre part I'ordre < «étre un prémotif de»

Ces deux ordres sont incomparables:

{a,b} c{ab,aa} et {a,b}K{a b,aa} car {a,b} n’est pas un prémotif
de {a,b,aa}. D’autre part, {a}<{a*} et {a} ¢ {a®}.

Cependant si M est un prémotif de L(M<L) avec 1eJ (L, M), on a
évidemment M < L.

vol. 23, n° 4, 1989



388 J.-M. AUTEBERT, L. BOASSON, M. LATTEUX

DEFINITION 6 : On appelle base de L, un langage M qui est un prémotif de
L et qui est inclus dans L (ou, de fagon équivalente, tel que 3/ < N: L=M/'
avec 1el).

La relation «étre une base de» est une relation qui est plus fine que la
relation («é&tre un prémotif de») et également plus fine que la relation
d’inclusion.

DErFINITION 7 : Une base de L est minimale si elle ne contient aucune autre
base de L.

Une base minimale est donc un langage n’admettant aucune autre base
que lui-méme.

Remarque: Si L est un sous-monoide de X* (L=L*), il admet une unique
base minimale qui est le systéme générateur B minimal du sous-monoide:
B=(L-{e)\L—{eh

L étant une base de lui-méme, la construction (c¢) peut étre appliquée en se
restreignant aux prémotifs de L qui sont des bases. En vertu du lemme 2, la
base obtenue sera minimale. Par ailleurs, si ’ensemble de toutes les bases de
L, noté BASES (L), n’est pas strictement inclus dans PREMOTIFS (L) (i. e.
si ces deux ensembles sont égaux), motif® (L) est un motif minimal, ce qui
conforte la conjecture 1 bis.

Comme pour la construction d’un motif de L, celle proposée ici d’'une
base est ineffective. Reprenant en effet I'exemple utilis¢é pour les motifs
A=4#24+x* #+#x* + L, on considére maintenant B=#+ 4. On vérifie facile-
ment que si B, est une base de B, #¢ B, et soit B=B,, soit B,=B,+ B3. Le
second cas n’est possible que si L=XX". D’ou il vient:

B admet une base ne contenant pas #2 ssiL=XX" et tout se passe comme
pour les motifs.

IIL. LE CAS RATIONNEL

Dans le cas o L < X* est un langage rationnel, nous ne savons pas si
motif@ (L) et base® (L) sont aussi des langages rationnels. Par contre, nous
allons montrer qu’il est toujours possible de construire pour un langage
rationnel un motif rationnel.

Considérons un langage rationnel R = X™* et notons S le monoide syntaxi-
que de R. Pour xe X*, [x]e S désigne la classe d’équivalence de x tandis que
pour L = X*, [L] <= § désigne {[x]|xeL}. Enfin, si T est une partie de S,
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MOTIFS ET BASES DE LANGAGES 389

T={xeX*|[x]e T}. Les lemmes suivants sont évidents:

LEMME 4 : Pour L = X*, ieN et R langage rationnel, L' = R implique
p' < R avec p=[L].

LEMME S : Pour L < X* et R langage rationnel, J ., (R,L)={i|L' = R} est
ultimement périodique.

LEMME 6: Si R=L' avec L c X* et I = N, alors il existe un langage
rationnel K et un ensemble ultimement périodique J tels que R=K’ avec L < K
etlcJ

ProposITION 3 : Pour tout langage rationnel R = X*, on peut construire un
motif rationnel de R.

Preuve: Considérons la famille finie de parties de monoides syntaxiques S
de R, F={p < S/p est un prémotif de R}. Prenons dans F un élément
minimal pour Pinclusion p, vérifiant de plus: VpeF, |min (po) | <|min(p)|.
Posons J={ie N/u§ < o } et I=J\{1}. Nous allons montrer que le langage
rationnel M =p,\ iy est un motif de R. Pour cela, prouvons d’abord que
o =M’ ce qui implique que M est un prémotif de R. L’inclusion de M dans
Ho entraine M’ c u)=p,. Pour montrer I'inclusion inverse, supposons que
Bo & M’ et considérons u=min(p,\M’). Alors u¢M et uepy donc
u=u,u,...u;avec iel c Jet Vse[l,i] u,e ny. D’aprés le choix de u, on peut
déduire que Vse[l,i], u,e M’ et ue(M’)’. Mais par définition J'=J et on
obtient ue M’, d’ou la contradiction.

Il nous reste a établir que M est un langage primitif. Supposons que
M =NX. D’aprés le lemme 4, M =p* avec p=[N], donc p un prémotif de R
et peF. Alors, le choix de p, implique min(M)=min (1,) <min(N) d’ou
1leK, Nc M et p=[N] = [M] = p,. De nouveau, le choix de p, entraine
p=po, dou pf=Mcp, et KcJ. Supposons NS M et posons
u=min (M\N). Alors ue N\\\N et u=u,u,...u, avec ke K\{1} =1 et
Vse[l, k)], u;e N ce qui implique, d’aprés le choix de u, u,e M. On en déduit
que ue M* < i, d’oul la contradiction, puisque ue M =p,\pi. Donc M=N
et d’aprées la proposition 1, M est un langage primitif. []

Remarques: Si nous prenons, par exemple, R =a+a* +a* ba* + a* ba* ba*,
le monoide syntaxique S=/{[e],[a],[a®],[a’],[b], (b?], (7]}, lensemble F
construit lors de la preuve précédente est égal a {[a+b],[a+a®+b+b?]}.
Alors po=[a+b] et po=a-+a*ba*. L'ensemble J={i/pycp,}={1} et
M =p,=a+a*ba* est le motif rationnel de R construit a I'aide de la preuve
précédente. ‘On peut remarquer que M P motif® (R): tout motif de R est
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inclus dans M=a+a*ba*; M\a’ba est un motif de R et donc
a? ba ¢ motif (R).

ConJECTURE 2: Tout langage rationnel admet un motif minimal rationnel.

CoNJECTURE 2 bis: Si R est un langage rationnel, motif® (R) est un motif
minimal rationnel.

S’intéressant aux bases au lieu des motifs:

ConecTURE 3: Tout langage rationnel admet une base minimale ration-
nelle.

Il est évident qu’un langage rationnel peut admettre des bases non rationnel-
les. Ainsi {a,b}*=M"* avec M={a,b}+{a"b"|n21}. De méme, on peut
trouver des bases non algébriques pour un langage algebrique: soit
L=(e+X*b). {a'ba’bli#j}. (e+X*b) avec X={a,b}; L=L" posséde une
unique base B=L\L?. Or B nest pas algébrique car
B\ ab*(a*b)*={ab*(a"b)*|n=20}. Notons que min(L)=agbb est un mot
primitif; donc motif® (L)=base”(L)=B n’est pas algébrique. Pourtant, ce
méme langage L admet un motif M algébrique; en effet L=M" avec
M=(a*b+e) {a"ba"b|n20}* {a"ba’b|n#p} {a"ba"b|n20}*

ConsecTURE 4; Tout langage algébrique admet un motif algébrique.

Revenant 4 la construction (¢) dans le cas rationnel, nous laissons au
lecteur le soin de vérifier qu'a chaque étape de la construction, la question
posée « L admet-il un prémotif P ne contenant pas u et contenant un ensemble
fini connu de mots (ceux de inf(u) déja ajoutés)?» est décidable dans la
mesure ou le probléme se pose seulement pour des prémotifs saturés par la
congruence syntaxique de L. Notons cependant que si L est un rationnel
sans motif fini, 1a construction (¢) n’est pas un algorithme: elle ne s’arréte
jamais. Ainsi, sait-on seulement répondre dans le cas rationnel 4 la question
suivante: u est-il ou non dans motif”(L)? Ce qui montre au moins que
motif® (L) est récursif (cf. Conjecture 2 bis).

Ces remarques conduisent naturellement i se demander si, dans le cas
rationnel, on peut décider de I'existence ou non d’un motif fini. C'est 4 ce
probléme qu’est dévolue la section suivante. Elle vise & établir que, étant
donné un langage rationnel R, on peut décider s’il admet un motif fini ou
non.

Notons que, dés que L est algébrique, ce probléme est indécidable. Consideé-
rons sur l'alphabet X={q,b} le langage A, =a*b* UX*b. {a"b?|n#p;
n>0}ULb. {a"b"|n>0} pour L < X*. On vérific que A, est primitif ssi
L#X*, auquel cas 4; n’admet pas de motif fini. Au contraire si L=X*, 4,
s’écrit X* qui admet le motif fini X. Ainsi 4, admet un motif fini si et
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seulement si L=X* et dés que L est algébrique (A, 'est aussi), la question
devient indécidable.

Revenons maintenant au cas rationnel.

LEMME 7 : Soit R=A*B\JC avec A< X* et B.C < X*. Alors, il existe
des langages finis Ay c A, Boc B et Cq < C tels que R=A}By\JC, si et
seulement si les 3 conditions suivantes sont vérifiées:

(1) C\\A4* B est fini,

(2) B\ A" B est fini,

(3) il existe un langage fini A, < A tel que Af B=A*B.

Preuve: Si les 3 conditions sont vérifiées, nous pouvons écrire

R=A*BUC, avec Co=C\A*Bc C.
Alors, A* B=A} B=A} (B\A4; B). Comme B\ A B=B\ A" B est fini, on
obtient R=A} B, U C,, en posant By=B\A* Bet A,=4,.

Réciproquement, si R=A% B, \J C,, nous pouvons en déduire que

CN\A*B=R\A*B=(A} By U Co)\A* B=C,\ A*B
puisque 4% B, = A* B, Donc C\ A* B < C, est fini. De méme,

B\A"Bc RN\A*B=(A§ B \U By UC)\A" B=(By\UC)\A" B
puisque A; B, = A* B. Ceci implique que la propriété 2 est vérifiée. Enfin
A*B=A*BN R=A* BN (4§ By \U Cy)

=A{ By \U(A*BNCy) < AF B (A* BN Cy).

Comme A*BNC, est fini, il existe une partic finie 4, = A telle que
A* BN C, = A3 B. On obtient alors

A*Bc AYB\UASBc (4, UA,)* B A*B

et donc A*B=Af Bavec A, =A,\J4,. O

Si A, B et C sont des langages rationnels, les conditions 1 et 2 du
lemme précédent sont évidemment décidables. Montrons, maintenant, que la
condition 3 est aussi décidable, Pour cela, posons K= A* B et construisons
le langage rationnel :

Ap={ueAfAveKtelqueuv¢ Betu¢ A(Kv "\ {e})}
ou Kv '={zeX*/zveK}.
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LeEMME 8 : Soient A < X*, B < X* des langages rationnels et K=A*B.
Alors, Ay est un langage rationnel effectivement constructible vérifiant
A%¥B=K. De plus, il existe un langage fini A, = A tel que AfB=K si et
seulement si Ay est fini.

Preuve: Comme B et K sont des langages rationnels, les familles
{Bv~'jveX*} et {Kv !'fveX*} sont des familles finies effectivement
constructibles de langages rationnels. 11 en est de méme pour la famille
{Bv ' U A(Kv "\{e})|ve K} que nous noterons { By, B,, .. ., B,}. Mon-

trons que A,,=A\( N Bi).
i=1
Prenons ueAp Alors ueAd et il existe veK tel que uw¢B et
u¢ A(Kv '\ {¢e}). Donc il existe ic[l,n] tel que u¢B;, ce qui implique

wt(n B o ueA\(lﬂlB>

Réciproquement, si ueA\( N B,-), il existe ie[1, n] tel que u¢ B; et donc
i=1
il existe ve K tel que u¢ Bv™' U A (Ko~ '\ {¢&}), ce qui entraine ue Ap.

Prouvons, maintenant, Pégalitt K=A}B. Soit we K\ B. Alors we AK
Considérons la factorisation w=uv avec ue 4, veK et u de longueur mini-
mum. Montrons que ue Ag. Raisonnons par I'absurde et supposons que
u¢ Ag. Alors, par définition de Ay et puisque veK et uv¢ B, on en déduit
que ue A(Kv™"\{e}). Donc u=u,u, avec u, €A, u,#¢ et u,ve K. Nous
obtenons une factorisation w=u, u, v avec u; € 4, u,veKet |u, | <|ul, ce qui
contredit le choix de u. Donc ue Az et K\ B < Az K Nous en déduisons
Kc Ag K\ B. Comme Bc A*B=K et Agc A donc
Ap K< AA*B < A*B=K, nous obtenons K=Az;K+B. Comme
Ap = A = X*, nous en déduisons que K et A} B sont €gaux puisque solution
de ’équation Z=AzZ + B.

Prenons, maintenant, D <A tel que D*B=K et montrons que
Ag = FG (D), 'ensemble des facteurs gauches de D. Prenons ue Ap. 1l existe
veK tel que uv¢ B et u¢ A(Kv "\ {&}). Donc uve Az K =« K=D* B; ce qui
implique uve D* B puisque uv¢ B, d’ou uve DK et uv=u'v' avec w'eD c 4
et v'e K. Supposons que |u’|<|u|. Alors u=w w" avec u” #¢ et u”’v=v'€K,
donc w”’eKv™"\{&} et u=wu’e A(Kv~'\{&}), d’ou la contradiction. On
en déduit que |ui§| u’ |, ce qui entraine ue FG (') = FG (D) et Ag < FG(D).
En particulier, si D=4, c A avec 4, fini, FG (D) est fini ainsi que 4. [

Des deux lemmes précédents, nous pouvons déduire un premier résultat.
de décidabilité.
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LEMME 9 : Soient M < X* un langage rationnel et I = N un ensemble
ultimement périodique. Alors, on peut décider s’il existe un ensemble fini F c M
tel que FT=M".

Preuve: Comme I est ultimement périodique, il existe k€ N et deux ensem-
bles finis I, et I, = N tels que M!=(M*)* M'1 + M'o. Montrons I’équivalence
entre les deux propriétés:

(i) il existe un ensemble fini F = M tel que F'= M,

(i) il existe des ensembles finis F, ¢ Mo, F, = M1 et F, = M* tels que:

M!=F%F,+F,.

Si la propriété (i) est vérifice, M*=(F*)* F'1+ F'o et la propriété (ii) est
vérifiée en prenant Fy=F'o, F, =F1 et F,=F*,

Réciproquement, posons t=sup{|u|fueF, UF,UF;} et
F={ueM/|u|<t}. Alors F, = Fo, F, < F'1 et F, = F. Donc

M'=(Fy)* F, +F, « (F)* Fl1 U Flo < (MY)* M"1 + Mo=M",

d’ou P'équivalence entre les deux propriétés. D’aprés les deux lemmes préce-
dents, la propriété (ii) est décidable, d’ou le résultat. [

PROPOSITION 4 : On peut décider si un langage rationnel R < X* posséde un
motif fini (resp. une base finie).

Preuve: 1l est clair que R posséde un motif fini si et seulement si R possede
un prémotif fini, c’est-a-dire si et seulement si il existe T< S, ou S est le
monoide syntaxique de R, vérifiant T'=R avec I=J,, (R, )={i/T' = R} et
il existe un ensemble fini F < T tel que F'=T'. Comme S est fini, ceci est
décidable d’aprés le lemme précédent. En effet, si F est un motif fini de R,
R=F avec I=J,,, (R, F) et il existe T=[F] vérifiant R=T' avec F< T.

De méme R posséde une base finie si et seulement si il existe T < [R],

vérifiant T'=R avec I=J_,, (R, T) et il existe un ensemble fini F = T tel que
F=T. O
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