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UNE CRITIQUE
DE LA NOTION DE TEST DE PROCESSUS
FONDEE SUR LA NON SEPARABILITE
DE CERTAINES CLASSES DE LANGAGES (*)

par Ph. DAaroNDEAU (1)

Communiqué par A. ARNOLD

Résumé. — Une classe de langages est dite séparable s'il y existe pour toute paire de langages
distincts L’ et L” un langage L tel que LN L'=J < L N L"# 3. Nous résolvons par la ne’gative
la question de la séparabilité pour un large éventail de classes de langages mf initaires, de Alg® a

. Nous prouvons ensuite, pour le calcul des systémes communicants, qu'il n’existe pas de notion
de test qui sépare tous les agents différant par leurs suites infinies d actions visibles.

Abstract. — A class of languages is separable if, for each pair of non identical languages L’ and

!, there exists some language L such that LN\ L'= @ <> L N\ L"# . We give a negative answer

ta the question of separability for a large variety of classes of infinitary languages, from Alg® to

We then prove that there exists for the calculus of communicating systems no notion of testing
wﬁxch can separate every pair of agents which differ by their infinite sequences of visible actions.

L. INTRODUCTION

Un processus peut étre défini comme un ensemble de suites d’actions allié
a un dispositif de production de ces suites, déterministe si ’ensemble est un
singleton ou non déterministe. Dans la vision traditionnelle des processus,
les actions sont présumées autonomes et le dispositif de production opére
indépendamment de tout environnement. En extension, un processus se
confond avec un langage, finitaire ou infinitaire, image de ’ensemble de ses
suites d’actions par un morphisme qui efface les actions réputées invisibles,
et laisse les autres actions inchangées (si ’on suppose une interprétation libre
de ces derniéres). Dans la vision des systémes communicants introduits par
R. Milner [11], les processus sont de nature plus complexe: le dispositif de

(*) Recu en juin 1985, révisé en janvier 1986.
(") LR1SA, Campus de Beaulieu, 35042 Rennes Cedex..

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
0296-1598 86/03 291 28/$4.80/© Gauthier-Villars



292 Ph. DARONDEAU

production est asservi a un environnement, qu’il conditionne a son tour par
le jeu des potentialités d’actions. En extension, un processus est un ensemble
de comportements observables, chacun caractéris¢ par une suite d’actions
visibles et par un ensemble de conditions sur ’environnement, nécessaires a
la production de cette suite.

Le propos de la présente étude est de déterminer, dans chacun des deux
cadres précédents, en quelle mesure des processus qui différent par leur
extension peuvent étre distingués par des ensembles de tests de méme nature
que ces processus.

S’agissant de processus autonomes, nous suggérons |p| N |t|# < comme
critére de la satisfaction du test ¢ par le processus p, ot | | indique I'extension.
Le probléme ci-dessus est donc un probléme de séparabilité. Pour chaque
classe de langages définie par un type particulier de dispositif de production,
le probléme s’énonce ainsi: étant donnés deux langages L’ et L’ distincts 'un
de autre, est-il toujours possible de trouver un langage L tel que les assertions
(LN L' =) et ~ (LN L"=(J) soient équivalentes ? Une notion de séparabi-
lité forte peut également étre considérée : étant donnés un langage L et un mot
u n’appartenant pas a L, peut-on toujours trouver un langage L, contenant u
et disjoint de L? (Les classes de langages n’étant généralement pas fermées
pour 'union dénombrable, ces questions de séparabilité faible ou forte ne
sont pas toujours de nature topologique). Nos problémes de séparabilité ont
des solutions immédiates pour les classes de langages finitaires, et nous ne
les poserons dans la suite que pour des langages purement infinitaires. Dans
ce cadre restreint, la séparation entre L’ et L’ resp. entre u et L est immédiate
si Adh(L")#Adh(L"”) resp. si u¢ Adh(L), ou Adh(L) est la cloture de L
dans P'espace métrique complet induit par la distance ultramétrique sur les
mots [1]. Curieusement cependant, la quasi totalité des classes de langages
infinitaires que nous étudierons sont non séparables. Ce résultat négatif vaut
pour la plupart des classes construites par fermetures de Kleene [3]. 1l vaut
aussi pour la classe ] [12], ce qui laisse présager 'insuffisance de toute
notion de test pour toute espéce de processus suffisamment généraux.

Dans le cadre des processus communicants, nous limiterons notre étude a
la classe connue sous I'appellation C.C.S. Nous nous proposons d’étendre
légérement les notions de test et d’équivalence de test introduites par M.
Hennessy et R. de Nicola {5]. Selon ces auteurs, un test est un processus qui
s’exécute en paralléle avec le processus testé, les deux processus communi-
quant et formant un systéme isolé. Dans ce systéme ou chaque processus est
I’environnement de ’autre, certaines exécutions du processus de test sont
réputées gagnantes. Le critére de succés est un critére finitaire. Le criteére
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UNE CRITIQUE DE LA NOTION DE TEST 293

d’échec est infinitaire: une exécution du processus de test échoue lorsque
aucun de ses préfixes n’indique le succés. Deux processus sont équivalents si
pour tout test ¢, chacune des assertions « x satisfait ¢ dans toute exécution »
(x must t) et « x satisfait ¢t dans certaines exécutions » (x may t) est simultané-
ment vérifiée ou falsifiée par ces deux processus. Fondés sur cette équivalence
de test ~ ont été proposés pour C.C.S. et pour sa variante synchrone S.C.C.S.
des mod¢les dénotationnels ayant la propriété de pleine abstraction [10], i.e.
tels que les significations .# (p) et .# (q) calculées pour p et g soient égales
s.s.i. C [p]~C[gq] pour tout contexte C de la classe considérée (C.C.S. dans
[5], S.C.C.S. dans [6]). La notion de test apparait ainsi dans sa fonction
premiére qui est celle de critére de validité d’un modéle sémantique. C’est ce
critére que nous nous proposons de discuter en montrant qu’un modéle
sémantique pleinement abstrait vis-a-vis d’une équivalence de test identifie
nécessairement certains processus qui différent par leurs suites infinies d’ac-
tions visibles. Nous nous appuierons sur la non séparabilit¢ de £} pour
établir ce résultat, valable pour des tests généralisés et sous toutes les hypotheé-
ses plausibles d’équité ou de non équité. Le résultat annoncé indique une
certaine forme d’incohérence pour toute équivalence de test reposant en
partie sur la détection de propriétés des calculs infinitaires. L’équivalence
d’observation a la base du modéle construit dans [2] esquive précisément
cette critique.

Avant de clore cette introduction, nous tenons a faire remarquer que tout
résultat sur la séparabilit¢ des langages concerne aussi la notion générale
de test. Soient en effet deux processus autonomes p et p’ qui engendrent
respectivement des langages L et L’: toute paire { w,w’ ) de mots weL et
w’e L’ est susceptible d’étre produite par leur exécution conjointe. Si le succés
du test de p par p’ est défini par Iobtention d’une paire {w,w’) ayant ses
deux éléments identiques, alors «p must p’ » est faux si L’ n’est pas un
singleton, et équivaut sinon a « p may p’», soit encore a L (N L’ # .

La suite du texte est organisée en deux parties. Le chapitre 2 étudie la
séparabilité des langages. Le chapitre 3 étudie la séparabilité de la classe des
processus C.C.S. Une bréve conclusion (§4) souligne, 4 la lumiére des résul-
tats, les limitations inhérentes aux modéles du parallélisme construits sur des
domaines algébriques.

II. SEPARABILITE DE CLASSES DE LANGAGES

Aprés quelques rappels et définitions (§2.1), nous nous intéressons aux
classes de langages obtenues par fermeture au sens de Kleene des classes de

vol. 20, n° 3, 1986



294 Ph. DARONDEAU

la hiérarchie de Chomsky (§ 2.2), puis a d’autres classes de langages faisant
intervenir des opérateurs de mélange finitaire ou infinitaire (§ 2. 3), enfin a la
classe Z1 (§ 2. 4).

II.1. Notations et définitions

Pour tout alphabet dénombrable X, X* est le monoide libre sur X, d’élément
neutre g, et X® est 'ensemble des mots infinis sur X. On note ® I'application
de (X*—{e}) dans X® qui au mot fini u fait correspondre le mot infini u®
limite de la suite (4'); . Pour tout couple de mots (u, v) dans X* x (X* U X®),
uv est le mot obtenu par concaténation de u a gauche de v. Les opérations
précédentes se généralisent aux ensembles de mots, ou langages. Une classe
de langages sur X est finitaire si tout langage de la classe est un sous-ensemble
de X* elle est (purement) infinitaire si tout langage de la classe est un
sous-ensemble de X®.

Aprés ces quelques rappels, nous introduisons deux notions de séparabilité
applicables aux classes de langages infinitaires. Dans toute la suite, & resp.
& désigne une classe de langages finitaires resp. infinitaires sur un alphabet
X. Par définition, & est fortement séparable si pour tout L dans &£ et pour
tout u dans X*—L, il existe L, dans &£ tel que ueL,eX*—L. & est
(faiblement) séparable si pour tout doubleton {L’, L} dans &, il existe L
dans £ tel que LNL =@ < LNL'#Z. Lorsque un tel L existe, nous
disons que la paire (L’, L") est séparable et qu’elle est séparée par L.

Nous résolvons ci-dessous la question de la séparabilité pour diverses
classes de langages infinitaires, en partant des plus classiques.

I1.2. Clétures de Kleene des FAL de la hiérarchie

Soit .# une classe de langages finitaires sur un alphabet X. Nous notons
Z° la fermeture de ¥ au sens de Kleene, ou ensemble des langages définis
par des expressions de la forme:

UAI'(BI'—{S})“), Aieg, Bieg.

i=1

Nous posons dans cette section la question de la séparabilité de £ pour
% variant dans la hiérarchie des familles agréables de langages (FAL).
Rappelons qu'une FAL est une classe de langages finitaires fermée pour les
opérations d’union ensembliste finie, d’intersection rationnelle, de produit de
concaténation et d’étoile (*) ainsi que pour les homomorphismes alphabéti-
ques et leurs inverses. Parmi les FAL les plus connues, citons les familles

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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Rat et Alg des langages rationnels resp. algébriques, la famille Etol des
langages engendrés par tableaux de substitution parall¢le, les familles Rec et
Recenum des langages récursifs resp. récursivement énumérables. Selon la
hiérarchie d’inclusion, ces FAL sont ordonnées comme suit :

Rat < Alg < Etol = Rec = Recenum

Les deux théorémes suivants réglent les problémes de séparabilité pour
cette hiérarchie.

TrHEOREME: Rat® est fortement séparable

Preuve... car fermée par complémentation d’aprés les théorémes de Biichi
et de Mac Naughton (¢f. [3]) O

THEOREME : Si £ contient Alg, ¥ n’est pas séparable.

Preuve: Le principe est de construire un emboitement de langages algébri-
ques infinitaires ayant méme ensemble de mots ultimement périodiques. (On
rappelle qu'un mot ultimement périodique est la limite d’une suite non
stationnaire de mots finis (uv’);, ,.) Etant données deux lettres a, b de ’alpha-
bet, soient E et F les deux langages algébriques donnés par:

E=a*b,F=\J E*a"bE*a"b.

n>0

Clairement, E® et F* ont méme ensemble de mots ultimement périodiques, et
F® est inclus dans E®. Mais E® différe de F®, car aba®ba®b... ¢ F®. Soit Fin
I’ensemble des langages finitaires.

Supposons I'existence dans Fin® d’un langage L qui sépare E® de F®,
c’est-a-dire vérifie L N F°=J et L N E®# . Nous montrons ci-dessous que
cette supposition est absurde.

Soit L=\ 4, B? ou A,, B;eFin, et soit we L (" E®. Par définition de L, il
i=1

existe i <m, u€ A; et une suite de mots v;€ B;, j >0, tels que w=uv, v,. . .v;. ..

Puisque w appartient 4 E®, il existe certainement deux entiers k et 1 (k<1)
tels que v, ,...v, contienne la lettre b et commence ou finisse par la lettre
a: si un facteur v,. . .v, de w se termine par b, la lettre initiale de v, est a.

Posons f=uv,...v, et g=v,, .. .0y

Par construction, fg® est un mot ultimement périodique commun aux
langages A; BY et E°. Comme E® et F® ont méme ensemble de mots ultimement
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périodiques, fg® appartient a lintersection des langages L et F®, d’ou la
contradiction. [J :

Deux voies restent ouvertes pour découvrir d’autres classes séparables de
langages sans modifier radicalement leur procédé de formation: appliquer la
fermeture de Kleene a des familles (finitaires) incomparables avec Alg, ou
introduire une variante de cet opérateur de fermeture. Ces deux voies sont
explorées dans la section suivante.

II.3. Opérateurs de mélange

Nous étudions successivement la fermeture de Kleene de Conc, une classe
de langages concurrents qui est construite & I'aide de deux opérateurs de
mélange fini [13], puis une variante Alg® de Alg® construite a partir de Alg
a I'aide d’un opérateur de mélange infini ©.

DermiTion: Conec=(., U, *, O, ® (x U {€}) est la classe des langages
engendrés a partir du mot vide et des lettres de I'alphabet X par les opérateurs
concurrents de mélange (®) et de mélange itéré (®) joints aux opérateurs
rationnels (., U, *). Les opérateurs concurrents sont définis de la fagon
suivante sur P (X*):

AOB={uyv,...uv,|u,v,eX*u,...u,e€A,v,...v,eB},

A®=1 49,49 =}, 4" =490 4.

iz0

ProprIETES: Alg ¢ Conc {13], Conc ¢ Alg [9].

THEOREME: Si .Z contient Conc, £® n’est pas séparable.

Preuve: L’idée est ici encore de construire sur deux lettres a et b un
emboitement de langages concurrents (infinitaires) ayant méme ensemble de
mots ultimement périodiques. La définition de ces langages fait intervenir les
constantes suivantes, a valeur dans Conc:

A=((@b)® 0 a*),
B=((ba)® ©b*),
c%(aob)®,
D=b@0Ob)®a,

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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E=a(@QOb)®b.
Les langages L et L’ que nous allons considérer sont donnés par
L=(a*b*)*(4°UB* U C®),
L'=(a*b")*(4°UB)U (@0 ) ® 0 (@ Ub*) (D* U E).

Clairement, L’ est inclus dans L, car D et E sont deux sous-ensembles de
C qui n’est autre que le Dyck généralisé sur deux lettres. Réciproquement, L
n’est pas inclus dans L’: le mot aba?b?. . . est dans C®— L’ (lemme 1).

Soit Fin 'ensemble des langages finitaires.

Supposons l'existence de F et G dans Fin vérifiant FG*N\L#Q et
FG°N L' =¢. Soit alors we(L—L’) un mot admettant la décomposition
uvy v,...0;...,ucF et v;eG, i>0. Nous poursuivons par analyse de cas.

Cas 1 (3i) (|v;|.>]| ;o)

Soit v I'un des préfixes de v, pour lequel la valeur |v|,—|v|, est minimale,
soit v;=vv’ et soit u' =uv,...v;_;.

Alors v'ved et W v(v' v)*el’, donc u' v?e FG® N L', ce qui est contradic-
toire. :
Cas 2 (3i) (| vi],>|v:|0)

Ce cas est semblable au précédent.
Cas 3 (Vi) (Jv;]a=|v:»)

Soit v I'un quelconque des mots v; non vides, alors uv®e FG® (M L’ (lemme
2), ce qui est 4 nouveau contradictoire. []

LeEMME 1: Soit w=aba®>b?. .., alors w¢ L'

Preuve du lemme: Tout facteur u de w dans A est de la forme
u=a'b'...a'Pav, ol vea* et 0<i<j. La concaténation u,. . .u, de n mots
de cette forme ne peut résulter en un facteur de w que si tous les u; sauf
éventuellement u; sont des mots sans b. Or tout facteur droit de w contient
une infinité d’occurences b. Par conséquent, w ¢ (a* b*)* A°.

Tout facteur u de w dans B est de la forme u=b'a’, 0<iet 0<j<i—1. La
concaténation u, . . . u, de n mots de cette forme ne peut résulter en un facteur
de w que si tous les facteurs u; sauf éventuellement u, sont des mots sans a,

or tout facteur droit de w contient une infinité d’occurences a. Par conséquent,
wé (a* b*)* B®.

vol. 20, n° 3, 1986
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Supposons w=uv et ve D®, alors v=v,v,v,... ou les v; sont des mots de
D. Par définition de w, puisque v, finit par une occurence a et que v,
commence par une occurence b, v, admet une décomposition de la forme
v,=b'a'*t. bt a1 k20. On a |v,|,=|v,|,+k+1>|v,], donc v,¢C.
Comme D est inclus dans C, v, ¢ D (contradiction).

Supposons w=uv et ve E®, alors v=v,v,v5... ou les v; sont des mots de
E. Par définition de w, puisque v, finit par une occurence b et que v,
commence par une occurence a, v, admet une décomposition de la forme
v,=a'b'...a"**b'** Le mot v, qui est a la fois facteur de w et élément du
Dyck généralisé, présente alors une forme semblable. Par conséquent, u s’écrit
aba’b?...d'V, d’ou

lul,=|ul, et w¢@OMH®O@ ULY) O

LEMME 2: Soit v un mot non vide sur les lettres a et b, tel que |v|,=|v
alors uw®e L’ pour tout ue{a,b}*.

bs

Preuve du lemme: Le mot v? admet par hypothése une décomposition
v? =fa* b’ a* g pour laquelle x, y, z sont tous non nuls.

Si | uf], #x+|uf|,, posons

u =ufa* et v =b’a* gfa*

alors u’ et v" appartiennent respectivement a ((a © b)® © (a* Ub™*)) et a D.
Puisque uv®=u"v'®, uv®eL’.
Si x+ |uf|,#y+]|uf|,, posons

u' =ufa* b’ et v'=a’gfa* b’

alors uv®=u"v'® et u’' v"°e L’ pour les mémes raisons que ci-dessus.

Finalement, 'un des deux cas précédents est nécessairement vérifié, car la
propriété y #0 rend impossible la double égalité

|uflo=x+|ufla=y+]|uf|, ®

Le principe des preuves développées ci-dessus est d’utiliser la propriété
suivante des (classes de) langages L défini(e)s par cloture de Kleene: si we L
alors il existe une infinité de factorisations uv de w telles que u (v')° € L pour
une infinité de facteurs gauches v’ de v. Afin d’obtenir des classes séparables,
une issue possible est de remplacer I'opération © sur les langages par une
variante = dans laquelle le mélange joue le role usuel de la concaténation.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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Aussi introduisons nous ci-dessous deux nouveaux opérateurs de mélange.
L’opérateur de mélange infini ©® est & ® ce que © est a *. L’opérateur de
mélange infinitaire ) permet de mélanger mots finis et mots infinis en
respectant les relations L®=1% © L®.

DEFINITION: Pour tout alphabet X, nous notons © I'opérateur de P (X*)
dans P(X®) qui a tout langage finitaire L (dépourvu du mot vide) fait
correspondre le langage infinitaire L® déterminé par 'ensemble

{weX*|3f:N>(N>(XU{e}):f()=f,3g:N =N,
[W=1im (fg(O) (O)f;u)(l)- - ‘fg(j) ()}

&[Vi,Vj fi()#e<g ()=il&[Vi im (£ (0) £, (D). . .f;()eL]}.

DEerINITION: Pour tout alphabet X, O est 'opérateur de P (X*) x P(X"®)
dans P (X") qui au couple A, B fait correspondre le langage A © B déterminé
par 'ensemble:

{weX®|3f,g:N>(XU{eN 3N {fg}:h@®)=h,
[w=lim (ho (0) h, (1). . . h; ()]

&V () =f =D #) & B0 =g=g D) #2)]
&[lim (f(0). ..f()e A&lim (g ). . .g ()< Bl}.

DerFiNiTION: Pour toute classe ¥ de langages finitaires on note £© 1a
classe des langages infinitaires décrits par des expressions de la forme

U A;0p!(B;op?(C;—{e}®)

i=1
ou {op},op?}={.,O} et 4, B, C; varient dans & pour tout ie{1...n}.

THEOREME: Si ¥ contient Alg, L nest pas séparable.

Preuve: On considére les langages suivants sur {a,b,c}:

L=(ca*b)® U {a,b,c}*ba{a,b,c}®
L'=A4 0 (ca* b)@U{a,b,c}* ba {a, b, c}@
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ouAd= U (ca"b ® ca™b).

n>0

On montre aisément que A est algébrique (lemme 3); L’ est par ailleurs
inclus dans L (car B® =B®Q® B® pour tout n), mais I'inclusion opposée est
invalide puisque le mot cabca®bca’b. . . n’appartient pas a L’.

Supposons I’existence de trois langages finitaires F, G, H et d’'un mot w
dans {a, b, ¢ }® tels qu’en posant

L”=Fop'(Gop?(H—{&})®),
ou {op!, op?}={.,®}, on obtienne
L'NL"=Zetwe(LNL").

Comme w¢ L’, ba n’est pas facteur de w, et w est donc élément de (ca™ b).
Puisque w appartient aussi a L” et que ce langage est asymptotiquement égal
a H®, H doit contenir a la fois des mots présentant des occurences a et des
mots présentant des occurences b (éventuellement les mémes). Il s’ensuit que
ba est facteur de certains mots de H™ et donc de certains mots de L”. Or tout
mot présentant le facteur ba est dans L’, d’ou nécessairement L' N\ L' # & en
contradiction des hypothéses [

LeMME 3: A= U (ca”b © ca"b) est algébrique.
n>0

Preuve du lemme: Soit B le langage algébrique: U {ca"bca"b},

n>0

Alors A=B\J C ou C est le langage reconnu par la grammaire suivante
munie de 'axiome S;:

So—cS;b,
S,—aS;a+cS,+8;b,

S,—=aaS,+S5%,

S;— S;aa+ S5,

SIZ - a Slz a+ by

Sy—>aSja+c. B

A ce stade on pourrait envisager d’autres classes de langages infinitaires
engendrées a partir des précédentes par certains ensembles spécifiques d’opéra-

teurs. Nous ne poursuivrons pas dans cette voie, ne disposant d’aucun
critére général pour retenir certains opérateurs plutdt que d’autres. Aussi,
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choisissons-nous de considérer directement dans la section suivante la plus
complexe des classes de langages infinitaires susceptibles d’étre associés a des
mécanismes de production (§3), a savoir la classe Z].

I1.4. Langages infinitaires de la classe X}

Identifions I'alphabet X utilisé jusque 4 présent et I'ensemble N des entiers
naturels. Un langage (purement) infinitaire n’est alors rien d’autre qu’un
sous-ensemble de &, I'’ensemble des fonctions totales de N dans N, dont
I'¢lément f est le mot f(0) f(1)... Le propos de la présente section est
d’étudier la séparabilité de la classe des sous-ensemble £} de #. Nous
procédons au préalable, en nous inspirant de 'ouvrage de H. Rogers [12], au
rappel des notions indispensables.

X! est par définition la classe des sous-ensembles de & exprimables sous
la forme {f | 38 (Yx)R(S, g x)} oi R est une relation récursive a deux
variables fonctionnelles et une variable entiére. Ces ensembles ne sont qu’un
cas particulier d’ensembles analytiques (de fonctions). Est un ensemble analy-
tique tout ensemble obtenu a partir d’une relation récursive par une suite
finie d’opérations de projection ou de complémentation. Les ensembles analy-
tiques sont exactement ceux qu’expriment les formes prédicatives dans lesquel-
les des chaines finies de quantificateurs du premier ou du second ordre sont
appliquées a des relations récursives. Les classes de complexité analytique,
dont X, sont déterminées par les alternations de quantificateurs du premier
ou du second ordre dans les préfixes de ces expressions. Ces classes sont
préservées par les transformations suivantes sur les suites de quantificateurs
(3° et ¥° pour le premier ordre, 3* et V! pour le second ordre) :

YOV s e
3930030

R A LS A
R L= LN L

U L A
.30 =L

\

T A EUUE - L LU
{ =L L T L= L

LAt 30
U A L

l
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Les classes X et IT? sont ainsi caractérisées par les suites réduites de
quantificateurs 3°V° et ¥°3° De fagon analogue, les classes I} et IT} sont
respectivement caractérisées par les suites réduites de quantificateurs 3' v° et
v!13% La classe ! a la propriété d’étre fermée par union et intersection
finies. La classe I1 est formée des complémentaires des £}. On note Al la
classe des ensembles hyperarithmétiques qui sont a la fois £} et ITi. Nous
disposons a présent des éléments nécessaires a I’établissement du

THEOREME : X! nest pas séparable.

Preuve : 11 existe un ensemble I1{ non vide qui n’admet aucun élément A}
(Rogers, p. 419, corollaire XLI (b)). Soit X un tel ensemble et soit p I’élément
minimal de X pour I’ordre lexicographique sur les fonctions (ou sur les mots).
Posons Y=X—{pu}. Puisque X est I1, {u} est I1! et son complémentaire est
! Puisque tout ensemble IT9 est aussi £}, Y est ! en tant qu’intersection
de deux X}. Maintenant, si X et Y étaient séparables, il existerait Z dans T}
tel que Z N X={u}. Ainsi, p serait a la fois £} et ITj, ce qui est impossible
puisque X n’admet pas d’élément Al. [J

COROLLAIRE : =1 N P({0, 1}*) n’est pas séparable.

Preuve : Soit ®: £1 — P((0{1}*)®) I'extension ensembliste de la fonction
o: N> (0{1}%°: @(NH=VY(FO). Y (SN ... . V(fD)-..,

ou ¥ : N — (0 {1}*) code 'entier i par y (i)=0 1".

Clairement, pour tout F dans Xi, ®(F) est dans X} et réciproquement,
pour tout F’ dans £} N P((0{1}*)®), ® ' (F) est dans X}. Soient maintenant
F, et F, deux ensembles non séparables de la classe X}, alors @ (F,) et ®(F,)
ne peuvent pas étre séparés dans X! N P({0, 1}®). En effet, si H séparait
@ (F,) et ®(F,) dans 1 N P ({0, 1}), alors ® ' (H N {0, 1}*) séparerait F,
et F, dansX}. W

~ Une construction explicite de deux ensembles inséparables X et Y peut étre
donnée en utilisant la notion de X}-index. Il existe en effet une relation
récursive R € N x Z x % x N telle qu'a chaque ensemble E, de la classe X!
soit associé un index z vérifiant E,={f|(3g)(VK)R(z, f, g, k)}. Posons
G={g | (v)@ANAEH(fe E,yNE, ;)}. Soient alors X I'ensemble des fonc-
tions strictement croissantes de G, et Y I’ensemble des éléments non minimaux
de X pour I'ordre lexicographique sur les mots. X et Y sont deux ensembles
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21 et leur différence X— Y est un singleton p qui n’est pas X! (confer. rapport
LN.R.LLA,, n° 425).

Le chapitre 3 étudie les conséquences, en matiére de test des processus
communicants, de la non séparabilité de la classe X}.

III. TEST DE PROCESSUS COMMUNICANTS

Apres une bréve introduction au calcul des systémes communicants (§ 3.1),
nous montrons que la classe des langages infinitaires définis par les ensembles
de suites d’actions des processus de ce calcul est presque exactement X}
(§ 3.2), puis nous précisons nos hypothéses sur les tests (§ 3.3) et utilisons les
constructions de la section 3.2 afin de prouver la non séparabilité de C.C.S.

(§ 3.4).

III. 1. Introduction au calcul des systémes communicants

Nous présentons ci-dessous une version effective du calcul des systémes
communicants (C.C.S.), vu comme un langage applicatif de définition de
systémes de transitions. Syntaxiquement, C.C.S. est une algébre de termes,
auxquels s’identifient les états des systémes de transitions. Sémantiquement,
C.C.S. est un ensemble de régles de transitions, fixant une notion de calcul.

La syntaxe fait intervenir un ensemble d’opérateurs T= {Z, | k = 0} qui
dépend de deux paramétres: un ensemble A de noms d’actions, union
disjointe de trois sous-ensembles A, A et {1, t} respectivement indexés par
2N+2, 2N+3 et {0, 1}, et un ensemble REN de renommages sur ces
actions, indexé par N. T symbolise un événement invisible, produit synchronisé
de deux actions aecA (d’index 2n+2) et acA (d'index 2n+3). L est le
symbole de I'indéfini. Nous utiliserons p et A pour désigner les éléments de
A—{Ll} et de AUA, avec la convention A=XA. Un renommage est une
fonction récursive (totale) S de A dans A telle que

SW=S@W)=ECW=1L vu=u)y
&EE@®=1&E(L)=L)&E M) # L=SX)=S Q).

Pour toute action Ae A, le renommage identique sur A—{A} et indéfini en A
représente ainsi la restriction /A de [11].

Intervient également dans la syntaxe un ensemble X — indexé par N —
de variables utilisées pour les définitions récursives.

Un terme ¢t de C.C.S. est soit une variable x (e X), soit une expression
op(ty, ..., t,) dans laquelle ope X, et les t; sont des termes, soit une définition
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récursive rec;x.t dans laquelle x=(x,...x,) est un vecteur de variables,

t=(t,...t,) est un vecteur de termes, et i est inférieur ou égal a n. Un

programme C.C.S. est un terme sans variable libre, i.e. un terme qui a toutes

ses occurrences de variables liées par des occurrences correspondantes des

combinateurs rec;. La signature I de I’algeébre de termes est la suivante :
To={NIL}, E,={n|peA}U{S]|SeREN]},

z2'={-+_: l }a Ek=Qp0urkg3,

ou + et | sont les symboles respectifs du choix non déterministe et de la
composition paralléle.

Une exécution, ou calcul clos, est une suite finie ou infinie de transitions
T , . .
D: = D:+1, bouvant chacune résulter de la synchronisation des mouvements

x Y
q:—qiy, et g’ —>¢q;,, de deux composantes parall¢les q; et g;’ de p;. Un
calcul clos est maximal s’il est infini ou s’il ne peut étre prolongé par aucune

epa . B . . . .
transition. Les relations — sont les plus petites relations binaires (sur les
programmes) définies par les axiomes et régles d’inférence 12 8 :

1. l-p.p—p>p,

N

M »
. p1—>qkp,+p,—q,

w

n N
. Pa—qbp,+p,—q,

»H

. Py :’ql'lepz_“’qlpz:

W

. paoqbp|popie

A X T
. Pl_"h,Pz—"h}’lepz-"h"h:

[2,)

S(w .
. pogtp[S]—5q[S] —siS( # L —,

3

8. t;[rec;x. t/x;Ji_, Lqr recjx.t—”> q

(ou t;[rec;x. t/x;];-, est le terme obtenu par substitution de rec; x. t 4 chacune
des occurrences libres de x; dans ¢, i=1... n).

On peut encore imposer aux calculs clos des programmes C.C.S. diverses
contraintes d’équité [2,8]. Etant donnée une contrainte d’équité EQ, un
EQ-calcul clos est un calcul clos qui satisfait cette contrainte.
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II1.2. Relations entre C.C.S. et la classe X}

Notre premier objectif est de montrer que X} borne la complexité des
ensembles de calculs et de traces des programmes C.C.S.

DerFmNITION : Soit € un (EQ-) calcul maximal clos du programme p, l do-
Une décomposition paralléle de € est une paire

H1 l"z l‘§+1 H1 l‘; HE'+1
(@o—>p1—=...0i— ..., (@029 —...))

telle que ¥ soit déductible par les régles 4 a 6 de ces deux suites de mouve-
ments, appelées (EQ-) calculs ouverts (finis ou infinis). La trace
np)n(py)...n(p)... du premier de ces deux calculs est définie par
n(A)=A et n(t)=¢e. Par convention, un calcul ouvert d’extrémité p, est

., . L n - .,
suffixé par la suite (p, —)°; de méme, une trace finie est suffixée par 1¢. []
Nous supposerons désormais fixées pour les actions et programmes deux

fonctions de codage quelconques sur N (a ceci pres que 0 code le programme
indéfini), et confondrons dans la suite actions et programmes avec leurs

codes. Ainsi, I'entier { p, {4, g > représente le mouvement p 5 q (s’il existe);
de méme, la fonction f telle que m,of (i)=p; et m,of (i)=p; pour tout i

) Ho i .
représente le calcul ouvert po —>p,... 2> p;y, ... (n, et m, sont les fonctions

récursives de décodage des paires (x, y ), 1.e. m, {x, yy=xet n, {x, y )=y).

Afin de répondre a certains besoins techniques, nous introduisons mainte-
nant la notion d’arbres de preuve associés aux mouvements des programmes.

DeriniTION @ L’ensemble o/ des arbres de preuve est le plus petit ensemble
d’entiers qui vérifie les conditions suivantes :

— pour tous pet p, <1, 0>, (pp, {p, pOrre;

— siBef et sim,(0) F o est une instance de 'une des régles 2 a 5 ou 7 ou
8 alors (i, 8), o >e/, ou i est le numéro de cette régle;

— si8,, 0,e etsi(n,(8,), n,(0,) F o) est une instance de la régle 6 alors
<<6’ <01: 92>>,0’>€.,d. D

Clairement, ./ est un ensemble récursif, car ’ensemble des instances de

chacune des régles 1 a 8 est un ensemble récursif. Cette remarque nous permet
d’énoncer la...
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PrROPOSITION : L’ensemble des calculs ouverts d’un programme C.C.S. est
dans X} ainsi que 'ensemble des traces de ces calculs.

Preuve : Soient R (f, g, i) =« F2xN et R (f, i, j, k) = &F x N3 les relations
définies par

R.(f, &) <« [g)ed&neg)=(mf (), (nyof(), m,of(+1)))],
R.(f i, k) <= [ryef(D=me fi+ D&, {myef@), <1, kD)) ¢A].

Ces deux relations sont récursives.

Soit R(f, g) = #? (lire « f est un calcul maximal clos prouvé par g ») la
relation définie par (Vi) (V) (Vk)

[(mpo fD=1&R.(f, & D)V (m° f ()= L &R.(f, i, j, K))).

Si {(f, g > est la fonction telle que  f, g > ())=< f(i), g(i) > pour tout i, alors
Pensemble des paires { f, g correspondant a des éléments (f, g) de R est
dans X}. Cette propriété peut étre généralisée a I'ensemble des quadruplets
L7 f, g> tels que (f', ') soit une décomposition paralléle du calcul
maximal clos f prouvé par g, et reste valide lorsque 1’on restreint R (f, g) par
la contrainte wt, o f (0)=p, ou p est un programme particulier. La proposition
suit alors sans difficulté. [J

La prise en compte d’une contrainte d’équité n’entraine pas de modification
des propriétés précédentes. Une telle contrainte peut étre décomposée sur les
divers agents qui apparaissent dans un calcul clos et qui y sont identifiés par
un codage des redex associés a leurs mouvements [7]. (I existe une fonction
récursive qui fait correspondre a chaque transition donnée par son arbre de
preuve le ou les redex des agents engagés dans cette transition). En présence
d’une contrainte d’équité EQ, la relation R (f, g) de la preuve donnée ci-dessus
devient (Vi) (Vj)(Vk) (V)

[(—&[BQ,(f, & i, D=EQ,(f & i, D]

ou EQ, et EQ, spécifient des propriétés relatives a ’agent ! dans le i-iéme
suffixe du calcul f prouvé par g. Or ces propriétés sont a notre connaissance
toujours exprimables par quantification au premier ordre de relations récursi-
ves.

Afin d’étayer notre discussion ultérieure sur les tests, nous établissons dans
la fin de cette section une sorte de réciproque de la proposition précédente.
De nouvelles définitions sont indispensables a cet effet.
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DEFINITION : Soit % un calcul ouvert représenté par une fonction f. € est
maximal si pour tous ieN et pe A —{L}, (n,°of()=L)= ~ (nlof(i)i),

oup % est I'abréviation de A9 @ 5 q). € est un calcul simple s’il est infini
(Vi, myo f (i) # L) et si les implications suivantes sont vérifiées pour tous
ieNetAeAUA:

- (nlof(i)—’»)é(nzof(i)ﬂ):
— mef =1 = @D <H&VRG S k&k <D= @0 f ©)=D]

Un programme p est un programme simple si tout calcul ouvert maximal de
ce programme est un calcul simple. [J

Les idées intuitives qui sous tendent ces définitions sont les suivantes.
Nous désirons établir la non séparabilité de C.C.S. par les tests comme une
conséquence directe de la non séparabilité de =1. Pour ceci, il nous faut
déduire une paire de processus inséparables d’une paire de langages insépara-
bles. Mais les processus ne peuvent pas en général étre correctement représen-
tés par leurs ensembles de traces! Aussi rechercherons nous une paire insépa-
rable dans un sous-ensemble restreint de processus, définis par des program-
mes-qui ont la particularité de ne jamais offrir aucune forme de choix a leur
environnement : 1’équivalence de traces implique pour ces programmes sim-
ples I’équivalence de comportement. (La seconde condition de la définition
est nécessaire afin que 'implication reste valide sous la contrainte d’équité
faible.) Les lemmes ci-dessous formulent plus précisément ces propriétés.

DEFINITION : Soit p un programme simple et soit € un calcul ouvert de ce
programme. Si € est infini, € est sans résidu. Si € est un calcul fini d’extrémité

A
getsiqg—, % alerésidu A. Sinon € a le résidu .

LEMME 6 : Soient p et q deux programmes simples. Si I’ensemble des traces
des calculs simples de p est inclus dans I'ensemble des traces des calculs simples
de q, alors a tout calcul ouvert de p correspond un calcul ouvert de q ayant
méme trace et méme résidu.

Preuve : découle directement des définitions [J

DEeFiNITION : Etant donnés un contexte C et un calcul maximal clos € de
Cltp] ou p est un programme, on note ¥\ C la fonction qui a i fait
correspondre la suite €; des mouvements du i+ l-iéme agent p apparu en
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position active dans € (sans résulter du déploiement d’un autre agent p); on

1 L
pose par convention (¥\C)())=0—-0— ... pour i supérieur ou égal au
nombre total de ces agents.

LemMmE 7 : Etant donnés un contexte C et un programme simple p, soit € un
calcul maximal clos de C[tp]. Pour tout programme simple q et pour toute
Sfamille de calculs ouverts €; de q tels que €; et (¢ \C) (i) aient méme trace et
méme résidu, on peut former un calcul maximal clos de C[tq] en remplagant
les suites de mouvements (¢ \C) (i) de p par les suites de mouvements €, de q
sans autrement altérer le calcul €.

Preuve : Laissée au lecteur. []

Notons que le lemme 7 reste valide sous toutes les contraintes usuelles
d’équité. Les lemmes 6 et 7 seront utilisés pour prouver la non-séparabilité
de C.C.S. en s’appuyant sur la...

ProposITION : Pour tout langage L de la classe X} inclus dans {0, 1}°, il
existe un programme simple P, tel que I'ensemble des traces de ses calculs
simples soit égal a L\J {0, 1}* L°.

Nous donnons une preuve informelle de cette proposition en ébauchant la
construction du programme P;. Les principales étapes de la construction sont
décrites par une série de lemmes démontrés en annexe.

LeMME 8 : On sait simuler en C.C.S. une pile de booléens avec test des
passages a vide.

LeMME 9 : Il existe un programme simple FIN tel que I’ensemble des traces
de ses calculs simples soit égal a {0, 1}* L°.

LeMME 10 : On sait en C.C.S. simuler une machine de Turing en rendant
compte de I'arrét de la machine par I'arrét du simulateur.

LEMME 11 : Pour tout langage L de la classe X} inclus dans {0, 1}°, il existe
un programme simple q; tel que I'ensemble Q des traces de ses calculs simples
satisfasse L < Q et Q < LU {0, 1}* L°.

Preuve de la proposition : P, =tFIN+1tq,. B

II1.3. Hypothéses sur les tests

Etant donnés deux programmes p et g, nous appelons g-expérience sur p
tout calcul ouvert €, intervenant dans la décomposition paralléle (%, €,) de
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un des calculs clos maximaux de p | q. Puisque les calculs ouverts sont
représentés par des fonctions f e &, tout prédicat total 7 (f) a une variable
fonctionnelle définit une bipartition {Succés, Echecs} de ’ensemble des calculs
ouverts. Nous appelons critére de test un prédicat J (f) qui s’exprime par
quantification des variables du premier ordre d’une relation récursive
R(f, i;, ..., i,). Supposons avoir fixé un tel critére. Par définition, p must g
si Pensemble des g-expériences €, sur p est inclus dans Succes, p may q si
'ensemble des g-expeériences €, sur p n’est pas inclus dans Echecs. Deux
programmes p et p’ sont indiscernables par test si les assertions C[p] sat q et
C[p’] sat q sont équivalentes pour tout programme ¢, pour tout contexte
C[ ], pour tout degré de satisfaction sat € {may, must} et pour tout critére
de test 7.

Afin de fixer les idées, nous donnons quelques exemples de prédicats

» » o s - .
T (g, 5 q, 3. .) significatifs : 3i, g~ — critére utilis€ dans [5] —, Vi,
w#Ll& @j>i, wp;#1) — crittre de coopération infinie —,

Vi, g; 5 =(3j>1i q; i) — critére de test conditionnel —. II est 4 noter que
la notion précise de test développée dans [5] ne rentre pas tout a fait dans le
cadre des définitions ci-dessus : sa partie « must » suppose I'inspection directe
de certaines propriétés de divergence du programme soumis au test (non
détectables par le programme testeur). Néanmoins, si p et g sont indiscernables
par test selon nos définitions, une propriété semblable vaut pour les program-
mes p | recx. tx et g | recx. Tx avec les tests de Hennessy et de Nicola.

I11.4. Non séparabilité de C.C.S.

Comme annonceé, nous allons appliquer ici les résultats du chapitre 2 a la
théorie des tests.

THEOREME : Certains programmes qui différent par I'ensemble des traces
associées a leurs calculs ouverts (i.e. qui différent par leurs suites finies ou
infinies d’actions visibles) sont néanmoins indiscernables par test.

La démonstration de ce résultat, indépendant des critéres de test, repose
sur une série de lemmes qui utilisent les notations proposées ci-dessous.

DeFINITION : Soit f: N — % : i — f; une suite de fonctions. On note f* la
fonction de N dans N que représente le mot

fo 0 fo (D £, (0)fo(2) f; (1) f,(0)... Inversement, si f*=g, on pose g*i=f; pour
tout i. On étend ces notations aux sous-ensembles F de % : F2 est I’ensemble
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des éléments f2 pour lesquels f énumére une partie de F, et F¥i est Pensemble
des éléments fYi pour lesquels f appartient a F.

Nous supposons dorénavant avoir choisi un critére de test, fixant ainsi
arbitrairement la partition {Succés, Echecs} de &.

LemME 12 : Etant donnés deux programmes p et g, soit P Iensemble des
calculs ouverts €, de p tels que €, appartienne a Succés (resp. Echecs) pour
(%,, 6,) P'une des décompositions paralléles de calculs clos maximaux de p | q,
alors 2P est dans X}.

Preuve : Soit DEC(Y, f7, f”, g) la relation récursive qui est vérifiée si et
seulement si le calcul maximal clos f prouvé par g admet la décomposition
paralléle (f’, f') — voir la preuve de la premiére proposition donnée dans la
section 3.2 —. On a alors

2={|EGNEr)BeI7 (f")&DEC(f, [, [, &}
ol J (f”) exprime le succés ou I’échec de f” par un prédicat de la forme
(V3,iy)... (Y3, i) R, iy, ..., 0,).
Or chacun des préfixes (3/)@Af)@3g (V3 iy)... (V3,i), ou VIe{V, 3},

admet la forme réduite 3*v° [

LEMME 13 : Pour tout contexte C et pour tout programme p, si Q est un
ensemble L} de calculs ouverts de Ctp), alors {($\C)*|4€Q} est dans Z}.

Preuve : On décore les regles opérationnelles de C.C.S. par un jeu d’expo-
sants et d’indices, respectivement utilisés pour totaliser le nombre des agents
p apparus a une certaine étape d’un calcul et pour distinguer ces agents les
uns des autres. Les indices sont créés avec les agents p et sont hérités
textuellement par leurs descendants. Les agents qui ne dérivent pas de p ne
portent pas d’indice. On introduit les variantes suivantes des régles d’action :

. T . . . .
(tp)¢*? - (p)$it]13 — création d’indice —

i Hn i .
(w3 = (@8 si g #p.

Les régles d’inférence sont adaptées en conséquence.
De

(0 S pild g By e KD 5
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se déduisent ainsi

(u|v)<">—t>(u'Iu’)“> et (t|v)<i>:>(t’|v’)<i+1>.

Etant donné ce nouveau systéme de régles d’action, soit Q’ Pensemble des
suites de mouvements qui se réduisent par oubli des indices et exposants a
des calculs de Q. Si Q est dans X1, alors Q' 'est également, et une vérification
de routine permet d’établir le lemme a partir de cette propriété. [

LemME 14 : Il existe dans la classe £} deux ensembles non séparables X et
Y tels que X® et Y soient non séparables.

Preuve : Nous savons qu'il existe dans la classe £} deux ensembles non
séparables X et Y tels que X contienne Y et que X— Y soit un singleton {p}.
Nous prouvons que les conditions du lemme sont vérifiées pour ces ensembles.

Nous montrons d’abord que pour tout A4 dans X}, A% est aussi dans X}.
Pour cela, on note A (i, j) le rang occupé par la paire (i, j) dans I’énumération
usuelle (0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1), (2,0)... de N x N.

Clairement, A est une fonction récursive. Soit alors
A={fl@e) (VDR ([ & 1)
ol R, est récursive. On a
A={FlVHANADVHIRL(S & D&S AG, D= D]}

Le préfixe V°3* 31 V0 de cette expression se réduit comme prévu a 3* V°.

Nous adoptons pour la suite de la démonstration le procédé du raisonne-
ment par I’absurde, en supposant I'existence dans £} d’un ensemble E tel
que ENX*# et EMN Y*=. Puisque E N X est dans £} nous pouvons
supposer Ec X* sans perte de généralité. Maintenant, pour toute fonction
ecE, si 'on pose e;=e"" pour tout i, 'ensemble {e,...e;... } N(X—7Y) est
nécessairement le singleton { p}, c.a.d. I'ensemble X— Y! L’idée consiste alors
a utiliser I'identité

X—Y={h|@eeE)(V)[(~(e;e ")) =(e;=h)]}

pour montrer que ce singleton est dans i, d’ou contradiction puisque X et
Y sont non séparables.
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Posons
et

Y={h|@/)(V))Ry(h £, )}

ou Ry et Ry sont deux relations récursives. On a
X—-Y={h|(3e)3g)(¥j) (Vi) (Fe) (VK) (3 f)(Vm)(Vn)
[Re(e, g, ) &e;(k)=e(AG, k) &[Ry (e, f, m) v (e;(m)=h(m)]1}.

Le préfixe 3'13' vOv03ly03tyOV0 de cette forme prédicative se réduit en
VO, d’ou la démonstration. [

COROLLAIRE : Soit @ : £} — P((0{1}*)®) I'extension emsembliste de la fonc-
tiono :N® - (0{1}*°:

e(N=v(SO). VA . ... V..,

o : N —(0{1}* code lentier i par Y (i)=0 1~

Alors (®(X))* et (®(Y))? sont deux ensembles non séparables de la classe
=l

(Méme démonstration que ci-dessus, en utilisant le fait que ®(X) et ®(Y)
sont deux ensembles non séparables de la classe Z}.)

Forts de cette série de lemmes, nous abordons maintenant la partie centrale
de la...

Démonstration du théoréme : Soient P=®(X) et Q=®(Y), ou X et Y sont
les ensembles de fonctions du lemme 14. Puisque P et Q sont dans Xi, on
peut faire correspondre a ces ensembles de chaines binaires deux programmes
simples p et g admettant respectivement P\J{0,1}* 1 et QU {0,1}*L®
comme ensembles des traces de leurs calculs simples. Notre intention est de
montrer que Tp et Tq ne sont alors pas distinguables par test, ce qui suffit a
prouver le théoréme puisque P—Q est non vide.

Supposons tp et tq séparables. Soient alors C, t et sat les contexte,
programme de test et degré de satisfaction qui les distinguent, i.e. vérifient
Cltp]sat t<C[14q] sat t. Posons x m¢y y si ~ (xmayy) alors nous pouvons
supposer sat € { mgy, must }.

En vertu des lemmes 6 et 7, puisque Q est inclus dans P, on a alors

Cltp] sat t = C[tq] sat t.
Donc Cltq] sat t s> C[tp] sat t.
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Soit 2 I'ensemble des calculs ouverts €, de C[tp] pour lesquels P'un des
calculs clos maximaux de (C[tp]|t) se décompose en (% » € avec €, dans
Echecs si sat=must, ou dans Succes si sat=mdgy. Par les lemmes 12 et 13,
Pensemble 2 égal & {(¥\\C)*| € €2} est dans . Pour toute fonction £, soit
traces ( f) la fonction telle que (traces (f)) Vi soit égale pour tout i a la trace
du calcul ouvert représenté par fVi (s’il existe). Alors clairement, ’ensemble
P ={traces (f)|f € } estdans X..

Maintenant, puisque p et g sont des programmes simples qui ont les
mémes traces finies, I'assertion (C[tq] sat t# C[tp] sat t) entraine par le
lemme 7 la conclusion 2'N(QU{0,1}*1°*=¢F, tandis que
2" N (PU{0, 1}* L) ¥ par construction. Soit R 'ensemble de traces infi-
nies donné par

{g|Bfe?) @D V) (g=f"&g()#1)}.

R et R* sont deux ensembles de la classe T!, et R* sépare nécessairement P*
et Q4, ce qui est impossible. W

Remarque : La non séparabilité a été démontrée pour la version standard
(non équitable) de C.C.S. Un examen détaillé montre que la démonstration
qui a été donnée reste valide en remplagant la notion de calcul clos par celle
d’EQ-calcul clos pour I'une quelconque des contraintes usuelles d’équité.

IV. QUELQUES CONCLUSIONS

Parvenus au terme d’une étude dans laquelle nous avons amalgamé langa-
ges et processus, il nous reste a justifier ce rapprochement et a tirer les
enseignements de nos résultats quant aux modéles du parallélisme.

L’exemple de la séparabilité montre que certaines propriétés essentielles
des classes de langages infinitaires sont a ce jour insuffisamment explorées :
celles dont la transposition finitaire est triviale. La considération de ces
propriétés peut étre motivée par des questions liées aux théories des processus
communicants et de leur observation, sources possibles d’un enrichissement
de la problématique des langages. (Le peu de méthodes disponibles pour
former des classes de langages infinitaires a partir de classes finitaires montre
en outre I'intérét des calculs de processus communicants pour la définition
directe de ces classes).

Le rapport entre (classes de) processus et (classes de) langages infinitaires
est plus étroit que ne I'indiquent les remarques précédentes. Nous donnons
ci-dessous quelques arguments a I'appui de la thése selon laquelle I'extension
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d’un processus est ou s’apparente a un langage infinitaire dans toute sémanti-
que « observationnelle » des calculs de processus communicants.

Un temps infini est certainement nécessaire au constat du refus continu
d’une action par un processus. Si les refus de ce type sont observables, alors
les suites infinies d’actions d’un processus le sont aussi, car leur observation
ne demande pas davantage de temps. Les domaines w-algébriques [4,14] ne
sont donc pas appropriés a la construction de sémantiques
« observationnelles » des calculs de processus. Tout objet d’un domaine
w-algébrique est par définition la borne supérieure de ses approximants finis,
représentant autant de propriétés finies. Or on connait des processus qui
présentent exactement les mémes propriétés finies (mémes suites et ensembles
d’actions possibles, garanties ou refusées...) et qui différent uniquement par
leurs suites infinies d’actions visibles (e. g. les processus p et g considérés dans
la preuve du dernier théoréme).

Comme la notion d’algébricité, la notion d’ordre d’amélioration [4,14] qui
sous-tend la plupart des travaux classiques en sémantique dénotationnelle
nous semble mal appropriée a la modélisation des calculs de processus. Un
préordre fondé sur I’observation est défini par un critére qui permet de juger,
étant donnés deux processus, si I'un d’eux coopére plus ou mieux que I'autre
avec un processus tiers (I’expérimentateur). Ce critére peut étre simplement
I'inclusion des ensembles de comportements respectivement permis au proces-
sus tiers par les processus soumis a la comparaison : le préordre considéré
est alors un préordre d’implémentation. Dans tout autre cas de figure, le
critére utilisé est un critére de test car il est nécessaire d’attribuer a chaque
exécution du processus expérimentateur un poids dans une échelle de succés
ou d’échec. Les processus qui ne sont pas distingués par test ont alors méme
représentation dans le modéle du préordre, or nous avons montré que certains
de ces processus différent par leurs suites infinies d’actions visibles. Dans le
cas d’un préordre d’implémentation, le domaine sémantique le plus naturel
est un domaine ensembliste, ordonné par inclusion, dans lequel les éléments
des ensembles représentent les propriétés observables des processus. Puisque
les suites infinies d’actions visibles des processus sont des propriétés observa-
bles, ces ensembles sont ou s’apparentent a des langages infinitaires. Le
modele équitable de C.C.S. présenté dans [2] a été construit selon ce principe.

ANNEXE

Nous donnons ici les preuves des lemmes 8 a 11. La notation
(x,=ty, ..., x,=t,) doit étre interprétée comme
recy (xy...x,)o(ty. . .t,)
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So, Sy, S, et S5 désignent les renommages les moins définis tels que
So(@)=S8,(0)=S,(x)=a et S;(@)=o" pour ae{0,1}, S,(2)=2 et
S, (=8;(2)=2".

Preuve du lemme 8 : Si 2 est le signal de détection du passage a vide, le
comportement recherché est celui du programme PILE donné par la définition
récursive

(z=((1. (x; [ x[S3D+0. (xo | x[S3D)[S2]] 2. 2. 2) [S,),

Xo=0.(2".x+1".x,+0".x5)+0.(0". x0) + 1. (0". x,),

X =T. Q2 x+ 1 x40 . x)+0. (T xg)+ 1. (T x,),
x=2.NIL+0.(xo|x[S5)+1.(x; | x[S3])-

Preuve du lemme 9 : Le comportement recherché est celui du programme
donné par la définition récursive

(z=(PILE[S;]| x,) [S,],
Xo=T.0".x,+7.1.x, +7.y,
x,=1.0.x,+1. 1. x,+7. y,,
Yo=0.0.y,+1".1.y,4+2".y,,

Yi=T.Yy.)

Preuve du lemme 10 : 1l suffit de construire un programme C.C.S. dans
lequel coopérent un automate d’états finis, qui représente le programme de
la machine et mémorise son état programme, et deux piles qui représentent
la bande de la machine, scindée en ses portions a gauche et a droite de la
téte de lecture (PILE[T,] et PILE[T,]). Or la correspondance entre automates
d’états finis et systémes de définitions récursives est évidente. L’arrét de la
machine avec le résultat n peut en particulier étre simulé par une transition
C.C.S. dont le terme d’arrivée est observationnellement équivalent [11] a
un terme de la forme : (PILE[Tg]|(z=start...,...)|(PILE,,[T,,]), dans lequel
(z=start...,...) est 'automate d’états finis en attente du lancement d’une

nouvelle exécution par la commande start, et PILE 5 (—l>)"+1 PILE,.
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Preuve du lemme 11 : A chaque langage A de la classe X}, on sait faire
correspondre une relation récursive R, telle que

A={f|(3h)(Vi)RA(f[0. .., h[0...iD},
ougl0...i]=<g),<g), ...g@)>...>.

Notons % (j) 1a chaine 11 *# ¥ et posons :
hjusque i=h(0).0.A(1).. ... h().0.
Si f varie dans N — {0, 1}, '’ensemble de chaines
{£0).f£(1)...f(@).hjusque ilRL(f[O. ..}, h[0...iD},

ou R, correspond au langage L, est récursif. Soit ®, sa fonction caractéristi-
que, et soit PHI;, l'automate (z=start....,...) de la machine de Turing qui
calcule @;.

Alors le programme g, a la structure
(PILES, |(PHI, | CONTROLE) | PILES,) [S,],
ou
PILES,=PILE([T,]| PILE[F,] | PILE[H,]
et
PILES,=PILE[T,]| PILE[F,]| PILE[H ].

Le couple (PILE[T,], PILE[T,]) simule la bande de la machine de Turing.
Les autres jeux de piles appariées simulent deux bandes auxiliaires utilisées
pour représenter respectivement f(0). . .f (i) et h jusque i. Afin de fixer les
notations, posons S, (a)=o pour Se{T, F, H} et ye{g, d}. Le paragraphe
suivant donne quelques indications sur [l'algorithme du programme
CONTROLE donné a la fin du texte.

A TD’initialisation, la métavariable i vaut O et toutes les piles sont vides. Au
début de la n+2-iéme étape, la métavariable i vaut n+1, les données
f(0)...f(n) et h jusque n sont rangées dans les piles de gauche réservées a f
et h, et les autres piles sont vides. Pour chacune des valeurs successives de i,
les opérations suivantes sont effectuées :

1. choisir aléatoirement f (i) et 'empiler a gauche;

2. choisir aléatoirement k(i) et empiler & gauche % (i).0;
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3. recopier k jusque i sur la bande de la machine de Turing (PILE[T,]) et
dupliquer cette donnée dans la pile de droite réservée a h;

4. recopier f(0). . .f (i) sur la bande de la machine de Turing et dupliquer
cette donnée dans la pile de droite réservée a f;

5. lancer I'exécution de PHI, (commande start) et attendre le résultat; si
ce résultat est 0 (codé par 1.0 dans la pile), adopter le comportement
purement divergent (t®), sinon passer a la suite;

6. transférer le contenu des piles de droite dans les piles de gauche;
7. imiter le comportement f (i).
CONTROLE est donné par la définition récursive

(x,=0/.x,+1/.x,,

Xy =105 y2=10.y,+0}. x5,
x3=00.05.05. x5+ 10 T5. Ty x5+ 25 x,,
xa=0].0.04. x4+ 17. T/ . Ty x4 +2] . xs,

xs=start. 15.(04. ys+15.05. Xg), Ys=T.Ys,
x6=0§.00. xs+15.T5. x5+ 25. ys,
Y6=0§.00. ye+11. 1) . ys+2]. x5,
x7=05.0.0.x,+1/.1/. 1. x,).
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