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SUR L'AUTO-STABILISATION
DANS UN RESEAU D'ORDINATEURS (")

par Maurice TCHUENTE (1)

Communiqué par J.-F. PERROT

Résumé. — On étudie le nombre minimal d’états nécessaires d I'auto-stabilisation sur une boucle et
sur une chaine d’automates finis, ce qui fait apparaitre le caractére optimal de deux algorithmes de
E. W. Dijkstra. Ensuite, on présente des méthodes récurrentes permettant de construire sur un réseau
connexe donné, une classe d’algorithmes d’exclusion mutuelle auto-stabilisants, définis a partir
d’algorithmes associés d des sous-réseaux qui le recouvrent; dans le cas particulier d’une chaine, on
exhibe un algorithme récurrent qui se stabilise deux fois plus vite que celui proposé par E. W. Dijkstra.

Abstract. — Minimum-state solutions to self-stabilization in a ring and in a chain of finite state
automata are studied; the results show that two of E. W. Dijkstra’s algorithms are optimal. Further, we
present recurrent algorithms for the construction of self-stabilizing networks of finite state automata,
which are based on algorithms defined on sub-networks; for the particular case of a chain, we exhibit a
recurrent algorithm whose stabilization time is two times less than that of E. W. Dijkstra.

INTRODUCTION

Considérons un ensemble de N + 1 ordinateurs M; (i=0, ..., N)ayant entre
eux un réseau limité de connexions représenté par un graphe G d’ordre N +1;
deux d’entre eux M;, M; sont dits voisins si les sommets i, j sont adjacents
dans G.

On suppose que ces machines doivent partager une ressource commune non
utilisable simultanément par deux d’entre elles; une machine autorisée a accéder
a cette ressource est dite privilégiée. Il est alors nécessaire de définir un
algorithme qui, en cas de demandes simultanées, accorde le privilége en
exclusion mutuelle, c’est-a-dire a tour de réle. Chaque machine M; doit alors, en
plus des variables affectées & son programme particulier, disposer d’une variable
de coopération x;.

(*) Regu mars 1979, révisé décembre 1979.
(*) Laboratoire .M.A.G., Grenoble.
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48 M. TCHUENTE

Dans le cas d’un systéme centralisé, toutes les variables de coopération sont
rangées dans une mémoire centrale; x; est accessible en lecture pour toutes les
machines du réseau mais ne peut étre modifié que par M; et, de plus, on peut
supposer I’existence d’une variable globale accessible en lecture-écriture a toutes
les machines. Par contre, dans le cas des systémes répartis qui nous intéressent, il
n’y a pas de mémoire centrale et aucune variable n’est accessible en lecture-
écriture a plusieurs machines; de plus, la variable x;, qui est gérée par M;, ne peut
étre lue que par les machines voisines.

Si on a par exemple un réseau en boucle, et si deux machines M;, M; ont des
voisinages disjoints, on peut, pour tout algorithme d’exclusion mutuelle, trouver
des configurations pour lesquelles elles sont simultanément privilégiées. E. W.
Dijkstra, dans son article intitulé « Self-stabilizing systems in spite of distributed
control » [1]a donc introduit, pour les algorithmes d’exclusion mutuelle dans un
systéme réparti, la propriété importante d’auto-stabilisation; cela signifie que,
pour toute configuration de départ et pour toute évolution au cours de laquelle
chaque machine est privilégiée une infinité de fois, le systéme doit au bout d’un
temps fini, arriver a un régime d’exclusion mutuelle.

Ici, nous nous intéressons d’abord a la complexité de la propriété d’auto-
stabilisation; pour cela nous étudions, dans les cas de réseaux en boucle ou en
chaine, le nombre minimal d’états possibles dont chaque machine doit disposer
pour que I'auto-stabilisation soit réalisable.

Nous introduisons ensuite des méthodes récurrentes permettant de construire
sur un réseau connexe donné, une classe d’algorithmes d’exclusion mutuelle
auto-stabilisants définis & partir d’algorithmes associés a des sous-réseaux qui le
recouvrent. L’intérét de cette approche réside notamment dans le fait qu’elle
conduit directement au théoréme d’existence de solution pour un réseau connexe
quelconque, & partir de la solution triviale associée a un couple de machines.
Comme exemple d’application, nous exhibons, dans le cas d’une chaine, un
algorithme optimal du point de vue du nombre de variables d’état; cet
algorithme se stabilise deux fois plus vite que celui proposé par E. W. Dijkstra,
phénomeéne qui se justifie intuitivement par le fait que, contrairement a celui
présenté dans [1], il garantit toujours ’exclusion mutuelle entre deux machines
voisines.

0. NOTATIONS ET DEFINITIONS

Soit G=(S, I') un graphe non orienté tel que :
— §={0,1, ..., N} est I’ensemble des sommets;
— pourieS, T'(i))={iy, i, ..., i, } =S désigne les sommets adjacents 2 i.

R.AIR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



AUTO-STABILISATION DANS UN RESEAU D’ORDINATEURS 49

En chaque sommet i€ S est placé un automate fini M; tel que :

— Q; est I'ensemble des états (Q; fini non vide);

— siT@)={iy, iy, ..., i, },i,<i<...<i,, alors 'ensemble des entrées est
constitué par les états des machines voisines :

Qi XQi,x ... %0
— sa fonction de transition est une application :

0;0 0;xQixQ,x...xQ; -0,
N
Un état (ou une configuration) du systéme, x€ [ | Q; se note x=xox; ... Xy
ou x; désigne I’état de M. i
Une machine M; est dite privilégiée (ou activable) dans la configuration
X=Xy X, ... Xy si elle peut changer d’état :

8 (x;, Xiys Xiyy <o xi,):léxi [r(i)={i1, iy vous iy }]

On dit qu’une configuration est légitime si elle admet exactement une machine
. privilégiée; une configuration n’admettant aucune machine privilégiée est dite de
blocage.

Si x n’est pas une configuration de blocage, et si { M;, i€ I } est 'ensemble des
machines privilégiées dans x, on appelle A-transition partielle, ou activation, le
passage de x a un état y tel que :

_ ) _ x; sii¢ld,
Y=JYoYue--Iw o Y= 8i(xis Xy - » x); TW)={iy, ..., 1.}, ieJ,

avec J partie non vide de 1.

On dit alors que { M, jeJ} est I’ensemble des machines activées lors du
passage de la configuration x 4 la configuration y. Lorsque I a plus d’un €lément,
il y a plusieurs activations possibles a partir de x, mais si x est une configuration
légitime, 'unique A-transition définissable a partir de x est celle qui active
I’'unique machine privilégiée dans x.

Une séquence d’activations est dite réguliére si chaque machine y est activée
une infinité de fois.

Le systéme est dit en exclusion mutuelle si :

— 1l est dans une configuration légitime;

— partant de x, on peut définir une et une seule séquence réguli¢re
d’activations et de plus dans cette unique séquence, chaque machine est activée
une infinité de fois.

vol. 15, n°1, 1981



50 M. TCHUENTE

Un algorithme d’exclusion mutuelle est dit auto-stabilisant si :

— & partir de toute configuration initiale, il existe au moins une séquence
réguliére d’activations; _

— pour toute séquence réguliére d’activations associée a une configuration
initiale x, on aboutit en un nombre fini de pas a un régime d’exclusion mutuelle.

Evidemment, un tel algorithme n’admet pas de configuration de blocage. Le
temps de stabilisation d’un tel algorithme est le nombre maximal de pas qu’il faut
accomplir avant d’atteindre le régime d’exclusion mutuelle, ce maximum étant
pris par rapport a toutes les configurations de départ et a toutes les séquences
réguliéres d’activations.

11 est clair que, dans la pratique, on recherchera des algorithmes pour lesquels
le nombre de variables d’état, le temps de stabilisation et le nombre maximal de
changements d’état avant le régime d’exclusion mutuelle, sont aussi petits que
possible.

1. EXISTENCE DE SOLUTION SUR TOUT RESEAU CONNEXE

Nous allons montrer comment I’algorithme de Dijkstra défini sur une boucle,
permet de déduire I’existence d’une solution pour tout réseau connexe.

Soit donc la boucle : -

Figure 1

Chaque machine M; est reliée & M;_, et M;,,, les indices étant calculés
modulo N.

Description de I'algorithme

Les fonctions de transition sont écrites comme des instructions du type
algol W. Toutes les machines ont pour ensemble d’états :

{0,1,2,..., K}, ou K est un entier, K>N;

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



AUTO-STABILISATION DANS UN RESEAU D’ORDINATEURS 51

machine M, :
si x[0]=x[N] alors x[0]: =x[0]+ 1 modulo K;
machine M;; 1Zi<N
x[i]:=x[i—1].

PrOPRIETES : 1. Il n’y a pas de configuration de blocage.

2. A partir d’une configuration quelconque x, I’application d’une séquence
réguliére d’activations permet d’obtenir apres au plus N changements d’état de
M, une configuration de la forme a"*'.

3. Le nombre maximal de changements d’¢tat de M, avant qu’on n’atteigne
une configuration de la forme a"*' vérifie :

0(0)=N; eo@)=0(i—-1)+1, i=1,...,N.

Démonstration : 1. Facile a vérifier.
2. Soit x une configuration de la forme :
X=0g oy ... oy, n>0, no+ny+...+n,=N+1.

Les o} tels que n; >0 sont appelés composantes de x. Aprés N changements

d’état de Mg, on a nécessairement une configuration de la forme :
(oco+N)"’°(oc0+N—~1)'"‘...ocgw, mo >0, m;=20, 1ZiZN.
Comme K>N,on a:
do+i#dg+ N, i=0,...,N-1

et M, ne peut & nouveau changer d’état que dans la configuration (otg +N)" *'.

3. @ (0)=N d’apres ce que nous avons démontré plus haut. Pouri=1, ¢ (i) est
le nombre maximal d’états différents que M;_, peut avoir pendant la période
considérée, et vaut donc @ (i—1)+1.

PROPOSITION : L’algorithme est auto-stabilisant. De plus, avant qu’on n’atteigne
le régime d’exclusion mutuelle, on peut avoir au plus (3/2)N(N+1)—1
changements d’état et le temps de stabilisation est (N(N +3)/2)—2.

Démonstration : Les propriétés démontrées plus haut entrainent que, pour
toute séquence réguliére d’activations on obtient au bout d’un nombre fini de
pas, une configuration ayant au plus deux composantes, et on vérifie aisément
qu’on est alors dans le régime d’exclusion mutuelle.

vol. 15, n°1, 1981



52 M. TCHUENTE

Avant la stabilisation, les configurations ont au moins trois composantes, et si
de plus, toute activation conduit & une configuration légitime, on a
nécessairement :

x=a""'be, a,b, c distincts.

En utilisant les propriétés démontrées précédemment, on voit que le nombre
total de changements d’état avant la stabilisation est inférieur ou égal a :

eO)+o()+... +(p(N—1)+(p(N)—1=—;—N(N+1)—1.

Pour atteindre cette borne, on part de :
x=a(@+N-1)(@a+N-2)...(a+1)a.

Pendant N étapes consécutives on active simultanément toutes les machines,
et on continue avec la séquence :

N,N—1,N,...,i,(i+1),...,N, ...,
2,3,...,N-1,1,2,...,N=2,{N—-1,N}.

On vérifie que ceci correspond aussi au nombre maximal d’étapes avant la -
stabilisation, cf. [2].

COROLLAIRE : Il existe, pour tout réseau connexe, un algorithme d’exclusion
mutuelle auto-stabilisant.

Démonstration : Soit S35, S, ... S,Sy, m2N un cycle non nécessairement
¢lémentaire, passant par tous les sommets du graphe G sous-jacent au réseau. A
partir d’un algorithme défini sur cette boucle virtuelle et utilisant les variables y;,
j=0, ..., m,on définit sur le réseau, un algorithme en associant a chaque M; un
vecteur €tat :

xi=(yj,, Vi -+ ,Vj,),

ou {j, ..., js} est I’ensemble des occurences du sommet i dans le cycle.

Il est clair que I’auto-stabilisation qui est acquise pour les y; le sera a fortiori
pour les variables x;.

CoMMENTAIRE : Comme le montre la figure ci-dessous, la boucle virtuelle
définie au corollaire précédent peut avoir beaucoup plus de sommets que le
graphe initial, ce qui se traduit notamment par un temps de stabilisation trés
long. Les algorithmes récurrents que nous allons présenter au paragraphe 4
permettent de mieux tenir compte des caractéristiques du réseau.

R.A.L.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics
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Figure 2
2. CAS D’UNE BOUCLE

Dans ce paragraphe, on étudie le nombre minimal d’états nécessaires a I’auto-
stabilisation sur une boucle.

PROPOSITION 2. 1 : Soit une boucle de N + 1 machines dont chacune a deux états

possibles. On peut y définir un algorithme d’exclusion mutuelle auto-stabilisant si
et seulement si N <3.

Démonstration : Condition suffisante : il suffit de considérer les algorithmes ou

toutes les configurations sont légitimes, et qui sont entiérement déterminés par
les évolutions ci-dessous :

Xo Xy _ - _ -
/ \ XgXyXy ¢ XgXy Xy € XgXy Xy < XgXy X3

X X4 Xo Xy

N

Xo X1 XoX; Xy = XgXj Xy = XgXy Xy = XoX1 X,
Xo X1 X3X3 = XgX{ XaX3 = XX, XpX3 = XoX; X5 X3
XoX1 Xy X3 ¢ XgX; X3 X3 ¢ XoX; X X3 & XoX; X5 X3
Xo Xy X3 X3 < XoX{ X3 X3  XoX; X X3 < XoX; 5‘_2_;3

Xg X1 X3 X3 = XXy X5 X3 — x0x1§2x3 = XoX; X X3

vol. 15, n°1, 1981



54 M. TCHUENTE

Condition nécessaire : on raisonne par I’absurde. Si on avait une solution pour
N =4, alors I’évolution en régime d’exclusion mutuelle serait nécessairement, a
une permutation prés, de la forme suivante :

XoXq+e Xy = XgXqXgeo Xy = .0.=> Xg-. Xy_; Xy

xoxl...xN/ \f
/ 0

AN

Xo- o Xy Xy it Xg X Xpe o Xy & XgXp... Xy

Dans ces conditions, en partant de la configuration :
Xo X1 Xy« XN_1 XN
et en appliquant la séquence réguliére d’activations de période {1}, {2},
{N—-2},{0},{N}, {N—1}, on aurait ’évolution ci-dessous :
XoX1. - Xy Xpy = XoXq Xge Xy | Xy =>02=> XoXq.. Xy_yXy_; Xy
Xo XXy 2 X, Xy X Xp.. Xy_yXy_; Xy

XoX1.- - Xy_2 Xy Xy S Xg Xy Xy_aXn_1 Xy

XoXq oo Xy a2 Xy Xy oot XgXg.. Xy_ Xy & XoXy-- Xy_yXn_; Xn
Ceci est contraire a l’auto-stabilisation puisque, dans la configuration
XoX{ Xy .. Xn_1Xy, Mg €t M, sont privilégiées.

COROLLAIRE 2.2 : L’algorithme de Dijkstra a trois états sur une boucle est donc
optimal pour le nombre d’états.

ALGORITHME DE DIUKSTRA : Les machines ont pour ensemble d’états, les entiers
modulo 3;

machine M, : ‘
si x[0]+1=x[1] alors x[0] : =x[0]—1;

machine M;, O<i<N :
privilége & gauche :

si x[i—1]l=x[i]+1 alors x[i]: =x[i—1];
privilége a droite :
si x[i+1]=x[i]+1 alors x[i]: =x[i+1];

R.A.LR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics



AUTO-STABILISATION DANS UN RESEAU D’ORDINATEURS 55

machine My :
si (x[0]=x[N—-1]) et  (x[N—1j+1#x[N])
alors x[N]: =x[N—1]

COMMENTAIRE : L’analyse de cet algorithme se fait par une méthode analogue
a celle du paragraphe 1, en passant par les étapes suivantes :

— il n’y a pas de configuration de blocage et la stabilisation est acquise des
qu’on a une configuration ayant au plus deux composantes;

— entre deux changements d’état de M, les autres machines ne peuvent
changer d’état qu’un nombre fini de fois;

‘— pour toute séquence réguliere d’activations, M, change d’état une infinité
de fois; .

— partant d’une configuration a p composantes, p=3, si M, change d’état
deux fois, on obtient une configuration ayant au plus p—1 composantes.

On peut montrer que le temps de stabilisation de cet algorithme est supérieur a
2
n“+2n-17.

3..CAS DE LA CHAINE

Dans ce paragraphe, nous étudions le nombre minimal d’états nécessaires a
I’auto-stabilisation sur une chaine.

MO_MI_"'—Mi—l_Mi_Mi"}'l_"'_MN

Figure 3

PROPOSITION 3.1 : Sur une chaine de N + 1 machines ayant chacune deux états
possibles, on peut définir un algorithme d’exclusion mutuelle auto-stabilisant si et
seulement si N=1.

Démonstration : Condition suffisante : proposition 2.1.

Condition nécessaire : supposons qu’il existe une solution avec N=2. On a
alors, en régime d’exclusion mutuelle, une évolution de la forme :

X=XQX{ oo XN—>Xg Xy «vo XN—>XX; Xg oo XN =«

Comme M, et M, doivent, a un instant ultérieur, passer respectivement aux
états x, et x,, on a :

8o (X0, X1)=%g = 8(XoX;)=xo,
82(x2, X15 x3)=-x2 = 62(x2, .)?1, X3)=£2.
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56 M. TCHUENTE

Finalement, dans la configuration X, X, x, . . . Xy, M, et M, sont toutes les
deux privilégiées, ce qui est contradictoire.

PROPOSITION 3.2 : Sur une chaine de N + 1 machines dont chacune a trois états
possibles, on peut définir un algorithme d’exclusion mutuelle auto-stabilisant tel
que, en régime d’exclusion mutuelle, le privilége circule de maniére cyclique avec la
période :

0,1,....,N-1,NN—=1,N=2, ..., 1

si et seulement si N <2.

Démonstration : Condition suffisante : le cas N = 1 est trivial. Si N = 2, il suffit
d’imposer en régime d’exclusion mutuelle, ’évolution ci-dessous, et de la
compléter convenablement :

XgXy Xy = XXy X; = XXX, = XoxX'| X, = X x| x5 = xg'x{' X
XoX{' Xy « XoX{ X3 = XXy X{  xg' Xy xXf = X%, x5 X%, %]

Condition nécessaire : si I’on avait une solution pour N =3, I’évolution en
régime d’exclusion mutuelle serait nécessairement de la forme ci-dessous :

’

XoXy.. . Xy = XgXp.o Xy =>. .. Xg... Xy Xy = XoX... Xy

1 ’ l ’ " ’
Xo X1 Xp...Xy XoX' 1w XX Xy

-, —

’ ! ’ A r ’
XoXpe. Xy 3 XN 23Xy Xy

-—————

! n 1 ’
Xo X1 . X'y_, Xy XoXi o XNy Xy

XoXi' x5 ...xy_;xy serait alors une configuration de blocage, ce qui
contredirait I’auto-stabilisation.

COROLLAIRE : Si I'on impose qu’en régime d’exclusion mutuelle le privilége
circule avec la période :

0,1,...,N=1,N,N—-1,...,2,1 (N23),

alors lalgorithme de Dijkstra a quatre états sur une chaine est optimal pour le
nombre d’états.

R.A.IR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics
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ALGORITHME DE DUKSTRA : La variable d’état de la machine M, est le couple
(ui, x;)e{V,F} x {0,1}:
machine M, :

On a constamment u[0]=V :

si (u[1]=F) et (x[0]=x[1]) alors x[0] : =x[0];

machine M;, 0<i<N :
Privilége & gauche :

si (x[i—1}#x[i]) alors

début x[i]: =x[i—1];
uli]: =V

fin

Privilége a droite :

si (x[i]=x[i+1]) et (uf[i]=V)et (u[i+1]=F)
alors ufi}: =F

machine My :
On a constamment u[N]=F :

si x[N]#x[N—1] alors x[N}: =x[N—-1].

CoMMENTAIRE ; La preuve de validité de 1’algorithme de Dijkstra se fait par
une méthode analogue aux cas précedents :

— il n’y a pas de configuration de blocage;

— entre deux changements d’état de M,, les autres machines ne peuvent
changer d’état qu’un nombre fini de fois;

— partant d’une configuration ayant p composantes, p=2, on a avant le
second changement d’état de M,, une configuration ayant au plus p—1
composantes;

— pour toute séquence réguliére d’activations, M, change d’état une infinité
de fois;

— lerégime d’exclusion mutuelle est atteint dés qu’on a une configuration ou
M, est privilégiée et qui a une seule composante :

VF ... FF.
aa a a

Le temps de stabilisation de cet algorithme est N2—N et, avant qu’on
n’atteigne le régime d’exclusion mutuelle, on peut avoir au plus N2—N+1
changements d’état.

vol. 15, n°1, 1981



58 M. TCHUENTE

4. ALGORITHMES RECURRENTS

Dans ce paragraphe, nous présentons des méthodes permettant de construire,
sur un réseau donné, une classe d’algorithmes d’exclusion mutuelle auto-
stabilisants définis a partir d’algorithmes associés a des sous-réseaux qui le
recouvrent.

DEFINITION : Soit @, Q' deux ensembles tels que Q<Q’; deux suites
s={4qi}iz1, 8= {q}};21 de Q et Q' sont dites compatibles si s est la trace de s’
sur Q, c'est-a-dire si s est la sous-suite de s’ correspondant aux g; qui
appartiennent a Q.

PROPOSITION 4.1 : Soit G;=(S;, I';), i=0, ..., n—1; n réseaux sur lesquels
sont définis des algorithmes d’exclusion mutuelle auto-stabilisants et tels que :

(@) les S; ont en commun un sommet unique; la machine placée en ce sommet sera
appelée machine centrale;

®) Qoc0,S...€0,_1,0uQ,est’ensemble des états possibles de lamachine
centrale dans G;;

(¢c) pour tout qe Q,, les suites des états possibles de la machine centrale a partir
de ¢, dans les réseaux G;, j=i, sont compatibles.

Alors :
. v
Il existe sur G= \U G, un algorithme d’exclusion mutuelle auto-stabilisant ou
i=0
toutes les machines conservent le méme ensemble d’états possibles a 'exception de
la machine centrale dont la variable d’état devient :

(4,7)€Q,-1x {0, 1, ..., n—1}.

DESCRIPTION DE L’ALGORITHME : On convient que, si 1’état de la machine
centrale est g¢ Q;, alors elle est privilégiée dans le sous-réseau G; (les G; sont
appelés branches de G).

Machine centrale :

début : si elle est privilégiée dans G, relativement a g alors
v : =y+1 modulo n;
si elle est privilégiée dans toutes les branches relativement
agq
alors g : =@(q); (trgnsition prévue dans G,_,).

fin

Machines voisines de la machine centrale :

si elle est privilégi¢e dans 'unique branche G; a laquelle elle appartient et si
y=i alors q.: =¢;(g) (transition prévue dans G,).

R.A.ILR.O. Informatique théorique/Theoretical Informatics
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Autres machines :
aucun changement.

Preuve de validité : Les transitions de la machine centrale M, par rapport a g,
et celles des autres machines, respectent les régles associées aux réseaux G;
auxquels elles appartiennent. L’introduction du pointeur y dans la machine
centrale a pour unique conséquence de retarder dans certains cas les transitions
des machines voisines de la machine centrale.

A tout instant, le sous-réseau G, évolue comme s’il était autonome; M finit
donc par y étre privilégiée et a la prochaine activation elle fait y : =y + 1; on voit
donc que, pour toute séquence réguliére d’activations, y prend de maniére

‘cyclique, les valeurs :
0,1,2,...,n—1.

De part la définition de I’algorithme, il existe un instant ou M est privilégiée
dans toutes les branches relativement & g; & la prochaine activation, elle fait :

y:=y+1, q: =¢(q).

et perd alors le privilége dans toutes les branches. En résumé, on a les propriétés
suivantes :

— achaqueinstant, la branche G, détient le privilége et se comporte comme si
elle était autonome;

— pour toute séquence réguliére d’activations, chaque branche détient le
privilége une infinité de fois.

En conséquence, chaque branche finit par se stabiliser; & partir du moment ou
I'unique privilége de chaque branche sera détenu par la machine centrale, le
pointeur y garantira I’exclusion mutuelle entre les branches et donc entre toutes
les machines du réseau G. L’algorithme est donc auto-stabilisant.

CoMMENTAIRE : 1. L’hypothése de la proposition précédente sur la
compatibilité des €tats assumés par la machine centrale dans les sous-réseaux est
assez restrictive. Nous exhibons dans la suite une construction qui supprime
cette condition.

2. Lorsque la machine centrale est privilégiée dans toutes les branches
relativement & g, la transitiony : =y + 1 peut étre remplacée par ’affectationa y
d’une valeur arbitraire de {0, 1, ..., n—1}.

3. Si I={i: M privilégiée dans G;}, I# {0, 1, ..., n—1}, la transition
v : =7+ 1 peut étre remplacée par v : = F(y) ou F est une fonction quelconque
vérifiant :

VYyel, F™(y)¢l, avec m=Card(I).
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ProrositioN 4.2 : Soit G;=(S,;, T,), i=0, 1, ..., n—1, n réseaux ayant en
commun un sommet unique, et sur lesquels sont définis des algorithmes d’exclusion
mutuelle auto-stabilisants.

Alors :
n—1

Il existe sur G= \U G; un algorithme d’exclusion mutuelle auto-stabilisant ou
i=0

toutes les machines conservent le méme ensemble d’états possibles d I'exception de
la machine centrale dont la variable d’état est

(q’ ‘Y)EQOXQIX"' >(Qn-lx {0’ 1’ ey n_l}’
Q; ensemble des états de la machine centrale dans G;.

Démonstration : 11 suffit de reprendre l’algorithme de la proposition
précédente en posant pour la machine centrale :

q=(q03 dis - -« qn—l);

une transition relative 4 g étant maintenant le changement. simultané des
composantes g; dans les sous-réseaux G;.

COMMENTAIRE : La proposition que nous venons de démontrer suppose que
les réseaux ont un seul sommet en commun. Nous allons maintenant exhiber une
construction valable dans le cas ou ils ont plus d’un sommet en commun.

ProrosiTion 4.3 : Soit G;=(S,;,T,),i=0, ..., n—1, nréseaux ayant au moins
un sommet en commun et sur lesquels sont définis des algorithmes d’exclusion
-mutuelle auto-stabilisants.
Alors :
n—1

Il existe sur G= \U G, un algorithme d’exclusion mutuelle auto-stabilisant ou
i=0

toute machine appartenant a un seul de ces réseaux conserve le méme ensemble
d’états.

Démonstration : Pour une machine M, soit :
Iy={i: M est dans le réseau G;}={i, ..., i }.
On prend, pour ensembles deé ¢états de M dans G,
Ou=0;, xQ;,x...xQ0,;.

Dans le réseau G, M peut alors étre privilégiée de k manicres différentes et
totalement indépendantes; tout se passe donc comme si G était une union de n
réseaux disjoints.
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On choisit ensuite une machine M, appartenant & tous les réseaux, et on
ajoute a sa variable d’état une composante y parcourant {0, 1,2, ...,n-1 }
Tout se passe alors comme si on avait n réseaux ayant une seule machine en
commun et on est ramené au contexte de la proposition 4.2.

Conséquence : L’application itérée des trois propositions précédentes permet
de construire sur un réseau connexe G, un algorithme d’exclusion mutuelle auto-

\

stabilisant défini a partir d’algorithmes associés a des sous-réseaux qui le
recouvrent.

Application : algorithme & quatre états sur une chaine
Cas de deux machines (rappel).
Machine M, (type 0) :
si x[0]=x[1] alors x[0] :=x[0].

Machine M, (type 1) :
si x[1]#x[0] alors x[1]:=x[0].
Hypothése de récurrence : supposons le probléme résolu sur toute chaine de
longueur <N de sorte que :
— les machines de bout de chaine aient deux états possibles;
— les autres machines aient quatre états possibles.
En appliquant I’algorithme de la proposition 4.1 a :

My—M,—...-M,,
Mi‘_Mi-f-l—"'_MN (0<1<N).
On obtient sur la chaine d’ordre N + 1 un algorithme ou :

— les machines de bout de chaine ont deux états possibles;
— les autres ont quatre états possibles.

DESCRIPTION DE L’ALGORITHME : Chaque machine a pour variable d’état :

[:g” ulile{G, D}, x[ile{0,1}.
On a constamment u[0]=D, u[N]=G.

G, D signifient gauche et droite respectivement.

Chaque machine M;, 0<i<N a par rapport a x[i] :

— un comportement de type 0 4 sa droite;

— un comportement de type 1 & sa gauche.
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Dans la représentation, on met a gauche de la barre 1’état du voisinage avec
une fléche sous 1’état de la machine considérée, et, a droite de la barre I’état

successeur; on adopte la convention G=D, D=G.

Machine M, :
D
x x| x
T
Machine M;, 0<i<N :
DuG|u DGul|D uDG|G
X x x | x; X x x| x; X x x| x
1 T 1
Machine M :
DG|G
X X | x
T

LEMME 4.4 : (i) Un privilége qui se déplace vers la droite (resp. gauche) ne peut
faire demi-tour que dans deux cas :

— réflexion en bout de chaine;

— rencontre de la sous-configuration :

DG (resp.D G).
o o o o

(ii) Un privilége qui se déplace a partir d’'une machine du bout de la chaine laisse
derriére elle une sous-configuration sans privilége.

(iii) Avant la stabilisation sur une chaine de 2 p machines, M, peut changer
d’état au plus p-1 fois.

Démonstration : (i) Supposons par exemple que M; regoive le privilege de
M;_; tout changement d’état de M; comporte une modification de u[i]; si M;
renvoie le privilege a gauche (u [i] : = G) cela signifie qu’on avait u[i]=D, et donc
que M, était privilégiée a droite, d’ou la situation annoncée.

(i1) Si par exemple un privilege se déplace a partir de M,, on montre
facilement par récurrence que, s’il atteint M; alors My, M, ..., M;_, ne sont
pas privilégiés.

(iii) Si la stabilisation n’est pas encore réalisée, on a au moins deux priviléges
dans le réseau; pendant ce temps, le privilége lié a tout changement d’état de M,
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doit donc se réfléchir sur une sous-configuration de la forme indiquée dans (i) et
on vérifie que ceci peut se produire p-1 fois au plus.

PROPOSITION 4.5 : Si @(N) et \(N) désignent respectivement le temps de
stabilisation et le nombre maximal de changements d’état avant la stabilisation,
sur une chaine de N machines, alors :

V2p-D=VU2p)=2(p—17+1;  0Qp-1)=e2p)=2(p—1)"
Démonstration : On vérifie aisément que :
V3)=0(3)=0; o@)=2  V(4)=3.

Supposons le résultat vrai pour p et considérons une chaine d’ordre 2 p+ 2,

on i
S’: Mo—Mx_Mz,

S”: MZ_M3_"‘_M2p+1_M2p+2’
S=5'uSs".
Un privilége d’une machine M, est dit de type S’ (resp. S'') si :
i<2 (resp. i>2)
ou :
i=2 et u[2]=G (resp. u[2]=D).
Siu[2]=G (resp. u[2] = D) alors un privilége de type S’ devient aprés au plus 4
(resp. 2) changements d’état dans S’, un privilége de type S”'.

Seule la machine M, peut transformer un privilége de type S’ en un privilége
de type S’ et, avant le régime d’exclusion mutuelle, ceci peut, d’apres le lemme
4.4 se produire au plus p-2 fois (resp. p-1 fois) si au départ u[2]=G (resp.
u[2]=D).

En conséquence, on a :

V(2p+2)smax{4+4(p-2)+V(2p), 2+4(p—1)+V¥(2p) } £2p°+1,

0(2p+2)<max {4+4(p=2)+9(2p), 2+4(p— 1)+ (2p) } S2p*.

Ces bornes sont atteintes comme suit : on part de la configuration :

DGDGDG ... DGDG
a0 oo oo ...0 000

D’abord, pour i=1, 2, ..., p—1 on procéde a lactivation de 0, 1,
2,...,2i—1,2i,2i—1,2i-2, ..., 1 dans cet ordre.

Ensuite on active : :
0,1,2,...,2p—3, 2p—2 dans cet ordre.
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Enfin on active simultanément 2p—1 et 2p+1.

Exemple :

DGDGDGDG
R R A

DDG.

a o o .

. G

.o
DDDDG.
oo oo o .
.G GG
oo o
DGDDDD. G
oo o oo . o

Nous ne mettons que les états des machines activées.

COMMENTAIRE : Pour I’algorithme de Dijkstra a quatre états sur une chaine,
ona:
v@2p)=2(p—-12p-1)+1, ©Q2p)=2(p—1)2p-1).
L’algorithme récurrent se stabilise donc deux fois plus vite. Ce phénoméne se
justifie par le fait qu’il se déduit de celui de Dijkstra par suppression, de certains

priviléges, ce qui, contrairement aux solutions de [1], lui permet de toujours
garantir ’exclusion mutuelle entre deux machines voisines.

Sur la minimisation du nombre d’états

Soit un réseau de N+ 1 machines reliées entre elles selon un arbre H; la
méthode récurrente permet d’y définir un algorithme ou la machine située au
sommet i a une variable d’état :

(x,7)e{0,1}x{0,1, ...,n—1},  n=dy(i) (degré du sommet i).
L’ensemble des états poséibles du réseau est donc :

N
2V x T du(i).
i=0
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Dans le cas d’un réseau connexe quelconque, on peut donc aborder le
probléme de la détermination d’un algorithme ayant peu de variables d’état en
recherchant un arbre H qui recouvre le réseau et tel que le produit des degrés de
ses sommets est minimal; ce probléme combinatoire est NP-complet [5].

CONCLUSION

L’exclusion mutuelle dans un systéme réparti est un cadre excellent pour
'illustration de certaines caractéristiques propres aux organisations de type
cellulaire. ‘

D’abord la seule existence de la solution montre qu’on peut réaliser un
comportement complexe, Iexclusion mutuelle sur un grand nombre de
machines, a partir d’algorithmes locaux trés simples ou chaque machine ne
communique qu’avec un trés faible nombre de voisines.

Ensuite elle montre I'aptitude de ces structures a 'auto-régulation; en effet
’auto-stabilisation signifie que, si a 1a suite du mauvais ajustement de la variable
d’état d’une machine, ’exclusion mutuelle est mise en défaut, alors au bout d’un
temps fini, le systéme revient de lui-méme a un état de bon fonctionnement, c’est-
a-dire d’exclusion mutuelle.

Enfin, elle permet de montrer la grande flexibilité de ces structures; cet aspect a
¢té étudié dans [2]; plus précisément, il y est expliqué comment on peut organiser
le systéme de maniére a ce que chaque machine puisse quitter le réseau ou au
contraire s’y insérer, sans compromettre le bon fonctionnement de ’ensemble.

L’approche récurrente permet d’obtenir une grande classe d’algorithmes qui
se stabilisent vite et dont le mécanisme est facile a comprendre; elle permet
d’obtenir le théoréme d’existence de solution pour un réseau connexe
quelconque a partir du cas trivial associé & un couple de machines.
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