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DETERMINATION
DE LA REPRESENTATION STANDARD
D’'UNE SERIE RECONNAISSABLE (")

par A. CARDON et M. CROCHEMORE (*)

Communique par J BERSTEL

Resumé — On étudie la mimnusation des représentations linéaires d’une série reconnaissable en
variables non commutatwes a coefficients dans un corps On décrit un algorithme de mimumisation
reprenant les grandes hignes de celui déja esquissé par M P Schutzenberger, et on montre qu’il peut étre
réalisé avec une complexité arithmétique en O (mn®), ou n est la dimension de la représentation imitiale et
m le cardinal de I'alphabet

Abstract — We study the mimmsation of linear representations of a recogmzable formal power
sei te 1n noncommutative variables and with coefficients in a field We describe a mimimisation algorithm
developing the basic 1deas of the one sketched by M P Schutzenberger, and we show that 1t can be
reahzed within arithmetical complexity O (mn3), where n is the dimension of the original representation
and m 1s the cardnal of the alphabet

INTRODUCTION

Les séries formelles en variables non commutatives sont une généralisation
naturelle des langages formels consistant essentiellement a attribuer a chaque
mot une multiplicité. Cette multiplicité peut apparaitre comme le degré
d’ambiguité d’un mot dans un processus de génération (ou de reconnaissance)
d’un langage : grammaire ou automate fin1 par exemple.

Les séries reconnaissables forment, dans ce cadre, la généralisation naturelle
des langages rationnels (ou réguliers) et aussi celle des séries rationnelles en une
variable (obtenues en développant en série le quotient de deux polyndémes). Ces
séries interviennent non seulement en théorie des langages [4, 7], mais €galement
comme un important moyen de calcul symbolique pour les asservissements
linéaires et non stationnaires [5].

On sait que, de méme que tout langage rationnel peut étre obtenu a partir d’un
automate fini, toute série reconnaissable peut étre obtenue a partir d’une
représentation linéaire du monoide libre. Dans le cas des séries en une variable,
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372 A. CARDON, M. CROCHEMORE

ces représentations correspondent aux relations de récurrence linéaire entre les
coefficients. On démontre [8] qu’a chaque série correspond une unique
représentation de dimension minimale, dite standard; ce résultat est a la fois une
généralisation de I’existence d’une relation de récurrence linéaire de longueur
mjnimale, et de I’existence d’un automate minimal.

Le but de cet article est de décrire la mise en ceuvre d’un algorithme de calcul
d’une représentation standard a partir d’une représentation linéaire, et d’en
évaluer la complexité. On montre que celle-ci est bornée par O (mn?), ou mest le
cardinal de ’alphabet et n la dimension de la représentation initiale.

L’algorithme originel de calcul d’une représentation standard (Schiitzenber-
ger [8]) repose sur la construction de bases d’espaces vectoriels dont on connait
un systéme générateur, et nécessite le calcul d’'un ensemble préfixiel maximal
associ¢ a une base contenue dans le systeme générateur [2]. On simplifie cet
algorithme en utilisant, par analogie avec la théorie des automates, la notion
d’accessibilité, et en déterminant des bases qui ne sont plus nécessairement
extraites du systéme générateur, et construites triangularisées. Grace a cette
modification, on peut mettre en ceuvre l’algorithme avec une complexité
arithmétique en O (mn?), alors qu’une méthode naive conduirait a un algorithme
en O (mn*). Toutefois, ’algorithme originel peut également étre réalisé en temps
O (mn?) en utilisant une procédure analogue a la décomposition L.U.P. d’une
matrice (voir [3]), mais sa constante de temps est plus importante que celle de
I’algorithme présenté ici.

On rappelle, dans la premiére partie de cet article quelques résultats classiques
relatifs & la projection d’une représentation sur une représentation standard.
Dans la seconde partie, on décrit 1’algorithme de standardisation en « pidgin--
algol » [1], puis on I’analyse et évalue sa complexité en nombre d’opérations
arithmétiques.

I. REPRESENTATION STANDARD D’UNE SERIE RECONNAISSABLE

Nous présentons quelques résultats connus sur les séries reconnaissables et les
notations qui sont nécessaires a I’exposé de 'algorithme de standardisation.

1. Séries reconnaissables

A désigne un alphabet de cardinal m et A* le monoide libre engendré par 4,
dont ¢ est I’¢élément neutre. K étant un corps, K {({ 4 >) désigne I’ensemble des
séries formelles en les variables non commutatives a de A. La valeur d’une série S
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REPRESENTATION STANDARD D’UNE SERIE RECONNAISSABLE 373

en un mot f de A* est notée (S, f), et ainsi nous écrivons S sous la forme :

S=3% ..

feA*
Les séries reconnaissables sont celles pour lesquelles il existe :

— un entier n>0,

— une forme linéaire A définie sur K", une représentation linéaire p de A*
dans le monoide multiplicatif K"*", et un vecteur p de K", avec la propriété :

VfieA*(S,f)=rnfp.

Nous dirons que (A, p, p) est une représentation de dimension n de la série S.

2. Matrice de Hankel

A une série S est habituellement associée ’application :

H . A*xA* > K,
(f, 9)— (S, f9),

dite matrice de Hankel de S et qui définit en fait un tableau infini dont lignes-et
colonnes sont indicées par les mots de A*.

La reconnaissabilité d’une série est équivalente a la finitude du rang de sa
matrice de Hankel. Ceci permet d’introduire la notion de représentation
standard : une représentation d’une série reconnaissable est dite standard si sa
dimension est égale au rang de sa matrice de Hankel.

Le théoréme suivant [S] précise ces notions :

THEOREME 1 : Soient K un corps et S une série de K {({ A>).
S est reconnaissable ssi # est de rang fini; et si S est reconnaissable alors S
admet une représentation standard.

Les représentations standards sont en fait les représentations de dimension
minimale.

3. Projection d’une représentation

Par analogie avec la théorie des automates, nous introduisons la notion
d’accessibilité d’une série reconnaissable. Notons que ceci correspond, dans le
cadre plus général des K-modules sériels, a la notion de compléte
commandabilité [6].
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374 A. CARDON, M. CROCHEMORE

Soit. (A, u, p) une représentation de la série S. On note & I’espace vectoriel
engendré par pA*.p et & celui engendré par A.pA*. On dit que la
représentation est accessible (respectivement coaccessible) lorsque sa dimension
est égale a celle de # (respectivement de &).

Si (A, p, p) et (A, w', p') sont deux représentations de S, on définit un
morphisme ¢ de (A, u, p) sur (A, p', p’) par :

p: &—-E'
vérifiant :

Vfed*, o.uf=p'fo,
p'=0p,
A=A .

Nous pouvons alors énoncer un théoréme de projection [6, 3] :

THEOREME 2 : Toute représentation d’une série non nulle se projette sur une
représentation accessible (respectivement coaccessible). Pour toute représentation
accessible, il existe un isomorphisme de représentation de celle-ci sur la
représentation standard.

On déduit notamment de ce théoréme que la représentation standard est
unique & un isomorphisme prés, et qu’une représentation est standard si et
seulement si elle est accessible et coaccessible.

II. ALGORITHME DE STANDARDISATION

Nous considérons une représentation de dimension n d’une série
reconnaissable. L’algorithme de détermination de la représentation standard est
constitué de deux étapes : dans la premiére nous projetons la représentation
initiale sur une représentation accessible; dans la seconde étape nous projetons
cette derniére représentation sur une représentation coaccessible. En vertu du
théoréme 2, cette derniére représentation est standard, et constitue la
représentation cherchée. En fait les deux étapes procedent de fagon duale I'une
par rapport a ’autre en échangeant lignes et colonnes, et nous n’expliciterons
donc que la premiere étape.

Cette premiére étape repose sur la détermination d’une base de & ; nous la
construisons triangularisée et ceci nous permet d’obtenir une complexité
arithmétique en O (mn?), avec une faible constante de proportionnalité.
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REPRESENTATION STANDARD D’UNE SERIE RECONNAISSABLE 375
1. Algorithme déterminant une représentation accessible

Soit une représentation (A, p, p) de dimension n d’une série reconnaissable :
on cherche une représentation accessible (A', ', p’) de la méme série.

L’algorithme détermine une suite maximale ¥ =(v,, v,, ..., v,,) de vecteurs
de I’espace vectoriel & engendré par L. p A*, telle que :

(1) Pensemble {v,, ..., v,,} soit libre;

(2) pour tout a de A4 et pour tout v, de ¥,v,. pa soit linéairement dépendant de
I’ensemble {v,, ..., v, }.

C’est relativement- a I’ensemble ainsi déterminé qu’est exprimée la
représentation accessible cherchée (A', p’, p’).

On construit la suite ¥ et simultanément la représentation p' par adjonctions
successives de vecteurs a la suite (v, ..., v,) des s premiers vecteurs de ¥~ déja
calculés, d’une part, et de lignes a la suite (0" a)y, . . ., (1" a),-,) deslignesde pu’ a
déja déterminées.

Le calcul des vecteurs de la suite ¥~ et de la représentation p’ se fait comme
suit :

(a) on choisit un vecteur v, dans # =(vy, ..., v,) et une lettre a de A4;

(b) on détermine le vecteur w de V’espace vectoriel E engendré par
{vy,...,v,} U {v,.pa}, de fagon que :

— siv,.paestindépendantde {v,, ..., v,},{v;, ..., v, w} engendre E, et le
systeme (v, ..., vy, w} soit triangularisé a 1’ordre des composantes pres,

— siv,.paest dépendant de {vy, ..., v, }, w=0;

(c) simultanément, on détermine le vecteur o des composantes de v,. L a sur
'ensemble { vy, ..., v, w} (ou {vy, ..., v, } siw=0). Cest ce vecteur a qui sert &
définir la r-ieme ligne de p’a.

En cas d’indépendance de v,. pa parrapporta { v, ...,v, } onpose v, =w,
et on ajoute ce vecteur a %

On répéte les étapes (a), (b), (c) pour les autres lettres de 4 d’une part, et
jusqu’a ce que tous les vecteurs de ¥ aient été examinés d’autre part.

L’algorithme se termine par le calcul de A’ et de p'.

Le calcul de w et de o définis dans les étapes (b) et (¢) se fait dans une procédure
auxiliaire DEP.

L’algorithme est donné en « pidgin-algol » dans la figure 1 sous forme d’une
procédure que I’on note STAND. (A, p, p) est une représentation de dimension n
d’une série et (', u', p') est une représentation accessible de la méme série.

On note les indices de composantes des vecteurs entre crochets.
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376 A. CARDON, M. CROCHEMORE

Procédure STAND (A, u, p, A, p', p')
début
DEP (0, A, a);
si A=0 alors écrire « série nulle »;
sinon
début
Y e
s+ 1;
Ve A;
1 tant que r<s faire
début
re—r+1;
5 pour tout a dans 4 faire
début
3 W, 1a;
4 DEP (s, w, a);
5 Wa), <o
si w#0 alors
début
ses+1;
vy~ w;
Sin fin
fin
6 pour i« 1 jusqu’a s faire
début
N[0
p'lil = vip;
fin
7| Ml 1;
fin
fin
Figure 1

2. Procédure de dépendance DEP

A partir dela suite (v, ..., v,) de vecteurs indépendants triangularisés, et d’'un
vecteur w, la procédure DEP détermine un vecteur w de sorte que la suite
(vy, ..., Vs, w) soit triangularisée et engendre le méme espace vectoriel que
(vy, ..., vs, w). Dans le cas ot w est dépendant de (vy, ..., v,), w est nul, et la
procédure donne les composantes de w sur ce systéme, dans un vecteur noté a. Si
w est indépendant de (v, ..., v,), alors (v,, ..., v, w) est un systéme libre et la
procédure donne, dans a, les composantes de w sur ce systéme.

On calcule w en déterminant le vecteur « vérifiant :
_ §
w=w— Y ali]v,
i=1

de fagon que le systéme (v,, ..., v, w) soit triangularisé.
En fait, la suite (v,, ..., v,) est triangularisée & une permutation des
composantes prés; cette permutation est représentée par un vecteur p :
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REPRESENTATION STANDARD D’UNE SERIE RECONNAISSABLE 377

— a chaque vecteur v;, 1 Si<s, est associé un indice de composante p[i]
tel que :
viplill #0,
Uj[p[i]]=0» i<jSs.

Ainsi, pour un vecteur w de ’entrée de la procédure, on calcule o [i] de sorte
que la p [i]-iéme composante de w soit nulle et ceci pour tout i inférieure a s.
La procédure est décrite en pidgin-algol dans la figure 2; dans la liste des

parameétres, la variable w décrit a la fois le vecteur d’entrée w et le vecteur de
sortie w.

procédure DEP (s, w, o)
début
pour i « 1 a s faire
début
o wlplill
ol < 3
v [p[il]
wew—oliv;
fin
si (w#0) alors
début
afs+1] < 1;
p[s+ 1] « 1 composante non nulle de w;
n
Sin !

Figure 2

3. Analyse et complexité

LemME 1 : La procédure STAND détermine une base ¥" = {v,, ..., v, } de .
Preuve : Par construction, les vecteurs v; de ¥~ sont indépendants et il reste a
montrer que A.pu A*, systéme générateur de %, est engendré par ¥ .

Pour cela, utilisant le fait que A appartient & ", nous montrons, par induction
sur la longueur des mots de A*, que si ve¥ et fe A*, v.u f est combinaison
linéaire des vecteurs de ¥ :

— ceci est vrai pour g;

— supposons que f =ag, ac A.

Alors v.p f=(v.pa).ug. Par construction v. pa est combinaison linéaire des
vecteurs de ¢, et ’hypothése d’induction appliquée 4 g donne le résultat. W

LemMmE 2 : La procédure STAND détermine une représentation linéaire
accessible (\', p', p’).
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378 A. CARDON, M. CROCHEMORE

Preuve : Considérons la matrice y dont la r-iéme ligne est le vecteur ¢, (r-iéme
vecteur de ¥”). Par construction de p'a (étape 5 dans la figure 1), (i’ a), est le
vecteur des composantes de v,.pa sur ¥7; on a alors en notation matricielle :

v, pa=(u a). %, 1<r<s,
ou encore :
x-pa=p a.y.

Les vecteurs A’ et p’ calculés dans ’algorithme (étapes 6 et 7 dans la figure 1)
vérifient :

A=Ay,
p'=x-p
et on en déduit pour a appartenant a 4 :
Apa.p=A.y.pap=A.payp=>\.puarp,

ce qui montre que (A, u’, p’) est une représentation linéaire. D’autre part, elle est
accessible puisque sa dimension est celle de ¥7, base de & d’apres le lemme 1, et
que A'.u'A* engendre . B

D’aprés le théoréme 2, la représentation (A', p', p’) est 1somorphe a une
représentation standard, c’est-a-dire que la dimension de I’espace &’ (engendré.
par p’ A*.p’) est égale au rang de la matrice de Hankel de la série. Pour obtenir
une représentation standard il suffit alors, a partir de (\', p’, p’), de déterminer
une base de &' et d’exprimer cette représentation relativement a la base trouvée;
ceci revient a calculer une représentation coaccessible. Cette seconde partie de
I’algorithme est symétrique de la premiére par échange des lignes et colonnes.
Nous appellerons STANDMIR la procédure qui la réalise.

TutorEME 3 : L’appel successif des procédures STAND et STANDMIR
détermine une représentation standard d’une série rationnelle sur un alphabet a m
lettres a partir d’une représentation linéaire de dimension n avec une complexité en
temps en O (mn®).

Preuve : L’obtention d’une représentation standard a la fin de ’algorithme
découle de la remarque précédente et du lemme 2.

Nous évaluons la complexité de I’algorithme représenté a la figure 1 en
comptant le nombre d’opérations arithmétiques.

Chaque exécution de la procédure DEP appelée a I’étape 4 nécessite (2n+1) s
opérations arithmétiques, ce qui est majoré par (2 n+ 1) n. La détermination de w
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REPRESENTATION STANDARD D’UNE SERIE RECONNAISSABLE 379

a I’étape 3 colite n(2n—1) opérations arithmétiques, et la complexité de la
boucle 2 est alors majorée par 4 mn?. Cette boucle est exécutée une fois pour
chaque vecteur de la base cherchée ce qui donne une majoration de 4 mn® pour la
boucle 1. L*étape 6 nécessite au plus n(2 n— 1) opérations. Ainsi la complexité de
.Palgorithme de standardisation, en prenant les opérations arithmétiques comme
unité de temps. est donc en O (mn3). W
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