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R.A.LR.O.
(8* année, R-l, 1974, p. 5-18)

ALGORITHMES UNIVERSELS

par Louis NOLIN (*)

communiqué par M. NTVAT

Résumé. — On rappelle tout d'abord les grandes lignes d'une théorie des algorithmes
conçue tout spécialement pour les besoins de VInformatique. Puis sont étudiés quelques
algorithmes universels qui permettent de définir les concepts fondamentaux des langages
de programmation. On les emploie alors pour traduire une procédure dans la théorie, don-
nant ainsi sa signification, un moyen pour en obtenir des propriétés élémentaires et une
indication pour la compiler ou l'interpréter. On conclut en affirmant que c*est là un simple
aperçu du râle que peut jouer cette théorie.

Nous nous proposons de montrer comment une certaine théorie des algo-
rithmes permet de préciser et parfois de résoudre nombre de problèmes rele-
vant de la sémantique des procédures. Cette théorie nous occupe depuis
bientôt trois ans et a fait l'objet de plusieurs publications miméographiées
ainsi que d'un cours de DEA non publié. Au fil des mois, nous avons corrigé
des erreurs parfois grossières et rectifié certaines définitions ou hypothèses,
balançant entre l'insuffisance et la contradiction. L'amplitude de l'oscillation
est maintenant faible; c'est que les chercheurs qui participent à l'ATP 7110,
notamment O. Carrière, M. Duboué, P. Jammes, F. Le Berre, J. L'helgoualc'h,
B. Robinet et G. Ruggiu nous ont beaucoup aidé. Et que dire des coups de
pouce donnés par G. Huet, A. Lentin, M. Nivat et M. P. Schiitzenberger !

L'essentiel de ce mémoire est dans la partie 2 où sont étudiés quelques
algorithmes universels qui permettent de définir les concepts fondamentaux
des langages de programmation, et dans la partie 3 où ils sont mis en oeuvre
sur un exemple. Pour en faciliter la lecture et pour tenir compte des dernières
corrections, nous résumons dans la partie 1 l'essentiel de la théorie. En guise
de conclusion, enfin, nous faisons allusion à quelques unes des applications
possibles de la théorie. Si ce début plaît, peut-être reviendrons-nous là-dessus
quelque jour.

(1) Groupe d'Informatique théorique, U.E.R. de Mathématiques» Université de Paris VII.
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L. NOLIN

1. RAPPEL DES PRINCIPES

Soit T une collection non vide, Jk une collection de parties de T contenant
0 et T comme éléments, close pour Fintersection infinie.

Dans tout ce qui suit, les lettres F, W, X, F, Z» affectées au besoin d'in-
dices, désignent des éléments de Jk3 sauf indication contraire explicite.

Définition 1

1. U Xf est le plus petit majorant des Xt(i € / # 0 ) .
t

2. { X j / / € / # 0 } est une pré-partition de Xssi U X\ = X et si i # j
entraîne X, $ X/jf, ƒ€ / ) .

3. X est atomique ssi X s U Ff(? € / # 0 ) entraîne X s ï ) pour un ƒ
au moins dans /. '

4. S- est la collection des applications f : Jk—>Jk qui sont normales,

ie . telles que, pour tout X, f(X) = U {fÇ¥)/Y atomique c X }.
5. &X Y est la sous-collection de 5* telle que fz&x Y SS* / (^ ) — ̂  > si

F ^ T, alors FXF = 5V,y, sinon T 2 F X F 3 5*XfT.
6. A,P est la plus petite collection qui contient tous les FXY où Y # T

et qui est close pour l'intersection infinie.
7. Si I ' € i U AF, Yimage de Y par X', en abrégé X'[Y]9 est

n {z/x' e FFZ }.

Théorème 1. Si Z/J € J # 0 ) est atomique (et si U Zs € f̂e), alors

(n *xir.) [u ̂ 1 - o
€I*0 ) l j J j€J

La démonstration de ce résultat s'appuie sur quelques lemmes que nous
emploierons plus loin à d'autres fins :

(L 1). JFXY c FXtYx ssi ou bien Yx = T, ou bien Xt c Xet F <= F t .

(L2). fi FXF^Fx/fl^îfsi U
i€J#0 \ » / \

alors f\ FXtY = Fi [JXA Y,
i€t \ i }

(L3). X[F]Ç ZssiXc F F Z ; d'où un cas particulier du théorème 1,
à savoir : FXY[Z] = ( s i Z g i alors F, sinon T).

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ALGORITHMES UNIVERSELS

(L 4). Si X', X\; 6 A U Aj et si A" £ Jf{ et y s Yu alors * '[y] ç J
d'où la monotonicité des éléments de A U AF et aussi la conséquence :

0 *']m= U
r*0 ; "' / \ r i -
(L5). SiZ'€ytUytF etsi U F , € ^ , alorsX'\\J Y} = U (X'[Yj]).
(L6). Un cas particulier du théorème 1, compte tenu de (L 3)

(L7). Un cas particulier du théorème 1, à savoir : si Z est atomique,

alors ( f i FXtr\[Z] = f | { YJZ S Xt }.

Remarquant alors que si A = (T(T) est infini, A et AF ont même cardina-
lité, nous pensons qu'il n'est pas déraisonnable de plonger AF dans A ;
ajoutons à cela quelques hypothèses servant à éliminer des situations appa-
remment sans intérêt, et nous sommes conduits à donner la définition sui-
vante :

Définition 2. Soit T une collection non vide; une collection A de parties
de T est appelée une collection ̂ algorithmes ssi elle remplit les conditions
suivantes :

1. il existe une collection 3$ de parties de T qui contient 0 et T comme
éléments, telle que A est la plus petite sous-collection de $(T) qui contient 3
et qui est close pour l'intersection infinie et pour l'opération X, Y *—*- FXYf

avec FXT = T pour tout X ;

2. soit AB la fermeture de S par l'intersection infinie, amputée de 0 et
de T; alors, si X £ AB et si F € AF9 X et Y sont incomparables (ni X £ F,

ni F ç X ) ;

3. U { ZfZ atomique s X } = X ;

4. T est atomique.

Outre le théorème 1 et les lemmes 1 à 7» on tire de cette définition les consé-
quences suivantes :

(L 8). { { 0 } , AB (si # 0 ) , AF9 {T}} est une partition de A; les
éléments de AB sont les ensembles de base, ceux de AF les algorithmes propres.

(L 9). 0 [F] == 0 pour tout F ; JT[FJ = Jpour tout F ssi JT € AB U { T } ;
(Z e Fssi V Z/X[Z] s F[Z]) ssi Z, F € ^ F U { r } ; (on peut même réduire
la quantification aux Z qui sont atomiques).

(L 10).

n° mars 1974, R-l.
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8 L. NOLIN

Théorème 2. Pour tout algorithme propre X, existe une base unique,
0i = { FYiZili £1^0} telle que X = f l ÖL et, pour tous 1,7 dans I : Yi est
atomique ; si F atomique c yt alors existe fe € / tel que F = Ffe ; 1 # j entraîne
y, # F,.; Yt £ Fy entraîne Zê s Z,; Zf ^ T. Ainsi, lorsque F / /€ J¥" 0) est

atomique j et que U F f 6 ^ h on a

fl FYfz\ f U J = U { Zi/̂ i = Yt},

: j H ^2Ti)[H = 0 { Z^r , s F } = Ö { JT[F]/Fatomique s F }.

C'est ce résultat que nous emploierons le plus souvent, sous Tune ou
l'autre de ses formes pour calculer l'image X[V\.

Théorème 3. 0 , T, les singletons (€ JtB) s>ü y e n &> ' e s algorithmes propres
sont tous atomiques.

Ainsi tout algorithme non atomique ne peut être qu'un ensemble de base;
et un algorithme atomique n'est pas forcément un singleton, à preuve FXY
en général.

Nous nous excusons de passer sous silence les démonstrations de ces
résultats.

Pour alléger l'écriture, nous adoptons la convention suivante :

Définition 5. FtXxY = FXtY ; pour tout n € N+ :

Fn+1Xt ...X9+tY= FnXx ...Xn{FXn+tY)

et

Ainsi, par exemple,

3AiA2A3I = r2A1JL2[JrA$I ) = JkfAi\rA2\rA3I)) — JPAi\r2A2A<$X ) ,

Y3] = (X[YU Y2J)[Y3] =

2. QUELQUES ALGORITHMES UNIVERSELS

Nous nous contentons ici de définir et d'étudier les algorithmes universels
qui nous serviront dans la partie 3 à représenter une procédure dans notre
théorie; il s'agit des algorithmes qui permettent de traduire ce qu'expriment,
dans les langages de programmation, le point-virgule, l'instruction vide, les
tests, les boucles et les déclarations.

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ALGORITHMES UNIVERSELS

Le point-virgule

Définition 4. Puis = fl {F3F1F2F3(F2[F1[F3]])/Fl5 F2î F3 £A } .

Proposition 4» Si Z-(z € / ^ 0 ) est atomique I et si 11 Zt € A 1 alors

pms \x, Y, y z, = y (IWZJD.

En effet, nous pouvons supposer que les F1? F2ï F3 qui figurent dans la
définition de Puis sont atomiques (Th. 2). Alors

c'est vrai si X est atomique (Th. 2) et si X = U %s — ̂ 0 atomique — alors

Puis [X] = U j H *2 ̂ 2 ̂ (^POITa]]) I (Th- 2)î mais les Xs et X sont alors

dans ^tB (Th. 3) et F2CZ/F3]] = V2[T] = F2[Z[F3]] (L 9), d'où le même
résultat que si X est atomique. On démontre de la même façon que

Puis [X, Y] = (Puis [XJ)[Y] = f i FVZ(Y[X[V3]]).

Mais la simplification tirée de (L 9) ne vaut plus dans la troisième étape et
on a simplement (Th. 2) le résultat énoncé plus haut.

L'algorithme Puis n'est associatif que dans les bons cas.

Définition 5. L'algorithme X est simple ssi, pour tout Y atomique, X[Y]
est atomique.

Proposition 5. Puis [Vl9 Puis [F2, F3]] <= Puis [Puis [Vl9 F2], F3]; si Vt

est simple, ces deux algorithmes sont égaux.
Puisque ces algorithmes € AF U { T } , il suffit de montrer (L 9) que

l'image donnée par le premier d'un X atomique est incluse dans celle qu'en
donne le second. Soit donc X atomique; (Puis [Vi9 Puis [V2, V3]])[X] = Puis
[Fl5 Puis [F2, F3], X) = (Puis [V29 VsWdX]] (Pp. 4) = Puis [V29 F3, Vt[X]];
soit Vt[X]= U Yt (Yt atomique); on a alors

Puis \v2, V3, U Y] = U VJVAYtB

\v2\\J Yi\\ =(Th. 2); en vertu de (L 4), cet algorithme est S* V3\

V3[V2 [Vt[XJL = V3[Puis [Vu V2, Z]] (Pp. 4) = V3[(Puis [Vu V2])[X]] =
Puis [Puis [Vt, V2], V3, X] (Pp. 4) = (Puis [Puis [Vu V2], V3])[X]. Et si Vx

est simple, Vt[X]est atomique de sorte que l'inclusion S* devient l'identité.

n» mars 1974, R-l.



10 L. NOLIN

L'instruction vide

Définition 6. I = fi| FXX.
x

Proposition 6, I[X] = X 'yPuis\Iy Z] = Puis[Z, ƒ] = Z s s i Z € ^ F U { r } .

En effet, / = H {FXXfX atomique } (Th. 2), d'où, si JT£ est atomique

jet si ( J X$ € A,), I U JTf h= U ^(Th. 2) = y JTf. En examinant la démons-

tration de la proposition 4 on voit que

Puis II Z] = f l FV3(Z[[IV3]J) = f i FV3(Z[V3])9

en vertu du résultat précédent; et, de même, que

Puis [Z, U = f l ^aöTZI^B) = H FVZ(Z[VS]).

Soit FF cet algorithme; les seuls cas possibles sont les suivants (L 8) : ou bien
Z = 0 e t W^ f}FVs0ÇL9) = FT0(LI);commeFT0 = {fff(V3) = 0

^3

pour tout F3 € ^t } (Df. 1), on a alors W =£ Z ; ou bien Z € AB et
*F= H F ^ T C L ^ ; ici encore W^Z (Df. 2) ; ou bien

Z = Fet FF= | | i r

ou enfin Z € JhF et, pour tout JT atomique, W[X] = Z[Z] (Th. 2), d'où FF = Z
(L 9). La proposition est démontrée.

Ainsi, dans les bons cas encore, ƒ est élément neutre de Puis à gauche et
à droite.

Les tests

Définition 7.

P\= fi F2YZY;P2
2= H F2YZZ;Q^ f\ F2YZ(Y(\Z);

YtZ Y,Z Y,Z

y = f| F2YZ(Y0Z).
Y>Z

Proposition 7.

HlVil = *TV» PliVti = /. ^ iFi , »y = Vu PlWu V2] = V2;

0 = Pi n Pi o [FJ = H Jzcfi n z), n [KX, V2] = vtn v2;
z

y = pi û pi 0 [vu v2] =vt0 v2.
Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ALGORITHMES UNIVERSELS 11

En effet :

1. Si Vt est atomique j et si | J Vt € A L alors

rt\\J v\ = Ö (H ra^jcTh. 2) = (J KTK, (L 1) = FTI\J V\ (L 10)

donc P\[VU V2] = (FTV±)IV2] = Vx (L3).

2. Si F,- est atomique, alors

,i[y r] -
i \ Z

d'où P2
2[VU V2] = T[V2] - F2 (Pp. 6).

3. Pi n p | == f H F2YZY) n ( f| ^^zzi
\y,z J \Y,z j

I I rj7 V7 V O J7 V77\ ƒ% /J7 V7^vn 7 "̂\ /'T 0\ O*

soit alors y£ atomique; Q \\J YA = \J I f | ^ Z ( ^ n z)\ (Th- 2 ) ; s i ^2 est

atomique, alors

o[lU,F2l=(ö(n*z(^n
L « J \ « \ *

0 ((Q ^(y« n Z)W2]j (L 4) = (J Pi " K2) (Th. 2)

U ^) H F2 = (Q Fzttyj Y\ 0 zj jtF2](Th. 2);

donc Q [FJ = P | /Z(Fi fl Z) (L 9). Et du même coup, on a montré que
z

0 fi> ^2] = Vlf[V2 si F2 est atomique ; ainsi, si Z,- est atomique,

Q \Vi, U z,.j = p (Vx n z,.) (Th. 2) = F± n I U ^ - j ;

donc, pour tous Vt et F2, Q l^ , V2] = F t O F2.

4. Pour tous Vu V2,

{P\ Ü Pl)[Vu V2] = P][F l t F2] Ü P2
2[VU V2] (L 4) = Vt Û F2

(résultats 1 et 2 ci-dessus) ; d'autre part, si Vx et V2 sont atomiques,

U [Vu V2] =VtÛV2 (Th. 2); ainsi (L 9), U = P\ Ü P | .

n°mars 1974. R-l.



12 L. NOLIN

Définition 8. Pour tous Xu X2i AXuX2 = FXXP\ fl FX2P\.

Proposition 8. AXlfXz[V] =

(si V £ JSTt H JT2 alors n, sinon si F £ Xx alors P£„ sinon si V Ç ^ 2 alors P^,
sinon si { Vf) Xx, VH X2 } est une pré-partition de V alors U, sinon T).

Il suffit en effet d'appliquer le théorème 2 dans chacun des cinq cas sui-
vants : les Z atomiques ^ V sont dans X1 et dans X2, ou dans ^ seul, ou
dans X2 seul, ou partie dans Xt et partie dans X2, ou enfin l'un d'eux, Zt

n'est ni dans Xl9 ni dans JT2 ; dans ce cas, comme AXl Xs = AXl(X2 fl FZjr,
l'image que cet algorithme fournit de V est T.

Corollaire 8
AXl,Xl[F, F, Z] = ( F ^ Y H FJ

siXinX2 = 0etsiV^ 0 est atomique, alors AXl(Xa[F, F, Z] = (si F Ç
alors F, sinon si 7 9 l 2 alors Z, sinon T).

Ces résultats découlent des propositions 7 et 8.

Corollaire S bis

Si F est atomique, alors :

n rt, n z,]= n A ^ ^ Z J ;

si F $ JSTi fi Jf2, alors :

U Ay r [F F. Z.] = Ar r f F Ü r. G 2
i€l L l € / t 6 /

si F $ XL fl Z2 et si (F est atomique ou F U Z € J£) alors :

*[AXl,Xt[F, F, Z]] = AXltXi[F; Z[F], Z[Z]] ;

si F $ JTj H X2 ou si (FF est atomique et F, Z sont des algorithmes propres)
alors :

(A*, xlK Y,

chacune de ces égalités est valide si Xx fl X2 = 0 et si F ̂  0 est atomique ;
elle doit être remplacée par une inclusion (Ç) dans la plupart des cas où la
condition qui la concerne n'est pas remplie.

Corollaire 8 ter

Si V $ Xx fl X2 ou si (Fet Z sont des algorithmes propres et W un algo-
rithme simple) alors :

Puis [W, AXl,Xt[F, F, Z]] = AXliXl[F, Puis[W9 F], / t o [JF, Z]] ;

Bévue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ALGORITHMES UNIVERSELS 13

si, pour tout X atomique V[X] <f Xt D X2 et (V[X] est atomique ou
Y[X]UZ[X]eA.), alors :

Puis [AZlA |T, Y, Z], W] = AXl,Xi[V, Puis [Y, W], Puis [Z, W]\.

Les démonstrations de ces corollaires ne présentent pas de difficulté.

Les boucles

Définition 9. Y est un point fixe de XssiX[Y] = Y.

Proposition 9. Tout algorithme J a u n point fixe minoré par U
et majoré par f[ Xn[T\.

3ST

U
n€N

Les propriétés des algorithmes sont suffisamment proches de celles des
fonctions pour qu'on puisse démontrer l'existence d'un point fixe en adaptant
simplement aux circonstances la démonstration de A. Tarski. La construc-
tion du minorant et du majorant s'inspirent de la méthode de L. Kalmâr.

CoroUaire 9. Si, pour un entier m, Xm[T\ c Xm+ \T\9 alors Ç\ Xn[T] = Xm[T]

est le plus grand point fixe de X.

En effet, pour tout n € N, Xn[T] ̂  Xn+X[T] : la propriété est vraie pour
n = 0 et se transmet de m à m + 1 (L 4) ; si donc JTTT] ç Zm+1[7tJ, alors
Xm[T] = Zm+1[ri = X[Xm[TJl.

Définition 10. Pour tous Xu X% :

- f! FzVoV^X^^JVdn VoiVu V2, V2[XJl, X]);
VQ,V

= fi

Proposition 10. Si Zest atomique et si y et Z sont des algorithmes propres
simples tels que Y[X] $ Xx H X2, alors TqXltXJY9 Z, X] =

= àXuX2[Y[n TqXlA[T9 Z, Z[X)]9 X\.

En effet, puisque T, Y, Z, X9 Z[X], Y[X] sont atomiques, on a :

RXUX£T> y, z, x] = &XuXinn nz Y, Z,Z\X\\ X\^ AXUX2[Y[XI T, T\
(L 9) qui est atomique, étant soit Ty soit X (Cor. 8) ; pour la même raison,
RXltX2[T, F, Z, Z[X]] est atomique ; s'il en est de même pour (RXltX2)

n[T, Y, Z, X],
alors

(X*i.x>)m+1IT, Y,Z,X] = &XltX2[Y[n (RXltX2)
n[T9 Y, Z, Z[X\\ X],

n° mars 1974, R-l.



14 L. NOLIN

lui aussi atomique. Ainsi

TqXl,xdY, Z,X\=Ç\ (RXuX2y[T, Y, Z, X]
neN

= n &Xl,xmn(RXl.x*y[Y,z,z[xj\,x]
neN

= A ï a J l W f i (fXx^JÏT, Z, Z[rS), X] (Cor. 8 bis)
n€N
TqXltX,[Yy Z, Z[X]l X\.

Corollaire 10. Dans les mêmes conditions, si Y[Zn[X]\ ç Xx pour tout
n < p et si Y[Zp[XJl ç X2, alors TqXlX2[Y, Z, X] =

Évident.

Les déclarations

Définition IL \Y = Q [Y].

Proposition 11.

|
z

Évident (Pp. 7).

Définition 12. \XtY = f | F2 FZ((FJ5r7)[Z, Ffl F[Z]]).

Proposition 12.

(1 V[Zj) = fi | ( 1
\zÇx

f l FZ(V[Z])y ssi

On démontre la première égalité par la méthode employée pour la propo-
sition 4 ; la seconde est évidente (Pp. 11) et la troisième résulte de (L2) et
de (L 1). Démontrons la première équivalence. Soit V ^ FXY ; alors, si
Z ç l , o n a V[Z] s V[X] ç F (L 4 et L 3), donc L Y[V] = H FZ{V[Z§

9 zSx
(lrc égalité); réciproquement, soit |xy[F] = \\ FZ(V[Z]); alors

• Z9x
H FZ(V[Z]) s .FZr (3e égalité), donc f | 2ïZ(F[Z])|[Al S 7 ( L 3 ) ;

on peut supposer que les Z en question sont atomiques (Th. 2) ; alors (Th. 2)
(H { FZ(V[Z])/Z atomique £ Z })[JT] = Ü { V[Z]/Z atomique S Z } = F[Z] ;
ainsi F[Z] £ F donc F ^ FZF (L 3).

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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D'autre part, o n a F ç f\ FZ(V[Z]), quel que soit Z 6 { 0 }, 4

ou { T } (L 9 et Pp. 6) ; donc

<= FXYH l f| FZ(V[Z])\ ssi F ç L Y[Z]
\zçx J

(3e égalité). Ceci démontre la seconde équivalence.

Corollaire 12. Si {FViWJi^I^0} est la base de Z, alors
{FVi(Y fi »7)/i € / et F; s ^ } est la base de |x,y[Z] ; |X,T[Z] est la res-
triction de Z à X\ \XtY[Z] = FXYC\ \XtT[Z] ; \Y = |r,y[H- *

Facile.

3. UNE APPLICATION

Supposons que les ensembles de base sont N et ses parties récursivement
énumérables (à l'exception de la partie vide). Seuls parmi eux sont atomiques
les singletons. Posons

suc= r\F{i}{i+l}, carrée Ç\F{i){i2},
»€N i€N

+ = n F2{i}{j}{

= ( f i ^ { i } { 7 } { V R A I } ) n ( f i F2{i}{j} { F A U X } ) -

Pour tout « € N et tous Xo, ..., Xn € A, posons aussi

1 = 0

c'est là une bonne définition d'un n + 1-uple d'éléments de Jk car
<Z0 ? . . .5^rn > [ { / } ] = (si i^n alors Xu sinon T) ; or <X 0 , . . . , XM> et
< Y09..., ym ) sont égaux ssi les images qu'ils donnent de tout Z atomiques
sont égales (L 9), donc ssi m == n et, pour tout i < n, JT£ = F£.

Nous allons maintenant traduire dans notre théorie la procédure suivante,
x

destinée à calculer £ W(Y) :
y=o

0. ENTIER NATUREL PROCEDURE S(W, X) ;
PROCEDURE W telle que W(N) ç N ;
ENTIER NATUREL X;
DEBUT

1. ENTIER NATUREL Y, Z ;

n° mars 1974, R-l.



16 L. NOLIN

2. Y : = 0 ; Z : = 0 ;
3. TANT QUE Y < X FAIRE
4. DEBUT Z : = Z + ^ ( 7 ) ; Y : = 7 + 1 FIN ;

5. RESULTAT : Z

FIN.

0. L'algorithme ainsi défini est

s= n i
IF ,*

avec

où V est l'algorithme défini par le corps de la procédure.

1. La déclaration crée l'algorithme

Vt = n FV(< H{0}], V[{ 1 >], N, N >
v

de sorte que

elle enjoint en outre d'appliquer | N à toute nouvelle précision sur Y ou Z
apportée par une instruction d'affectation.

2. V2 = D FV« V[{0}l V[{ 1 }], {0} H N, {0} n N » ;

ainsi :

3. V3 —

avec

4. K4 = H FV{( V[{ 0 }], V[{ 1 }], 5«c [V[{ 2 }]] D N,

+ [V[{ 3 }], (F[{ 0 }])[V[{ 2 }]]] fl N » ;
ainsi

F4[< ÏF, X,Y,zy\ = i W, X, suc [Y] D N, + [Z, JP[y]] fl N>.

5- V5 = f ) i^(F[{ 3 }]),
V

de sorte que
KsKw.jr, y,z>] = z.
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ALGORITHMES UNIVERSELS 17

L'algorithme défini par le corps de la procédure est donc :

V = Puis [Puis [Puis [Vu V2,] V3], Vs],

et ainsi :
S' = |<FNN,N>,N[F],

s= fi F2wx(S'Kw,xyj).

L'appel de procédure S(carré, 5) est donc traduit par l'algorithme :

S[carré, { 5 } ] = S'[ < carré, { 5 } > ]

= |< FNN.N > MV> < COrré' { 5 } > ]
= û(carré, {5 }> £ < FNN, N > alors N n V[<carré, {5 }>],sinonr,
= si { 5 } £ N et si carré <=, FNN alors N D V[ < ccrré, { 5 } > ], sinon T,
= ND V[< carré, { 5 } > ]

= N n (Puis [Puis [Puis [Vu V2], V3], V5])[ < carré, { 5 } > ]
= N 0 Puis [Puis [Puis [Fi, F2], F3], F5, < carré, { 5 } > ]
= N 0 F5[(i>«w [Ptaù [Vu V2], V3})[ < canrf, { 5 } > ]]
= N H V5[Puis [Puis [Vlt V2], V3, < carré, { 5 } > ]]

= N n V5[V3[V2[Vt[ < carre, { 5 } > ]]]]
= N H F5[F3[F2[ < carré, { 5 }, N, N > ]]]
= ND V5[V3[<carré, {5 }, {0 }, {0 }>]]
= N H V5[TglVRAl),iFAVX)[V3bis, V4, < carré, { 5 } , { 0 }, { 0 } > ]]
= N 0 V5[TqlwRAl),{FAVX)[V3Hs, VA, < carré, { 5 } , { 1 } , { 0 } > ]]
= N fl V5[TqlyRAl}i[FAXJx}[V3bis, VA, < carré, { 5 } , { 2 } , { 1 } > ]]

= N n F5[r?{VRAi},{FAüx)t̂ 3»is> VA, < carré, { 5 }, { 5 } , { 30 } > ]]
= N D F5[r<7{VRAlMFAUX,[F3Ks, F4, < carré, { 5 } , { 6 } , { 55 } > ]]
= N n F 5 [ < C a m U 5 } , { 6 } , { 5 5 } > ]
= N n { 55 }
= { 5 5 } .

La succession de ces formes diverses de l'algorithme S[carré> { 5 } ] reflète
fidèlement le déroulement du programme exprimant l'appel de procédure
S(carré, 5), et en particulier, les états successifs de la mémoire qu'il utilise.

C'est pour ces raisons que nous avons choisi un exemple particulièrement
simple quant au nombre des algorithmes élémentaires qu'il requiert {Vx à V5)9

au nombre de leurs applications (six pour F3 et V3bis9 cinq pour V4, une
seule pour chacun des autres), à la nature des données enfin ( { 5 } et carré
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18 L. NOLIN

sont atomiques et carré est simple). Mais le lecteur attentif ne se laissera pas
abuser par cette simplicité voulue, voyant bien que ce modeste exemple pose
nombre de questions d'actualité. Pour le lecteur pressé citons-en quelques-unes.

Point de GOTO dans tout cela, point d'étiquettes, pas même d'affectations
à proprement parler ; n'est-ce pas là de la programmation structurée ?

L'application des algorithmes élémentaires suppose qu'on exécute simul-
tanément des opérations plus élémentaires encore :

v2[<w,x, Y,zy] = (w,x, {o},{o}>, wA[(w,x9 r,z>]
= <W,X, suc [Y] H N, + [Z, W[Y]\ O N ) ;

calcul parallèle, semble-t-il ?

Les algorithmes sont traités indépendamment de toute représentation :
l'algorithme

| {o n.MSlcarré]] = f l F { »"} { Ê i2 }
*€{0,...,n} K j = 0 '

est-il une procédure ? un tableau ?
Un appel de procédure équivaut au résultat fourni par le programme qui

le définit, et aussi à toutes ses transformations intermédiaires :

S[carré9 { 5 }] = ...

= N O V5[Tq{WKM)^AVX)[V3bUi K4> < carré, { 5 }, { 0 }, { 0 } >]]

N'est-ce pas une invite à démontrer au moins quelques propriétés élémentaires
des programmes ?

Les déclarations sont des exemples typiques d'algorithmes non détermi-
nistes ; quiconque, pourtant, entreprend d'écrire un interpréteur conversa-
tionnel n'en est-il pas moins obligé de les traiter comme des instructions ?

Le calcul numérique n'est qu'un champ parmi d'autres où fleurit l'algo-
rithme. Que n'avons-nous choisi de traduire un programme commandant une
machine-outil, un ordinateur, ou Dieu sait quel mécanisme !

Et si même la théorie que nous venons de présenter n'était qu'une méthode
pour définir la sémantique des langages de programmation, nous nous estimerions
payés de notre peine.

Nous nous sommes inspirés essentiellement des deux ouvrages suivants,
qui contiennent d'ailleurs une bibliographie très complète :

H. B. CURRY, R. FBYS, W. CRAIG, Combinatory Logic, Vol. 1, North-
Holland, Amsterdam, 1958.

H. B. CURRY, J. R. HINDLEY, J. P. SELDIN, Combinatory logic, vol. 2,
North-Holland, Amsterdam-London, 1972.
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