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UNE GENERALISATION
DE LA NOTION D'ENSEMBLE IMMUNE

par Philippe FLAJOLET et Jean-Marc STEYAERT*

Communiqué par M. NIVAT

Résumé. — Nous introduisons une généralisation des notions d''ensembles simples et
immunes; un ensemble est dit immune vis-à-vis d'une famille d'ensembles & s'il ne possède
aucun sous-ensemble non trivial (i-e infini) dans 3. On donne une construction telle que
lorsque & est subrécursive, Vensemble obtenu est récursif Lorsque 3S est une classe de
complexité, on est conduit à la notion d'ensemble n'ayant que des sous-ensembles difficiles
à reconnaître. On déduit de Vexistence de ces ensembles des résultats dHndécidabilité con-
cernant les classes subrécursives permettant notamment de préciser le degré dyindécidabilité
des problèmes étudiés. Ces résultats peuvent alors être appliqués à Vétude des propriétés
de compacité de programmes dans des langages de programmation subrécursifs de puis-
sances différentes.

1. CONSTRUCTION DE BASE ET PROPRIETES

Soit E un ensemble, 3$ une famille de parties de E encore appelée classe :
3$ C §(E). Nous remarquons d'abord qu'un ensemble ICI E n'a aucun sous-
ensemble infini appartenant à 3$ ssi (*) son complément coupe les éléments
de 3$ qui sont infinis. Ceci découle de l'équivalence entre les conditions (1)
et (2) ci-dessous :

(1) VA infini [AdJ-^

(2) VA infini [AZ&-+A

Le problème de la détermination d'un ensemble I vérifiant ces conditions
a toujours une solution triviale qui consiste à prendre I fini et S = / cofini.
Écartant ces solutions, nous posons :

Définition. — Un ensemble est 55-immune ssi il est infini et n'a aucun
sous-ensemble infini dans la famille 55.

* I.R.I.A. 78-Rocquencourt, France.
(1) Si et seulement si.
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38 P. FLAJOLET ET J. M. STEYEART

Un ensemble est ^B-simple ssi il est co-infini et coupe tout élément de la
classe 55.

Comme indiqué précédemment, un ensemble est 55-simple ssi son complé-
mentaire est ^B-immune. Remarquons que de tels ensembles n'existent pas
toujours, en particulier si Ton prend 55 = $(N). Par la suite nous nous res-
treindrons à l'étude du cas où E est dénombrable — le plus souvent N — et
où & est une famille dénombrable de parties de E.

EXEMPLE : 1. Ces deux concepts sont des extensions naturelles des notions
correspondantes d'ensemble simple et d'ensemble immune en récursivité,
cf. Rogers [1]. Pour nous un ensemble immune est un ensemble r.e-immune
(immune vis-à-vis des récursivement énumérables) et un ensemble simple est
un ensemble r.e-simple qui est lui-même r.e.

2. Soit A = { Amn } avec Amn — {mt + n\ t €N} l'ensemble des pro-
gressions arithmétiques et soient K l'ensemble des carrés et P l'ensemble des
nombres premiers; le fait que Kct P soient yfc-immunes traduit des propriétés
arithmétiques élémentaires de ces ensembles.

3. Soient Rat [3] la famille des parties rationnelles (ou régulières) et
Alg [3] la famille des parties algébriques (ou context-free) sur un alphabet S.
Une application simple du théorème de l'étoile montre que le langage
L = { cTbn } est Rat [ { ay b } ] -immune. De même une application du théo-
rème de la double étoile montre que L' = { anbnan } est Alg [ {a9b }] immune.

Lemme : Pour toute famille dénombrable de parties de N, $ , il existe un
ensemble $-immune.

Démonstration : Le principe est analogue à celui de la construction de
Post décrit dans Rogers [1]. Soit B une énumération (l) de 55. Un ensemble
55-siinple S s'obtient en choisissant un élément dans chaque membre de 5J
qui est infini tout en s'assurant que / = S est infini. Pour cela on considère
l'ensemble :

C ( 3 ) = {(x,y)\yeBxAy>2.x}

Un ensemble ^-simple s'obtient par un choix dans C(30) selon la première
coordonnée; c'est-à-dire que pour chaque x on choisit — au moyen d'un
certain procédé de choix — un y, s'il en existe, tel que (x, y) € C(55); l'en-
semble des y ainsi obtenus constitue un ensemble 5i-simple, soit S.

(1) Un prédicat binaire sur N, soit A, est une énumération d'une classe A de prédi-
cats unaires (ensembles) si A coïncide avec la famille { An } «ejy obtenue en fixant le premier
argument de A. Une fonction ƒ est fonction énumérante d'un ensemble E si E = f(N).

Revue Française d*Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE GENERALISATION DE LA NOTION D'ENSEMBLE IMMUNE 3 9

En effet, cet ensemble coupe tout élément infini de la famille 3J. D'autre
part, pour tout «, S D [0 ; 2 • n] contient au plus des éléments choisis dans
B0,B1,...Bn_1. Donc V«card(S fl [0;2n]) < n ce qui montre que .S est
infini. &

Remarquons que tout sous-ensemble infini d'un ensemble 55-immune étant
lui-même ^-immune, il existe même une infinité continue d'ensembles
S-immunes.

En particulier, lorsque 3S est la famille des récursivement énumérables
(r.e) munie d'une énumération standard, C(3i) est récursivement énumérable.
L'application du théorème du choix récursivement énumérable — fondée
sur une fonction énumérante — fournit alors un ensemble r.e-simple qui est
lui-même r.e, cf. Rogers [1] ; on obtient ainsi la construction de Post. Plus
précisément soit feN~> N2 une fonction récursive qui énumère C(3J) et
soient ( )i et ( )2 les deux fonctions projections. On définit un choix de couples
dans C(30) par g récursive telle que :

=/(0)

L'ensemble simple est obtenu comme l'ensemble des seconds éléments des
couples ainsi constitués et se trouve donc énuméré récursivement par

h(x) = ( g(x) )2.

Théorème 1 (Post) : II existe un ensemble simple.

Par la suite nous nous intéresserons à des classes dénombrables possédant
une énumération récursive; il est alors nécessaire d'adopter un opérateur de
choix différent, de sorte à obtenir des ensembles simples et immunes récursifs;
on utilisera l'opérateur « bord » : pour tout JC on choisit le plus petit y —
s'il existe — tel que (x, y) € C(3J). L'ensemble Si-simple S est ainsi défini par :

y €S ssi 3x[(x,y)eC(3S) A Vf < y (x

Soit

y eS ssi 3x\y€Bx/\y>2*x/\yit<y t > 2* x -> t $BX]

Or une expression du type 3 x[y > 2 • x A ...] peut se remplacer par
3 x < y\y > 2/ x A ...]. D'où la relation définissant S :

y eS ssi 3x < y[y > 2-x A yeBx AV t < y[t > 2*x-+teBx}}

n° mars 1974, R-l.



4 0 P. FLAJOLET ET J. M. STEYEART

De même I = S est défini par :

y € / ssi V x < y[y > 2*x A y€Bx-+3t < y[t$Bx A t > 2*x]\

Cette construction peut se résumer par le théorème suivant :

Théorème 2 : Soit C une classe de prédicats sur N9 3J une famille de
parties de N. Si C vérifie les conditions :

(a) C contient une énumération de 3J ainsi que la relation Xuv • u > 2 • v.

(P) C est close par opérations booléennes, quantifications bornées et
changement de variables,

alors C contient un ensemble $-immune.

Soient S" les classes subrécursives de Grzegorczyk [2], Sin les classes de
Peter [3], Le théorème 2 entraîne :

Corollaire : (a) Pour tout «, il existe dans 31"+1 un ensemble 3tn-immune.
(P) Pour tout n > 3, il existe dans £n+1 un ensemble 8"-immune.

En particulier, il existe dans %l = U Sn un ensemble S3-immune, ou
n€N

encore : il existe un ensemble récursif primitif (infini) dont tous les sous-
ensembles infinis sont non-élémentaires. Si donc l'on considère comme faciles
à reconnaître les ensembles élémentaires et corrélativement comme complexes,
les ensembles non-élémentaires, on a construit un ensemble récursif qui n'a
que des sous-ensembles complexes; de surcroît, la «complexité» même de
cet ensemble est bornée supérieurement puisqu'on détermine également qu'il
est récursif primitif. Cette remarque peut recevoir une formulation précise
dans le cadre des classes de complexité axiomatiquement introduites par
Blum [4] et des classes de complexité de calcul par machines de Turing. Les
résultats correspondants se trouvent exposés dans [5], On établit notamment
le résultat suivant obtenu indépendamment par Constable [6] au moyen
d'une construction différente :

Théorème : Étant donnée une mesure de complexité O quelconque, il
existe une fonction récursive r telle que pour toute classe de complexité R®
définie par une borne t honnête, il existe dans la classe R?ot un ensemble

Dans le cas des calculs par machines de Turing, une évaluation du coût
du processus de diagonalisation est possible. Citons par exemple :

Proposition : II existe un ensemble reconnaissable en temps exponentiel
par machine de Turing qui ne possède aucun sous-ensemble infini reconnais-
sable en temps polynômial.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE GENERALISATION DE LA NOTION D'ENSEMBLE IMMUNE 41

Indiquons encore deux prolongements possibles de cette construction.
Le premier montre qu'il existe un ensemble immune inclus dans tout ensemble
infini.

Proposition : Pour tout A infini, il existe I inclus dans A tel que I est
55-immune.

Démonstration : On modifie la construction de base, de sorte à obtenir
un ensemble S-simple qui contienne le complémentaire de A. S = A U SA où
SA est obtenu en relativisant à A le procédé de choix c'est-à-dire en consi-
d é r a n t : CA(3S) = { (x, y) \ Bx(y) A y > 2 * x A y € A } , p u i s S A e s t o b t e n u
par un choix sur CA(35>) selon la première coordonnée. 0

Les théorèmes 1 et 2 s'étendent alors :

V A récursif infini 3 /[ƒ C A A I immune] (immunité au sens classique),

V 55 V A récursif infini 3 / récursif [ƒ C A A I $-immune].
Le second prolongement est constitué par la notion d'ensemble fortement

55-simple :
Un ensemble est dit fortement ^-simple s'il coupe tout élément infini de 55

en une infinité de points; il est clair qu'un ensemble fortement ^-simple est
^-simple.

Proposition : Pour toute classe 55 dénombrable, il existe un ensemble S
qui est fortement 3ï-simple.

Démonstration : Soit r une fonction de grande amplitude c'est-à-dire telle
co ^

que V x 3 y[r(y) = x]. Soit B une énumération de 55; on considère B défini
par B(x, y) = B(r(x)9 y). B énumère 3$, et de plus à tout élément Bt de 55
correspond une infinité d'index dans B à savoir r~\i). Soit alors
C(3$) = { (x, y) | y € Bx A y > 2 • x } ; on construit S par un choix sur
C(55). Soit Bi un élément infini de 55eti£ = r"1^). Pour tout a dans R,
Bo = Bt ; d'autre part d'après la construction de base Ba fl S = Bt fl S
contient un xa > 2 • a, R étant infini Bt C\ S qui contient l'ensemble des xa

est infini. <8>
Prenant pour r une fonction récursive on étend le théorème 2 de la manière

suivante :

V C récursive 3 S récursif S est fortement C-simple.

Indiquons finalement un cas assez important où les notions d'ensembles
3)-simple et fortement 3)-simple coïncident; c'est celui où les classes sont
animent invariantes, soit : Pour tout P dans D, tout ensemble Q dont la
différence symétrique avec P est finie appartient également à Ü).

n° mars 1974, R-l.



4 2 P. FLAJOLET ET J. M. STEYEART

En effet, soit S un ensemble ü)-simple; soit B infini €D; on définit par
récurrence des éléments xk et des ensembles Bky qui appartiennent à 2), par :

Soit X = {xk | k eN } ; JT est infini et XCBCiS.

En particulier tout ensemble (r.e)-simple est fortement r.e-simple.

2. APPLICATION AUX PROBLEMES D'APPARTENANCE
ET DE HIERARCHIE

Dans cette section, nous utilisons les ensembles immunes généralisées pour
étudier le problème suivant : Soient A et 5i deux classes dénombrables de
parties de Ntelles que ^ tC5Je t soit B une énumération de 3J; le problème
d'appartenance APPART [B ; A] encore noté [B ; A] est un prédicat unaire
défini par :

[B ; A](x) ssi Bx 6 A.

Ainsi, prenant pour A la classe des ensembles récursifs élémentaires,
pour $ la classe des ensembles récursifs primitifs munie d'une énumération
standard B, le problème [B ; A] est le problème de déterminer si un schéma
récursif primitif représente un ensemble récursif élémentaire.

Par la suite, nous supposerons pour l'étude de problèmes [B ; A] que B
est récursive et que A est une classe récursive, c'est-à-dire possède une énu-
mération récursive A, Le problème [B ; A] qui s'écrit :

[B;A](x) ssi 3yWt[Bx(t) = Ay(t)]

est donc un problème S2 au sens de la hiérarchie arithmétique de Kleene [1].

Un cas particulier de problème d'appartenance est le problème [B ; vF]
où fr est la classe des parties finies de N. [B \!F] est alors le problème de
finitude pour B encore noté FIN [B] ; il s'exprime également sous forme S2.
Bien que ce problème ne soit pas toujours indécidable — cf. les grammaires
rationnelles et algébriques pour lesquelles il est décidable — il est souvent
possible de montrer qu'il est S2-complet ; il suffit pour cela que 3b permette
de coder un mécanisme d'évaluation de toutes les semi-fonctions récursives,
par exemple les suites de calcul de machines de Turing ou de machine à registres.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE GENERALISATION DE LA NOTION D'ENSEMBLE IMMUNE 4 3

Plus précisément :
B est une base forte pour les r.e. s'il existe p récursive et un codage récursif

de N2 sur N noté < x, y > tel que

Lemme : Si i? est une base forte pour les r.e., alors le problème de la
finitude pour B est S2-complet.

En effet Wt fini ssi i?p(0 fini.
Nous allons maintenant réduire sous certaines conditions le problème

FIN [B] au problème [B ; A] en utilisant la notion d'ensemble ^/t-immune.

Définition : Soient H et K deux parties de N; on définit la composition
spéciale de H et K comme l'ensemble des éléments de H dont le rang dans
l'énumération naturelle de H appartient à K9 soit :

y€H*K ssi y €H A card { u \ u €H A u ^ y } € K

Remarquons que si h est la semi-fonction d'énumération naturelle de H
alors H*K=h(K).

Théorème 3 : Si A et 3i énuméré par B vérifient les conditions suivantes :
(a) J€ contient les ensembles finis.
(P) Si contient un ensemble ^t-immune.
(y) 55 énuméré par B est effectivement clos par composition spéciale,

alors FIN [B] est réductible à [B ; À], En particulier si FIN [B] est S2-complet
[B ; &] est aussi 22-comple t-

Démonstration : 55 énuméré par B est effectivement clos par composition
spéciale s'il existe une fonction récursive totale T qui représente la compo-
sition spéciale sur B c'est-à-dire tel que : Bt * Bi = B^îtjy

Soit A un ensemble jt-immune et soit S un ensemble quelconque dans 55 ;
considérons A * S. Deux cas se présentent :

— si S est fini A * S est un sous-ensemble fini de A, et d'après la condi-
tion (a) A * S € A ;

— si S est infini, A * S est un sous-ensemble infini de A qui n'appartient
pas à A d'après la propriété d'immunité de A.

La réduction est effective soit S un index de A dans B nous avons :
— si iS = Bx est fini alors BB * Bx = B^BtX) 6 A,
— si S = Bx est infini alors B8 * Bx = £T(s,x)

(1) ! y signifie « il existe au plus un y tel que... ».
W désigne une énumération standard des r.e.

n° mars 1974, R-l.



4 4 P. FLAJOLET ET J. M. STEYËART

La fonction v(x) = x(§, x) assure alors la réduction FIN [B] à [B ; A] car
FIN[J?XJC) ssi [B ; A](v(x)).®

Le problème de hiérarchie est une extension naturelle du problème de
l'appartenance. Soit { At } i€N une hiérarchie de classes de parties de N avec
At c: Ai+1 et soit 3i l'union des Av B étant une énumération de 35, la fonction
de hiérarchie \LB de B vis-à-vis des At est une fonction de N dans N définie par
V*B(X) =n ssi ^x^At/Ai- i - Le problème de hiérarchie de B vis-à-vis
des At est la relation binaire [iB(x) = rc.

Nous étudierons par la suite le cas où les At possèdent une énumération
récursive uniforme c'est-à-dire qu'il existe un prédicat récursif A{U s, x) tel
que pour chaque z, At énumère la classe At. II en découle que 3b est elle-même
récursive étant énumérée par v4(|z|l5 |2J2,;c) où (̂  et ||2 sont des fonctions
de décodage de N sur N2.

Le théorème 3 s'étend alors de la manière suivante :

Théorème 4 : Soient A,t, 3$ et B définis comme ci-dessus ; si les conditions
suivantes sont vérifiées :

(a) les parties finies !F sont contenues dans l'un des At soit A,io,

(p) pour chaque i, 3$ contient un ensemble j€rimmune,

(y) 3i énuméré par B est effectivement clos par composition spéciale,

(S) le problème de finitude pour B est S2-complet.
alors le problème de hiérarchie pour B par rapport aux At est strictement A3.
Il est de plus ^-complet dans la clôture booléenne de S2.

Démonstration : Le problème de hiérarchie s'écrit :

^ B W = * ssi [B ; A(](x) A -i [B ; A^^x)

ssi 3 t V n[B(x, n) = A(iy ̂ ) ] A V / 3 n[B(x, n) # A(i — 1, t, n)]

et se trouve par conséquent dans la clôture Booléenne de S2 donc a fortiori
dans A3. Le graphe d'une fonction arithmétique totale étant toujours dans
Fun des A£, il suffit de démontrer que le problème de hiérarchie qui est le
graphe de \LB n'est pas dans A2.

D'après le théorème précédent, pour i > i0 chacun des problèmes d'ap-
partenance [B ; At] est S2-complet; c'est le cas notamment pour [B ; Aio\. Or

ssi \LB(X) ^ i0 ssi V t^W = ƒ

Si le problème de hiérarchie était A2 alors [B ; Ai0] le serait aussi ce qui
est contradictoire. Cette écriture montre de plus qu'un problème S2-complet
est tf-réductible au problème de hiérarchie qui est par conséquent ^/-complet
dans la clôture booléenne de S 2 • (g.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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EXEMPLE : Soit GS[3] la classe des langages context-sensitive sur un
alphabet S ; on a vu que les langages de CS[{a, b }],

L± = {anbn \n€N}etL2 = {anbV \n£N}

sont respectivement Reg[{a, b }]-immune et Alg[{a, b }]-immune. L'opéra-
tion de composition spéciale initialement définie sur les parties de N s'étend
naturellement aux langages sur un alphabet fini au moyen de l'assimilation
des nombres à une repésentation conventionnelle unaire ou binaire. Il est
clair dans ces conditions que CS[{a, b }] est clos par composition spéciale.
D'autre part le problème de la finitude pour CS[{a,b }] est 22-complet
car CS[ {a,b } ] constitue une base forte pour les récursivement énumérables;
ceci se montre par une simulation de machines de Turing par des MLB recon-
naissant les langages context-sensitive, cf. [7]. L'application du théorème 3
permet de retrouver le résultat connu, cf. Cudia [8], selon lequel déterminer
si un langage context-sensitive est rationnel ou algébrique constitue un pro-
blème £2 ' c o mPl e t '

Applications : Les applications des deux derniers théorèmes sont le plus
souvent fondées sur la combinaison du théorème 2 avec l'un des théorèmes 3
ou 4. En particulier si $ énuméré par B possède des propriétés de clôture
suffisantes alors le problème d'appartenance [B ; A] est S2-complet pour
toutes les classes récursives A contenant les ensembles finis et possédant une
énumération récursive dans 3S. Dans ce cas la propriété est également héré-
ditaire, c'est-à-dire que sous les hypothèses du théorème 3 le problème d'ap-
partenance [B ; A'] est aussi S2 complet pour toutes les classes récursives A'
telles que 3** C A' C A. Ces remarques sont à rapprocher de résultats obtenus
indépendamment par Lewis [9].

Soient Rn et En des énumérations standards des classes 3T et 8" précé-
demment introduites on obtient un corollaire qui renforce les résultats d'indé-
cidabilité de Meyer-Ritchie [10].

Corollaire : (a) Pour chaque n > 3 le problème [En+1; S"] est S2-complet.
(P) Pour chaque n > 1 le problème [Rn+X; %n] est ^-complet.

(y) Le problème de hiérarchie de R1 (énumération des récursifs
primitifs) vis-à-vis des classes 8" est strictement A3.

Démonstration : Elle découle des corollaires au théorème 2, des théorèmes 3
et 4 et des propriétés de clôture des classes 8" et %n • (g)

Soit 'G" la classe des langages reconnaissables par automates finis déter-
ministes à n têtes à mouvement dans les deux sens, cf. Ibarra [11]. Il est clair
que la hiérarchie 15" possède une énumération récursive uniforme. Soit T une
énumération récursive de 75 = U <G1; on a alors le résultat que la minimali-

n
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4 6 P. FLAJOLET ET J. M. STEYEART

sation du nombre de têtes nécessaires à la reconnaissance des langages de 7S
est une fonction non calculable ; ce résultat est un parallèle de celui de
Rosenberg [12] concernant les automates à mouvement dans un seul sens;
plus précisément :

Corollaire : Le problème de hiérarchie de T vis-à-vis de { T5" } est stricte-
ment A3.

Démonstration : Une démonstration complète se trouve dans Flajolet-
Steyaert [13].

3. COMPACITE DES PROGRAMMES

Meyer-Fischer [14] ont démontré que des descriptions par grammaires
algébriques d'ensembles rationnels peuvent être arbitrairement plus compactes
que les expressions régulières correspondantes. Blum [4] a obtenu un résultat
similaire : les descriptions d'algorithmes primitifs récursifs peuvent être rendues
arbitrairement plus courtes par l'utilisation de commandes «tant que»
(while statements).

Dans cette section, nous montrons que les propriétés des ensembles immunes
ainsi que les résultats d'indécidabilité nous permettent d'obtenir des pro-
priétés concernant la compacité des programmes dans des langages subré-
cursifs de puissances différentes. Rappelons la notion de taille de programmes
(« size measure ») introduite axiomatiquement par Blum [4], Dt dénote l'en-
semble fini d'indice canonique L

Définition : Une fonction récursive s : N^>N est appelée une mesure
de taille ssi :

(1) il existe un nombre fini de programmes de taille donnée c'est-à-dire
que pour tout y, s"1^) est fini.

(2) L'ensemble fini s~x(y) peut être obtenu effectivement à partir de y,
c'est-à-dire qu'il existe t récursive telle que J " 1 ^ ) = Dt(yy

Théorème 5 : Si le problème d'appartenance [B ; A]est S2 — U2 alors B
permet une compactification de programmes pour A\ c'est-à-dire que étant
donné une énumération récursive quelconque A de A, et deux mesures de
taille fl^et \\B :

V ƒ récursive 3 Bt[Bt € A A Vj[Aj = Bt -+ \j\A > ƒ([*%)]].

En d'autres termes pour toute fonction récursive ƒ arbitrairement grande,
il existe un programme écrit dans le langage B dont la taille est plus courte
dans un rapport ƒ, que la taille de tous les programmes équivalents écrits
dans le langage A.
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Démonstration : Supposons au contraire qu'il existe ƒ récursive telle que

V i[Bt £A^ 3j[Aj = BtA \j\A </(|/|B)]]

Remarquons que dans tous les cas :

V i[Bt iA^ Vj[ \j\A < ƒ( \i\B) -* Aj # BJ\

Nous aurions donc :

Bt € A ssi lj[ \i\A ^ ƒ ( \i\B A V x[Aj(x) EE B£x)]\.

Les propriétés des mesures de taille assurent que le j cherché se trouve
dans un ensemble fini dont l'index peut se calculer à partir de / : U & tcuy

<f{)

Par conséquent le problème de l'appartenance serait seulement Ux ce qui
contredit l'hypothèse du théorème. <g>

Comme corollaires nous obtenons que le langage Rl permet une compac-
tification arbitraire de programmes pour la classe S3 des ensembles élémen-
taires, les grammaires algébriques permettent une compactification arbitraire
pour la classe des langages rationnels; ce dernier résultat est établi au moyen
d'un procédé différent dans Meyer-Fischer [14].

De plus si les conditions du théorème 3 sont remplies on peut montrer que
la compactification existe même vis-à-vis des ensembles finis :

Théorème 6 : Sous les hypothèses du théorème 3, FIN [B] étant S2-II23 B
présente une compactification arbitrairement grande pour À sur ensembles
finis, c'est-à-dire :

V ƒ récursive 3 Bt fini Vj[Aj = Bx -+ \j\A > ƒ ( \i\B)]

Démonstration : Supposons au contraire qu'il existe ƒ récursive telle que

V Bt[Bt fini — 3j[ \j\A ^ ƒ( \i\B) A Aj = 2TJJ

Utilisant les notations de la preuve du théorème 3 :

si Bx est fini alors B^(dxy est fini

si Bx est infini alors B^^ $ A

Nous aurions alors : infini ssi B^StX) fini

ssi 3;[ 1 ^ < ƒ( |T(S5 X)\B A Aj - B^x)];

par conséquent, la taille de j pouvant être bornée effectivement le problème
de finitude FIN[£] serait seulement I I x - ®

n° mars 1974, R-l.
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Les résultats précédents peuvent être reformulés de sorte à donner le théo-
rème suivant de Meyer [15] :

Théorème (Meyer) : Pour tout langage subrécursif A on peut construire un
langage B récursif primitif en A tel que B permette une compactification arbi-
traire pour A sur les ensembles finis.

Il suffit de prendre pour B une énumération standard de la clôture élé-
mentaire de A et d'appliquer le théorème 6 • (g)

Remarquons que, bien que nos démonstrations concernent les ensembles,
elles entraînent comme conséquence immédiate les propriétés correspondantes
pour les fonctions; un examen des preuves montre également que la compac-
tification peut être obtenue non seulement par n'importe quelle fonction
récursive mais même par n'importe quelle fonction A2 (c'est-à-dire récursive
en le problème de l'arrêt), ce qui établit le résultat de Meyer dans toute sa
généralité.
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