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DIMENSIONS GLOBALES DES EXTENSIONS DE ORE
ET DES ALGEBRES DE WEYL

par Maryse DESROCHERS

1. Introduction.

La premiere partie de cet exposé concerne les extensions de Ore. Soit R un anneau
muni d'une dérivation D , et soit S = R[t] , 1'extension de Ore associde & D .
S est additivement le groupe des polynfmes en une indéterminde t avec tr::rt+-D(r)
pour tout r appartenant & R . L'inégalité 1l.gl.dim S L l.gledim R + 1 & déja
été remarqué par plusieurs auteurs, parmi lesquels K. FIELDS, N. S. GOP.LLAKRISHN:N
et R. SRIDHARAN (cf. [8] et [12]). Nous montrons ici que, dans le cas o R est
noethérien & droite et & gauche, de dimension globale & gauche finie, une condition
nécessaire et suffisante pour obtenir 1'égalité est l'existence d'un S-module M ’
de type fini sur R, tel que 1. dimR M =1l.gledim R . Si, de plus, R est commuta~-

tif, nous obtenons une partie du théoréme 22 de GOODEARL (cf. [11]).
Dans la deuxiéme partie sont étudides les algdbres de Weyl :

An(R) = R[Xl 9 ee e Xn

] -tl ’ e0 0 ’ .tn] 9

t,ox, =%, 0t =1 et x, t,=1t,x. pour i différent de j . Pour R , anneau
i1 i i i J 1

noethérien & droite et & gauche, on montre que gl. dim An(R) =glse dim R+ 1 ou

gl. dim R + 2 , le second cas se produisant si, et seulement si, il existe un An(R)—

module & gauche, M , de type fini en tant que R-module, tel que

1. dimR

lorsque gl., dim R < ® , 3i R est un anneau commutatif noethérien contenant les

M =gl, dim R

nombres rationnels, on prouve que gl. dim An(R) =gl. dim R+ n, et si R ne
contient pas les nombres ratiomnels, on introduit m , le maximum des dimensions pro-
Jjectives des R-modules & gauche cycliques qui sont des groupes de torsion abéliens
on obtient alors gl. dim An(R) = gl dim R+ n pour n inférieur ou égal 2

gl, dim R -m , et gl. dim Ah(R) =m+ 2n pour n supérieur ou égal 2

gl. dim R - m .

2. Foncteur Tor et intersections.
Dans cette section, nous allons prouver la formule
R /] — R i
(2.1) Tor s (N, N M) =N Tory (v, M, )

pour R anneau noethérien & droite tel que w.gl.dim R =d , N un R-module &
droite, et {Mi} une famille de sous-modules d'un R-module & gauche M . On rappel-

le que
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wegl.dim R = sup w.r.dimp M = sup w.l.dimp N (ef. [15], p. 150)
avec I R-module & droite et N R-module & ganche,

ou W.r.dimR I est la dimension plate de ¥ , c'est-a-dire le plus grand entier po-

a

sitif n tel que Torﬁ(M , N) #0 pour un certain R-module & gauche N ,

W.l.dimR ¥ étant défini de maniére analogue & gauche.

LEMIE 2.2. - Soient R un anneau noethérien & droite tel que w.gledim R =4 <=,

N un BR-module & droite arbitraire, et F le foncteur défini par F(X) = Torg(N , X)

pour X R-module a gauche quelconque. Alors,

(1) F est exact & gauche (en particulier, si X' © X sont deux R-modules & gau-

che, 1'application F(X') —3 F(X) est injective, et nous identifierons F(X') et

son image dans F(X) ;

(ii) Pour toute famille {Xi} de R-modules & gauche, l'application

r(11 Xi) — [1 F(Xi) induite par les projections est injective.

Démonstration. - Montrons que F est exact & gauche, Soit 0 —= X' -=» X =5 X" = 0

une suite exacte de R-modules a gauche. On a alors
ves —> Tor§+1(N , X)) — Torg(N , X') -—;}Torl;(N , X) —> Torg(N , X)) —3 ...

et Tor§+l(N , X") =0 car w.gl.dim R =d , d'od le résultat. De méme, si
O =2 N! =3 N —>» N" —3 0 est une suite exacte de R-modules & droite,

Tor§+l(N" , X) =0, et on obtient
0 —> Tor?(N‘ , X) —> Torg(N , X) —> Torg(N" , X) .

Pour démontrer la partie (ii), notons que si Y est un R-module 2 droite, il y a
un homomorphisme canonique Y Sh rlXi — TI(Y 8& Xi) provenant des projections
(cf. [4], Do 90). Cet homomorphisme est bijectif si Y est de type fini sur R . En
effet, soient y, , ¥, 5 «eo , ¥, des générateurs de T , et soit {zi ® xi} un
é1lément quelconque de [1 (Y e Xi) -Ona z = Z§=1 Yy i,y et 1'élément
E%;l (yj ® {ri,j xi}) de Y& M X; s'envoie bien sur {zi ® xi} , d'ou la surjec-

tivité. Pour montrer 1l'injectivité, introduisons une suite exacte

O -=>N-—->F-—>Y -3 0,

ou F est un R-module libre de type fini, et N 1le noyau de l'homomorphisme
F -—>7Y . Comne R est noethérien & droite, N est aussi de type fini sur R . De
plus, F étant libre sur R, F & i X, —> I (r @, X,) est injectif (ef. [4],

p. 92, corollaire 3). Mais le diagramme suivant est commutatif

N@Rﬂxi--> F@ X —> Y& X, —> 0

v \
M D) =Tl ) —= T (Y &, X, 0
(N%Xl) (Ffol) ﬂ(fR ;) —
0 0 0

(efe [4], p. 86, proposition 5, et [4], p. 23, proposition 5, pour obtenir les suites

exactes horizontales), d'ou 1'injectivité de
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Yo Ty, —TM(ra x).
Notons maintenant que le foncteur H commute avec le produit direct (cf. [6],
p. 98, proposition 9.3) et que,si Y est une résolution projective de N , alors

TorE(N , M) et Hn(Y B M) sont isomorphes pour tout n >0 et tout R-module &
gauche M (cf. [15], p. 127, théordme 4). On a donc

Torﬁ(N , Hxi) = Hn(Y 8 I Xi) — Hn(ﬂ (Y @ X)) M (Hn(Y 8, Xi))

r[Tori(N , Xi) ,

]

ce qui nous donne un homomorphisme

R R
0, Torn(N , T xi) — 11 Torn(N , Xi) .

Mais comme R est noethérien & droite, si N est de type fini sur R, N possede
une résolution projective de R-modules de type fini (ef. [6], p. 78, proposition

1.3.). D'ou les P sont des isomorphismes si N est de type fini.

Maintenant, pour tout R-module & droite N , et pour tout sous-module N' de N ,

on a un diagramme commutatif
F(1 X,) = Torg(N , 1 X,) __?51-, M Torg(N,‘: X,) = i F(Xi)
R ?'q R
Tord(N‘ y ML) — ﬂTord(N' , Xi)

ou, gréce a (i), les fléches verticales sont les monomorphismes induits par 1l'injec-
tion N' —» N (ef. [4], p. 23, proposition 5). De plus, F(II Xi) est la réunion
des sous-—-groupes Torg(N' ’ T‘Xi) , ob N' parcourt les sous-modules de N de type
fini sur R car N est la limite directe de ses sous-modules de type fini, et les
foncteurs Tori commutent avec les limites directes (cf. [6], p. 107, proposition
1.3.). Donc tout élément de Ker ¢q doit appartenir & Torg(N' , 11 Xi) pour N!
sous-module de type fini. llais comme alors qﬁ et les deux fldches verticales sont

injectives, on a bien Ker 9y = 0 , d'ou l'injectivité.

by

LEMME 2.3, - Soit T wun foncteur de la catégorie des R-modules & gauche dans la

catégorie des groupes abéliens qui satisfassent aux conditions (i) et (ii) du-lemme

by

2.2, Alors, pour tout R-module & gauche M et pour toute famille ﬂﬁi} de sous-

modules de 1 , on &
™ —_ v R
NF@L) = 7N )

Démonstration. — Notons respectivement 1] et a4 les projections ITM/Mi - M/Mi

et M —» M/Mi « Le foncteur F étant exact & gauche, et le diagramme suivant

Mgs
0 —sN M, —» N —di5 1 (M/Mi)
h IRE
q, t
M —ds M/Mj
étant commutatif avec la suite exacte & la premiére ligne, on obtient un second

diagremme commutatif :
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F(Tq.
0 —> F(ﬂmi) -—> F(M) --—?-l-—> F(T (M/Mi))

LRI AL
0 —3 NF(H,) —> F(M) ——mZ> TP/, )

ol chacune des lignes est une suite exacte. En effet, 9 = Py ° rfqi , d'ou
Flay) = Flpy) © F(ITq) , a0t

. Mre) = T (r(p;)) » ¥(TTq,) ,
et 0 - H, —>1 -5 M/Mi , d'ol
Flq.
0 —> P(1,) --> F(i) —_—T (i)
donc Ker (F(qi)) = F(Mi) , ce qui donne
Ker ([ F(qi)) =N F(Mi) .

Mais alors Il F(pi) ° F(r]qi) = TIF(qi) , et TIF(pi) est injective grfce & la

condition (ii), donc
ker (MF(q,)) = Ker (F(Mq,)) ,
ce qui donne bien F(N Mi) =N F(Mi) .

I1 est clair que les lemmes 2.2 et 2.3 prouvent (2.1).

3, Extensions de Ore - Premidre partie

Soit R un anneau muni d'une dérivation D , et soit S = R[t] 1'extension de Ore
correspendante. Si w.gl.dim R = d < @ , nous allons tirer certaines conclusions de 1

1'égalité wegl.dim S =4 + 1 .

Introduisons d'abord, pour tout S-module & gauche M , le complexe suivant de S-

modules & gauche :
ae(M) be(M)
(3.1) 0 388 H ——>58 0 —— N -—>0,

ou la structure de S-module & gauche de 3 Qh M est définie par
s(s? ®m) =s8s' ®m ,
s et s' appartenant & S ;, m appartenant a M , et ou ae(M) et be(M) sont
définies par
ae(s ®n) =st®m - s @ tm ,
be(S ®@m) = sm .

Nous allons montrer qu'il s'agit en fait d'une suite exacte de S-modules a gauche.
En effet, la surjectivité de be(M) est évidente ; soit maintenant u un élément
quelconque de Ker (ae(M)) . Notons que tout élément de 5 @; M peut s'écrire de ma-
0 e m, avec m, appartenant & M pour .O <£ign
car S est libre sur R de base 1, t , 2 y ees o On a done u = Z, tte® m

. i=0
(a (1)) (w) = Zf__é th ® m';

s . n
niere unique sous la forme Zi—
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avec mb = - tmo ,
(aé(M))(u) =0 , donc m&
On a bien Ker (aO(M)) =0 3 d'olh l'injectivité de ae(M) . De mtme, soit u appar-

m? = m, - tm, our 1 <i<n m' =m_ ; Or
i i-1 i P ! n+l n'’
=0 pour O < i <nt+tl , donc m, = O pour 0Li<€ne.

s . . _sh i n _ -
tenant & Ker (be(h)) : u —Zi=0 t ®mi avec my + tml + eee + 1t m = 0 . IL

s'agit de trouver un élément v = -l i g m! tel que ae(M)(v) =u , clest-a-dire

i=0
tel que
- 1 -
tmo = m0
m?! - tm! =m, pour 1 <ign-~-1
i-1 i i
1 —
ml =m .
On obtient
m! =m
n-1 n
1 —
mn_2 =m -1 + tmn
2
! —
n-3 mo_5 + tm -1 + t m
‘o ne=2
my = m2 + tm3 + eee + T mn
- n-1
mO = m1 + tm2 + eee + T m
et alors
2 n
- | - - - =
tmo = tml % m, cee % mn o,

dfou l'exactitude de (3.1).

Soient N wun S-module & droite, et Z une S-résolution projective de N défi-

nie par la suite exacte

hi h1 hO
..-——)Zi'-—-,bzi_l—-ﬂ;... >Zi %ZO /N—-;O,

ou les Zi sont des S-modules & droite projectifs et les hi des S-homomorphismes.

Les diagrammes

h,®1, h ®1,
7, @ M ——> 7, _ & M Z, @ M ——> T @ M
l h, 8L, ! y 121, et \’ h 81, i)
z, 8 N 257 @M 7, @ 1 ——ts N @ U

ou les fléches verticales sont données par z®m +> zt @ m - z2 ® tm , sont commu-

tatifs, donc
Az®m) =2t @®m - z2® tnm

définit un endomorphisme du complexe 72 Qh i . De plus, on vérifie facilement que le

diagramme
| 1®ae(M)
Z®S§®RM—-———=,Z®SS@RM
ZJIM g zi M
R

ou les fldches verticales sont définies par z ® s ®m > zs ® m , est également
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commutatif. Mais comme S est un R-module libre, une S-résolution projcctive est
aussi une R-résolution projective donc, en passant aux groupes d'homologie, on

obtient le diagramme commutatif suivant

S .
Tor” (N,a (M))
Tor® (¥, S 8, M) © > Tor® (N, 5 & M)
TorR N, M) Tor (a) > TorR (N , M)

(ef. [15], p. 127, théordme 4), et les fliches verticales sont des isomorphismes car
S est plat sur R (cf. [6], p. 117, proposition 4.1.1).

LEUE 3.3. - Soit R un anneau tel que w.gl.edim R =d < « , Alors V , le noyau

de 1l'endomorphisme Torg () , est isomorphe & T°r§+l (v, n) .

Démonstration. -~ La longue suite exacte pour le foncteur TorS , induite par (3.1),

donne
— Tor> . (N, S & M) —> Tor> . (W , 1) —3 Tor> (N , S & M)
ar1 W S & a+l V0 g W > &R

S
Tord(N,ae(M))

> Tori (¥, s@ M —...
Mais Tor" (N , S @ 1) ~Tort (N , M) , d'od
S R i
Tory, (N, s & n =Tory (N, M) avec w.gl.dim. R=4d ,
ce qui donne Tor§+1 (N, s® M) =0 .0n en déduit

Tory, (N, M) >Ker (Tori (v, ae(M)))
avec, par (3.2),
Ker (Tori (N ’ ae(M))) = Ker (Torg (a)) ’

d'ou le résultat.

Maintenant soit M! un R-sous-module du S-module M . Pour i =0, 1, 2 ,...,

on pose

Ki={x de ' tjxeM’, J=0, 1,2, ees o i}
I1 est clair que Ki 2 Ki+1 et une induction triviale sur j montre que
rtd + jD(r)tj—l Foee. + Dj(r)

X @)t

tJ r

I

(3.4)

]

pour tout r appartenant & R . Donc si r est un élément quelconque de R, x

un élément quelconque de Ki ’
t9(rx) = Zg=0 (2)D£(r)t3_z x ; pour j<i,

j - 4 est inférieur ou égal & i , donc tJ-% x appartient au R-module M' , donc
tJ(rx) aussi. Par conséquent, les Ki sont des R-sous-modules de M! ,
i+l

Définissons mos Ki —> M/M! par ni(x) =1t x+ M .On a
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i+1

ni(rx) =1 rx + M' pour r appartenant & R
= rtl+1 X + ZE:; (igl)DJ(r)ti+l—j X + M!' par (3.4)
=ttt ox 4w o r(sttt ¢ 4 M') = rni(x) .

Les My sont donc des R-homomorphismes, d'ou la suite exacte de R-modules :
( e

oy ~ 1
3.5) 0 —> K, , —>K —=nm.

LEMME 3.6, = Soit R wun anneau tel que w.gl.dim R = d < » , BEn identifiant

R - N .
Tor, (v, Ki) & son image dans Tor? (v, M) par le lemme 2.2 (i), on a, pour tout

v appartenant & V n Torﬁ (v, Ki)

Torg (v, ni)(v) =0 .

Démonstration., - Soit Z wune S-résolution projective de N , définie par la sui-

te exacte

Sn+1 %0
...-—.)Znﬁ-l-—-ézn—a...—?zo——;l\r__;o.

On a
R i =1 —_
Tor, (N, M) Hd(Z ® M) = Ker (ad ® JM)/Im (6d+l ® 1) .

Soit f wun cocycle représentant la classe de cohomologie de v . Toujours par le

lemme 2.2 (i), on peut supposer

f =2 2y ® kh avec z. € 7

n €% Ky EK -

Puisque v est dans V , la classe de cohomologie de a(f) est nulle, donc on peut

trouver un élément w de Zd+1 eﬁ M tel que

a(f):Zzht®kh-Zzh®tkh

= (6g,7 ® 1) ()

Une induction triviale sur n montre que

Fz@k) = 2t @k - nzt™! ® tk + (g)ztn—z 8t°k ... 2@tk
_ S8 ()i oy un-i i
= i=0( 1) (i)zt ® th k.
Donc
i+1 i+l i+1
o (f) = o (zh zy ® kh) = Z£ o (zh ® kh)

_ Y Zi+1 _ Jri+l i+l-j J
_hjzo(l)(j)zht ® t ky

avec tY k, dans M' pour 0 < j<i, d'ou, modulo Z®MN' , on a

§£ z, ® ti+l Kk =+ c‘!:i.+l(:t.) -+ 1(6

Y ® 1)(w)

d+1

== (5, . ® 1)(*(w))

d+1
car «a est un endomorphisme du complexe 2 @h M . Mais Tori (n ’ ni)(v) est repré-
senté dans Z @ M/M!  par §£ z, ® gL k, + M' , donc est bien un cobord dans

Z ® M/M? , Cé qui prouve le lemme,
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Pour tout R-sous-module lN' de M , soit K@M') =Kk =N Ki y le plus grand S-

sous-module de M contenu dans M! .

LEMME 3.7. - Si R est noethérien & droite avec w.gl.dim R=d <, et si M?

est un sous-module de M tel que  w. dimR K<d, alors V n Torg (w , M) =

Démonstration. - Par (2.1) on a Torg (v, x)=0N Tori (v, Ki) avec
we dimp K < d , done N Torﬁ (v, Ki) =0 ., Ainsi, en utilisant l'identification du

lemme 2.2 (i), la famille des Torg (v, Ki) forme une chafne descendante de sous-
groupes de Torg (v , M') dont l'intersection est nulle. D'ou, si v est un é1é-
ment non nul de V n Torg (N, M') , il existe un entier i tel que v soit dens
Tori (v, Ki) et non dans Torg (v, Ki+1) . Mais, par (3.5) et le lemme 2.2 (i),
la suite

Tor (N ﬂl)

0 —> Torg (N, K, .)—> Torg (v, Ki) 4 i, Tor (§v, M)

i+l
est exacte (cf. [6], p. 25, proposition 4.3 (a)). Donc Torﬁ (v, ni)(v) #0 , ce qui
en contradiction avec le lemme 3.6 : on a bien

VA Torg (Nn,M)=0.

THEOREME 3,8, — Soit 'R un anneau noethérien & droite et & gauche avec
gl., dim R = wegl.dim R =d < «» , et soit S = R[t] 1l'extension de Ore de R asso-

cide 3 une dérivation D . Si M est un 3-module & gauche tel que w. dimg M=d+1

alors M contient un S-sous-module MO de type fini sur R , et

d1mR M= w. dlmR Mo =d .

Démonstration. — On rappelle que si R est un anneau noethérien & gauche et &

droite, alors
Wegledim R = r.gledim R =1,.,gl.dim R

(cf. [15], p. 153, théordme 20), et pour tout R-module & gauche A de type fini
sur R, on a

We dimR A=1. dimR A
cf. [15], p. 153, théordme 19).
Puisque W. dimS M=d4+ 1, il existe un S-module & droite N tel que
S
Tord+l(N , M) #0 .

Soit M! un R-sous-module de M de type fini sur R . Comme R est noethérien &
gauche, K(M') = X, R-sous-module de M' , est également de type fini. Si le théo-

réme était faux, on aurait donc w. dimp K(M') <d , et le lemme 3.7 donnerait

Vn Tori (n, M) =0

pour tous les R-sous-modules M' de M , de type fini sur R . Or on remarque que

M est la limite directe de ses sous-modules de type fini, et comme le foncteur
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Tor® commute avec les limites directes (cf. [6], p. 107, proposition 1.3), 1'iden-

tification du lemme 2,2 (i) nous permet d!écrire
Torg (N, H) =U Torg (v, mr),
ou M! parcourt tous les R~-sous-modules de type fini de M , Par conséquent,

v

]

Vn Torg (v, m)

R
V Uy, Tory (v, M)

[

U(V nTory (¥, H')) =0

ce qui contredit le lemme 3.3 puisque TorS (N , M) est non nul, d'ou le théordme.

d+1

4, Le cas commutatif.
Si R est commutatif, nous allons déduire une partie du théordme 22 de [11] & par-

tir du théordme 3.8.

LBME 4.1, - Soient R un anneau commutatif noethérien tel que gl. dim R=d < =,
T 1'ensemble des idéaux maximaux de R, et M un R-module & gauche de type fini

tel que dimR M=d . Alors il existe un élément my de T tel gue dimR R./mO =d,

et un élément non nul de M , x , avec my x =0 .

Démonstration. — Comme M est de type fini sur R noethérien, on a

d = dimR M= supmemdimRm Mm

(cfs [15], p. 188, théordme 11). Donc il existe un élément m, de M tel que

d = dimR M .+ BEt, toujours parce que R est commutatif noethérien, on a aussi
mo . .

0
d=gl. din R = sup  yel. din R et gl. dim R = dimy R/m
(cf. [15], p. 195, théordme 19). Donc gl. dim Rmo <d avec dj.mRmO H =d ce qui
, 0

donne dimy R/bo =gl. dim R = dimRm Mmo =d . Si on remarque encore que Rmo est
local d'idéal maximal R = mg (cf. [15], p. 187, proposition 2), on sait alors

qu'il existe un élément non nul x/s de Mmo dont 1'annulateur soit R - my (et.
0

[1], p. 396, proposition 2.2, et p. 392, lemme 1,1 (b)). L'anneau R étant noethé-

rien, m, a un nombre fini de générateurs : h, , ..., h . Il existe done des é1é~
ments 819 ee y 8 de B = oy tels que 85 hi X = 0 . Maintenant R - o, <8t un ens-
semble multiplicatif fermé, car m

0
et, en particulier, est non nul. Il est évident que mo(sl...sn x) = 0 , et 1'é1lément

> . ’ h Y -
est maximal donc premier, d'ou 80008, € R m,

80048, X est non nul dans M sinon x/s serait nul dans M, d'ol le lemme.
0]

Notons que si R est noethérien & droite (& gauche), S , extension de Ore est
associée & une dérivation D de R, 1'est aussi (cf. [7], p. 352, proposition 7.27)

THEOREME 4,2, - Soit R un anneau commutatif noethérien avec gl. dimR=d <=,
et soit S = R[t] , l'extension de Ore de R associée & une dérivation D . Si on a
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gl. dim S =d + 1, alors il existe un idéal maximal oy de R tel que

dimR R/mO =d ,

et soit D(mo) = my soit il existe un premier rationnel dans my

Démonstration. - Par le théordme 3.8, nous sgvons qu'il existe un S-module & gau-

che M , de type fini en tant que R-module, avec w. dimR M= dimR M=4d . Soit
m, 1'idéal maximal de R satisfaisant aux conditions du lemme 4.1, et x un é1lé-
ment non nul de M avec AnnR(x) =y e Introduisons également

S(Y)} .

On a M!' R-sous-module de M car,si y , y' sont deux éléments de M' ,

momaX{n(y)’n/g' Ny sy =0

M' = {ye ¥ ; Amp(y) ?m

t
donc momax{n(y),n(y )} c AnnR(y +y') et y+ y' €M . De mlme, si r appartient
a R,
r
mey ) < A (y) < annp(ry) ,
d'oh ry € M! . De plus, x appartient & M' avec r(x) = 1 donc M'!' est non nul.

Mieux encore, pour y e M , si T y=Ty,¥ = 0, alors
(rl rz)t = rl(r2 t) = rl(tr2 - D(rz))
et
(rl rz)ty = (r1 t)r2 y -1 D(rz)y =0,
d!ou AnnR(ty) 2 (AnnR(y))2 d'ou M' est également un S-module.

Le module N' est un R-sous-module de M avec R noethérien et M de type fi-
ni, donc H' est aussi de type fini sur R . Soient m, , ... , m, des générateurs
de M' , n = max {n(ml) y see n(ms)} y et T, eee T des éléments quel-

conques de R . Alors
(n) cAS < or s .
my © r?.:l Aonp(®y) Ny Amp(ryn,) honp (3 Fymg)
donc il existe un entier n tel que mén) < AnnR(M’) avec m, maximal. Ainsi

1'idéal AnnR(M‘) est primaire, de radical m, (ef. [17], p. 153, corollaire 1).
Comme M' est un S-module, si r est dans AnnR(M')

(¢r - rt)(m?) = (p(r))m* = trm' - rtm' = 0 pour tout m' de MN',
donc
D(Ann.R(M')) CAnnR(M') .

L'idéal m, étant le radical de AnnR(M‘) , pour tout r de m, , il existe un

0
nombre entier £ tel que * est dans AnnR(M') , et 21 prest pas dans

AnnR(M‘) . Alors D(rz) = [zD(r)]rz-l est dans AnnR(M‘) , et comme AnnR(M‘) est

primaire, on obtient que 4D(r) est dans 1'idéal premier m, . En particulier, si

0
m, mne contient aucun premier rationnel, D(r) appartient & m, pour tout r de

my d'ou le théoreéme.
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Le théortme 22 de [11] est le suivant : soit R un anneau commutatif noethérien
muni d'une dérivation D avec gl. dim R=n < o , Soit M 1la famille de tous les
idéaux maximaux m de R tels que D(m) € m ou tels que la caractéristique de

R/m soit non nulle, et soit
k = sup {rg(n) , me M}

(si m est vide, on pose k = - ), Alors si S est 1l'extension de Ore de R asso-

ciée & D,
gl, dim S = max {n , k + 1} .
Notons d'abord que, pour tout idéal maximal m de R,
rg(m) = gl. dim R, = dimp (R/m)»s n

(cf. [11], p. 71, proposition 9), donc k < n . lais alors le théoréme 4.2 montre

que si gl. dim S =n+ 1, alors k =n , donc on a bien
gl dim S =max {n , k + 1} .

Le théoréme 1.1 de [2] est également une conséquence immédiate de ce dernier résul-
tat. En effet, ce théortme dit que si R est un anneau de Dedekind contenant Q ,
et D une dérivation de R telle que, pour tout idéal maximal m de R , on a

D(m) ¥m , alors gl. dim S =1 , o S est l'extension de Ore de R associée & D.

Ecartons d'abord les cas gl. dim R=0 ou gl. dim S =0 . En effet, soit A un
anneau noethérien tel que gl. dim A = 0 , alors A est semi-simple (cf. [6], p. 111
corollaire 2.7) donec A est artinien (cf. (5], p. 21, exemple 1, p. 27, corollaire,
et p. 49, théordme 2), et si A est aussi intdgre, alors A est un corps. Donc si
gl, dim R =0, R est un corps. On suppose donc gl. dim R > 1 , mais alors S
n'est pas un corps, donc gl. dim S > 1 , Or R étant anneau de Dedekind, on a
gl. dim R =1 (cf. [6], p. 134, et p. 112, proposition 2.8), d'oh 1 < gl.dim S < 2,
De plus, si on avait gl. dim S = 2 = 1 + gl. dim R , par le théoréme 4.2, il existe-
rait un idéal maximal oy
premier rationnel, ce qui est en contradiction avec les hypothéses D(mo) ¢ o et
Q€R, d'od gl. dim S =1 ,

~

de R tel que D(mo) Sm, ou tel que m, contienne un

5. Extensions de Ore - Deuxigéme partie.
Soit R un anneau muni d'une dérivation D , et soit S = R[t , D], l'extension
de Ore de R associde & D . Soit M un S-module 3 gauche (2 droite), on a tou-

jours la suite exacte de S-modules & gauche

a_(M b (M
(5.1) 0 —>5@ N __2.(...).>S®RM —-‘4’-—-)->-M—>O (cf. (3.1)) .
Les applications correspondantes pour les S-modules & droite scront notées a., et
b .
r

LEMIE 5426 = Soit M un S-module & gauche. On définit une action a droite de S
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sur N = HomR(M y R) par
(£t)(m) = £(tm) - D(£(m))
(fr)(m) = f(m)r

pour f appartenant & M' , m appartenant & 11 . Cette action donne & M° une

structure de S-module & droite. De plus, si F = F(li) est 1'endomorphisme du grou-

pe abélien HomR(M , S) , défini par F(g)(m) = tg(m) - g(tm) , alors le diagramme
ar(M*)
M* & S ——> Mg, s
(5.3) | V)

\ ,
HomR(M , S) —E£E29~HomR(M , 9)

ol les fléches verticales sont données par

f®s - {m+—-s f(n)s}

est commutatif.

Démonstration. - En effet, pour obtenir la premidére partie du lemme, il suffit de

vérifier que f(tr) = f(rt) + £D(r) . Or, pour m appartenant & M , on a

£(tr)(m) = (£t)r(n) = ft(n)r = £(tn)r - D(f(m))r

et
£(rt)(m) = (fr)t(n) = fr(tn) - D(fr(m))
= f(tm)r - D(f(m)r)
= f(tm)r - D(f(u))r - £(n)D(x)
= £(tm)r - D(f(m))r - £D(r)(m) ,

d'ol la structure de S-module & droite pour M¥ . Bt, si f ® s est un élément

quelcongque de M gh S, on a

f®s > {m > f(m)s} hgﬁglé {m —3 tf(m)s -~ £(tm)s}

°* ar(M*)
f®8 > F @ t8 -~ ft @ s
ey {m =3 f(m)ts - ft(m)s
= tf(n)s - D(f(n))s - £(tm)s + D(f(m))s
= tf(m)s - £(tm)s}

d'ou la commutativité du diagramme (5.3).

PROPOSITION 5.4. - Soient R un anneau noethérien & gauche, et M un S-module

& gauche, de type fini sur R . Alors, pour tout i > 1,

iT o~ i_l
Exts(M , S) Exty (1 é R) .

o 6
Démonstiration. - Soit X = ... —~%a Xl -1y x _JQ; M —> 0 une S-résolution pro-

0
*
jective de 1 ; on considére les deux complexes X Sh S et HomR(X , S) . Les dif-

férentielles de X étant des homomorphismes de S-modules & gauche, ar(X*) et

F(X) sont des applications de complexes. La commutativité de (5.3) induit alors un
diagramme commutatif de complexes auquel on applique le foncteur homologique H
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pour obtenir le diagramme commutatif de groupes d'homologie :

N H(ar(X*)) )
H(X* & §) ————> (X" 8 S)

(5.5) J ¥

H(HomR(X , S) -§£E£5125 H(HomR(X , 8))

Or S étant libre sur R, le foncteur T(A) = A ®, S de R-modules a droite est

exact et covariant, d*ou 1'isomorphisme -
B(X* g 5) ~H(X") ® 5 (cf. [15], p. 03, théordme 1).

De plus, X est aussi une résolution projective de M en tant que R-module a gau-

che, donc
H(x*) > Ext (i, R) (cf. [15], p. 133, théordme 9).

lMieux encore, les différentielles 5: : f—>»f o éi de X¥* sont des homomorphis-
mes de S-modules & droite pour la structure de S-module & droite de X*  donnée

par le lemme 5.2. En effet,

]

* L]
bi(ft) = £t ° 6,

(16,) = 65(£)t ,

3 o _ _-)(-
6¥(fr) = fr o 5, = (£8,)r = 8 (£)r .

Par conséquent, ExtR(M , R) pos:dde également une structure de 6-module & droite,

et on obtient le diagramme commutatif
%* ~ y
H(X ?h S) =» ExtR(H , R) & S
H(ar(x*))l lgr(ExtR(M,R))'
S ~ o
H(X 8 S) —» hxtR(M , R) & S
Le R-module S étant plat, on obtient
Hmmﬁx,Q&Hmmgs%x,SNQmﬂgs%M,s)

car X étant une R-résolution projective de M , 3 @ﬁ X est une S-résolution
projective de S ®; M (ef. [6], p. 118, proposition 4.1.3, et [15], p. 133, théord-

me 9). Le diagramme
H(HomR(X y S)) —> H(HomS(S 8 X , 5)
B(r()| | #tron(a, x),9))
H(Homp (X , 8))——> H(Hom,(S &; X, S)
est commutatif car, si A est un S-wmodule & gauche quelconque, le diagramme
HomR(A , 8) —3 Homg(S @& A , )
F(AZl iHom(ae(A),S)
Homy (4 , S) —3 Hong(S ®; 4 , S)

est bien commutatif.



6-14

pe Hom(A , S)1—> {y : s & a—> syp(a)}
R Hom(ae(A),S ? a (A)

> {§ o ae(A) : 5@8 r——> st®a -5 ® ta

N sto(a) - so(ta)}
et
¢ € HomR(A , S) hgiélé tp(a) - o(ta)
——> {s ® a > s(tuw(a) - o(ta))} .

Par conséquent, 1'isomorphisme H(HomR(X , S) 3=ExtS(S & M, S) transforme H(F(X))

en Ext(aé(M) y 8) . On obtient, en groupant les résultats ci-dessus,

a_(BExt,(M,R))
T R
ExtR(M ,XR) 8 S - ExtR(M s, R) & S
3 ¢A‘ H(ar(X*)) *\LA‘
H(X 8 S) >  H(X" @, s)
\LR
|
7
H(HomR(X , S)) H(F(X)) > H(HomR(X , S))
L” Ext(ae(ﬁ),S) ~
Exty(s & 1 , S) > Exts(s g M, 8)
d'ou on tire le diagramme commutatif
a_(Bxt (M,R))
y T RY? ‘ .
ExtR(h , R) 8 S > ExtR(M , R) & S
Ext(ae,S) \L
ExtS(S & 1, 5) > Bxtg(s & M, s) .

Mais on remarque que pour déterminer 1'application
Homp (X , R) & S —> Homo(X , §) ,

on peut remplacer X par une R-résolution projective Y de M . Or, R étant
noethérien & gauche et M de type fini sur R, on peut choisir Y constitué de R-
modules libres de type fini (cf. [15], p. 146, proposition 8). Mais si W est un

by

R-module a gauche libre de type fini, 1l'application

HomR(w , R) 8 5 —> HomR(W , S),
donnée par (f ® s)(w) = £f(w)s est un isomorphisme car c'est certainement vrai pour
W=R,etsi W=R n s la distributivité de Hom et du produit tensoriel sur les

sommes directes finies donnent le résultat. Les fldches verticales de (5.6) sont

donc des Z-isomorphismes.

Considérons maintenant 1'analogue & droite de la suite exacte (5.1). Les applica-

)
également, d'ol la longue suite exacte pour Ext , provenant de (5.1), se décompose

tions ar(ExtR(M , R)) étant injectives, par (5.6), les applications Ext(a

en une série de suites exactes de la forme :

i Bxt(ag,S) i i+l
0 —> ExtS(S & 1, S) ; ExtS(S ® 1, 8) —» Extg (1, S) — 0.
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De méme, toujours par (5.1), on a la suite exacte

ar(Ext%(M, R))

i, i i
0 —> Extp(l , R) ® S > Bxt (M, R) @ S —> Extp (M , R) — 0 .

On obtient donc
Coker(Ext(a, , S)) &Extls'”(m , )
et
i ' i
CoKer(ar(Ex’cR(M , R) ~Ext;(1 , R) .
Mais les fldches verticales du diagramme commutatif (5.6) étant des isomorphismes,

les deux conoyaux sont isomorphes, d'ol la proposition,

COROLLAIRE 5.7. - Soit ¥ wun S-module & gauche.

. R . \ 1A
(a) On a w. d1mR M <£w. dlmS M < w. d:LmR M+ 1, d'ou
wegl.dim S £ wegledim R + 1 &

(b) 5i M #0 est de type fini sur R mnoethérien & gauche avec 1. dimR M finie

alors l. dim, M = 1, dim_ M + 1 o
R 3 R

Démonstration. — La premidre indégalité résulte du fait que S étant libre, donc

plat sur R, toute S-résolution plate de M est aussi une R-résolution plate. La
deuxi®me inégalité est évidente si w. dimR M est infinie. On suppose donc

We dimR i =n<®, Soit alors N un S-module & droite quelconque, on a
Tori(N , M) =0 pour m =n+ 1 (cf. [15], p. 149, lemme 3).

Mais toujours parce que S est plat sur R, on a également

R S
Torm(N , M) Q‘Torm(N , S @ M) =0

pour tout m >n + 1 et pour tout S-module & droite N . Or, la longue suite exacte

pour le foncteur Tor , provenant de (5.1), donne
S 3 S
cer —> Torn+2(N , S & M) — Torn+2(N , M) —> Torn+l(N , S @ 1) — ...

Par conséquent, Tori+2(N , M) = 0 pour tout S-module & droite N , c'est-a-dire

We dimS M<n+ 1.

P9ur prouver (b), nous allons d'abord montrer que si 1. dimR M =41i , alors
Extﬁ(M , R) #0 . En effet, R étant noethérien & gauche et .M de type fini sur R,
il existe un R-module & gauche B de type fini tel que ExtE(M , B) #0 (cf. [15],
p. 147, proposition 9). On construit alors une suite exacte de R-modules & gauche
O —> A—>F —> B —30 avec F libre sur R de base finie. Cette suite induit
pour le foncteur Ext 1la suite
coo > Bxti( , F) —> Bxth(M, B) — Ext7TT(M, 4) —> ...

avec Ext;+1(M , A) =0 . On a donc aussi

(n)

Exti(i , F) #0 et F=R" .



6-16

Comme le foncteur Ext commute avec la somme directe finie (cf. [6], p. 107, propo-
sition 1.2) on obtient Ext%(N , R) # 0 . liais alors la proposition 5.4 nous donne
2

Bxt2* (1, 8) £ 0, donc 1. dimy N

3 i+ 1 et, par (a),

We dim, M = 1. dim, i €1 + 1,
S S

d'ou le corollaire.

Remargues., - La premiére partie de ce corollaire a aussi été prouveé par FIELDS
(cf. [8]) en utilisant les mémes méthodes. La deuxidme partie a été démontrée, de
maniére tout & fait différente, dans le cas R semi-premier et noethérien & droite,
par GOODEARL (cf. [11]), p. 68, théordme 7). De nombreux résultats peuvent &tre dé-
duits immédiatement de cette deuxidme partie. Par exemple, la proposition 1 et le
théordme 2 de [12], le lemme 6, le théorime 8 et le corollaire 9 de [10]. En effet,
la proposition 1 de [12] dit que si R est un anneau local, commutatif, noethérien,
d'idéal maximal m , et D une dérivation telle que D(R) ©m , alors l'extension
de Ore, associée &2 R et D' S, est telle que 1l.gl.dim S = l.gl.dim R + 1
quand le.gl.dim R < » , Mais considérons le R-module & gauche Rﬁn « Puisque
D(R) € m , on peut munir R/m d'une structure de S-module & gauche en posant
t(r + m) = 0 . L'anneau R étant local, l.gl.dim R = 1. dimg R/m (cf. [15], p. 194,
théordme 16). Enfin, RB/m est un R-module cyclique engendré par la classe de 1 ,
donc de type fini sur R . On applique le corollaire 5.7 (b) & R/m pour obtenir

lgl.dim 8§ > 1. dimg R/m = 1.gl.dim R + 1 , d'ol la proposition.

De méme, pour le théoréme 2, si R est un anneau com.utatif noethérien, D une
dérivation de R telle que soit D(R) < radical de R, soit D(R) engendre un
idéal propre de R , et Krull dim Rm est la m&me pour tous les idéaux maximaux m

de R, alors 1l.gl.dim R < » donne
l'glodim S = 1 + 1oglndim R .

En effet, on a l.gl.dim R = sup l.egl.dim Rm , ou m parcourt les idéaux maximaux
de R, et gl. dim R = dimy R/m  (ef. [15], p. 195, théordme 19). Si nous nous
trouvons dans la premiére hypothese, il existe un idéal maximal o tel que

dimR Eﬁmo = gl. dim R et on a D(R) © m, , donc les mémes arguments que précédemment

nous donnent le résultat. Dans la deuxiéme, il existe m
1

, maximal tel que D(R) © m,

et on a
l.gl.dim R = supy gl. dim Rm
avec gl.dim ngxrull dim Rﬁ (cf. [11], pe 71, proposition 9), donc en particulier

gl. dim Rmo = dimy R,/mo = gl. dim R ,
d'ol le résultat.
Le lemme 6, le théoréme 8 et le corollaire 9 de [ 107 expriment respectivement que,
8i R est un anneau différentiel commutatif noethérien de dimension globale n fi-
nie avec R local d'idéal maximal M différentiel, r.gl.dim S =n + 1 § si R est

un anneau différentiel commutatif noethérien avec gl. dim R=n <o, et si R pos-
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sdde un idéal différentiel premier P tel que dimR(R/P) =n , alors
I'.gl.dim S =1n + l .

Enfin, si R est un anneau différentiel commutatif noethérien avec gl.dim R=n < @
et R de caractéristique p premier, si encore R a un idéal premier Q tel que
§£(Q) € Q et dimR(R/Q) =n, alors r.gl.dim S =n + 1 . En effet, pour démontrer
les deux premiers résultats, notons que R/M (ou R/P)) peut encore &tre muni d‘'une

structure de S-module en posant

fe HomZ(R/M , /M) f(r + M) = D(r) + M ;
alors

flr(rt + M)) - rf(r* + M) = D(r).(r* + M)

et on utilise la remarque (2.3) de [12] (p. 67). Le troisi®me résultat découle faci-
lement du théordme 8 (cf. [10], p. 320).

On peut aussi démontrer entidrement le théordme 22 de [11] déja étudié dans la

[a)

section 4 : on a déja montré que si gl. dim S =n+ 1 , on a bien
gl. dim S =max {k , n + 1} .

Bt si gle dim S <n + 1 , alors gl. dim S > gl. dim R =n (cf. [10], p. 316, pro-
position 3), donc gl. dim S = n . On veut donc montrer k <n . Or si k=n, il
doit exister un idéal maximal de R , m , tel que dimR(R/ﬁO =n avec D(m) Sm ou
Alm de caractéristique non nulle. La deuxidme hypothése est écartée par la proposi-
tion 10 de [11] (p. 72), et la premidre par le corollaire 5.7 (b) puisqu'alors R/m
est aussi un S-module de type fini sur R , donc dimS(R/m) =n+ 1, ce qui contre-
dit gl. dim S =n .

COROLLAIRE 5.8. - Soient R un anneau noethérien & droite et a gauche avec
gl. dim R=d <®, D une dérivation de R, et S = R[t] 1'extension de Ore de

R associée & D ., Alors gl. dim S = 4d ou d+1, et gl. dim S=d4d+ 1 si, et
seulement si, il existe un S-module & gauche M de type fini sur R tel que
1odimRM=do

Démonstration. -~ Par le corollaire 5.7 (a), gle dim S <d + 1, et par la proposi-
tion 3 de .[10] (p. 316), gl. dim S >4 . D'ol on a bien gl, dim S =4 ou d+ 1.

De plus, si gl. dim S =d + 1 , alors il existe un S-module & gauche M tel que

1. dimS M=4+ 1, Mais, par le théoreme 3.8, on peut trouver MO un S-sous-module
de M qui soit de type fini sur R avec 1. dimp M, =4, dtol le résultat. Récipro-
quement, si M existe avec M S-module & gauche de type fini sur R , et

1. dimp M = d , alors le corollaire 5.7 () donne 1. dimy M =4 + 1 , donc

S
gl.e dim S =d + 1 , d'ou le corollaire 5.8.

6.Algébres de Weyl.

Soit R un anneau quelconque, et Ah(R) 1'algeébre de Weyl en n variables asso-
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cide 3 R , clest-a-dire An(R) =R[X, 5 ooy X

les +t's sont des indétermindes sur R commutant avec les éléments de R , et ou

by eee s tn] , ou les X's et

t. - = . = . o i j . i S
s 5K t=1, % XJ XJ t, pour i # j . Notons alors que si R est noethé

rien & gauche (ou & droite), An(R) l'est aussi.

LEMME 6e4ls -~ On a w.gl.dim R+ n < wegledim A (R) weglodim R + 2n .

Démonstration. - Puisque ( R) = Al(An 1(R)) , il suffit de montrer le lemme pour

= 1 . Mais, par induction sur i , on a 1 Xl t + 1X} -1 , donec
Ai(R) =R[x [t , a/a&x] .
De plus, wegl.dim R[X] = w.gl.dim R + 1. (cf. [13], p. 45, théorime 5.5), Alors le
corollaire 5.7 (a) nous donne
wegl.dim Al(R) < weglodim R[X] + 1 = wegl.dim R + 2,
d'ou la seconde inégalité du lemme.
L'anneau R étant facteur direct de Al(R) en tant que R-bimodule, on a
w.gl.dim R < we.gl.dim Al(R) .

En effet, soit A un R-module & gauche quelconque, alors B = Al(R) Sh A est un

A (R)—module a gauche, et si A (R) R®T , alors B=>~AQ@T Qh A en tant que R~
module. Le foncteur Tor commute avec la somme directe (cf. [6], p. 107, proposition
l.2a), donc w. dim, B = max(w. dimR A, we d1mR T Gﬁ A) , ce qui entraine

R
w. dimp A < w. dimp B . De plus, par le corollaire 5.7 (a),

w. dimR B < w. dimR[X] B < we dimAl(R) B

On obtient w. dimp AL we dim B pour tout R-module & gauche A , donc

A, (R)
Wegledim R £ wegl.dim Al(R) . En particulier, si w.gl.dim R est infinie, le lemme

2.1 est prouvé.

Supposons maintenant que w.gl.dim R = d <« . Alors wegl.dim R[X] =4 + 1 . Soit
M un R[X]-module & gauche tel que w. dimR[X] M=d+ 1. 0n aune suite exacte de
R[ X J-modules

0 — M —> 4 (R) QR[X]M—-J:-IVI——éO

(M =4 (R) Gh[xj M/{1} Gﬁ[X] M), qui donne, pour tout R[X}-module & droite N,

ees —> Tor [X](N , ) —> TorR[ ](N M)

R[ ] R[X] =
—> Tory ] (v, Al(R) ] M) —> Tory (N, H) — ...

On a Torgggj(N M) = 0 . Comme il existe N tel que Tor [X](N , 1) #0 , il exis-

[]
te N tel que Tory (v, Al(R) Qk[xj M) # 0 , donc
Wwe dim Al(R) ®R[X] M=d+1;
et par le corollaire 5.7 (a), on a

wegl.dinm 4 (R) > w. dimAl(R) 4, (R) B M 2 dimpryq Al(R) By M=4d+1,
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dtou le lemme,

Notons que dans le cas w.gl.dim R < » , ce résultat est une conséquence immédiate

de la proposition 3 de [10] (p. 316) puisqu'elle nous donne
wegl.dim R[X] € w.gl.dim Al(R) <1+ wegi.dim R[X]
et que 1l'on a
wegl.dim R[X] = 1 + w.gl.dim R .
7N
THEOREME 6.2, - Soit R wun anneau noethérien & droite et 3 gauche, de dimension

globale finie d , Alors gl. dim Al(R) =d + 2 si, et seulement si, il existe un

M=do

Al(R)—module 4 gauche M qui soit de type fini sur R avec 1. dim

R
Démonstration. - Le lemme 6.1 nous donne déja gl. dim Al(R)"S d+ 2 . 5i un tel
M existe, alors Al(R) =RX, o[t , a/ax] , et en appliquant le corollaire 5.7 (b)

deux fois, on obtient

1. dimR[X] M=1. dimR M+ 1<
dlou
. 'l — . — - N —
1. dlmAl(R) M=1. dlmR[X] M+1=1. dlmR M+2=4d+ 2 .

Pour prouver que la condition est également nécessaire, supposons que
gl. dim Al(R) =d+ 2 . L'anneau R est noethérien & gauche, donc Al(R) aussi, il

existe donc un Al(R)—module & gauche de type fini, M , tel que

(ef. [15], p. 147, proposition 10). Soit F 1la famille des Al(R)—sous—modules !
de M tels que 1. dim, (R)M/M‘ =d + 2 . Puisque F contient O , donc n'est pas

M=d4d+ 2

vide, et que M est noe%hérien, car de type fini sur Al(R) noethérien, F con~-
t
tient un élément maximal MO « On en déduit que si M! Q’Mé , alors
1. dimA (R>(M/M‘) <d + 2 . La longue suite exacte pour le foncteur Ext provenant de
1\

0 = MIML -5 1/MY -3 M/ == O

donne, pour tout Al(R)—module 3 gauche N ,
a+2 ' A+2 (o A
ces —> ExtAl(R)(M/M , N) — ExtAl(R)(M/MO , N)
— Ext 32 (/e , N) —> ...
A, (R)

o d+2 '
or ExtiI%R)(M/Mt ,N) =0, et il existe N tel que mxtAl(R)(M/Mé ,N) £0, ce

qui donne
d+2 Y /i
Ext l(R)(M /HO , N) #0 .

On avait déja 1. dim ( M'/Mé £d+ 2, donc 1l. dim M'/Mé =d+ 2 . Quitte &
1

R) A, (R)
remplacer M par M/Né , on peut donc supposer que tout Al(R)—sous—module a gauche

de M , nonnul, a 4 + 2 comme dimension projective, car tput Al(R)-sous-module
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non nul de m/ké est de la forme M'/Mé avec M! 2MY .,

On peut appliquer le théoréme 3.8 & M , car gl. dim RX]=d4+1: M contient
un Al(R)-sous-module My de type fini sur R[X] avec 1. dlmR[X] Mo=d+ 1,

donc 1. dim =d + 2 par le corollaire 5.7 (b). Quitte & remplacer M par

A, (R) "o
MO , on peut donc supposer encore que M est de type fini sur R[X] et que

Lo dimpryqM =d+ 1, car tout Al(R)-sous-module de M, est aussi un Al(R)—sous—

0
module de li , donc de dimension projective d + 2 . En appliquant le théoréme 3.8
une nouvelle fois, on sait qu'il existe N , R[X]-sous-module de M , de type fini

sur R, avec 1. dimy fl =da . Soit maintenant

= A, (R = 27 £

Comme Xti -t X - gt i , on obtient une chafne ascendante 2% t+ 1 de R[X]-
sous-modules de I , car le degré en t reste inférieur ou égal & k quand on mul-
tiplie par x . Mais R[X] est noethérien & ganche, M est de type fini sur R[X] ,
donc noethérien, et ﬁ: est un R[X]-sous-module de M , donc il doit exister k e N,
tel que T XE ti M . Mais alors le Al(R)-module M convient, car chague ti Mo,

0 <igk, est de type fini sur R puisque M 1l'est, donc M est de type fini
sur R . De Blus, B est un Al(R)—sous—module a gauche non nul de M , donc

1. dimA (R) M=4d+ 2 , et en appliquant le corollaire 5.7 (a) deux fois, on obtient
1

W dimA (R) M < ow. dimR[X] M+ 1<we dim, M + 2,

R
= l =
donc 1. dimR M >d avec gl. dim R =4d , ce qui donne 1. dim M =4 , d'ou le
théoreme.

by

En général, si R est un anneau noethérien & droite et & gauche arbitraire, il
semble difficile d'appliquer ce théoréme pour calculer gl. dim An(R) . Cependant il
est possible d'obtenir des réponses assez précises quand R est commutatif. Nous
commengons par quelques résultats préliminaires : si R est un anneau quelconque,
soit m = m(R) le maximum des dimensions faibles des R-modules & gauche cycliques

qui sont des groupes de torsion abéliens.

by

LEMIE 6.3, - Soit R un anneau noethérien & droite et & gauche gqui ne contient

pas les nombres rationnels

(a) I1 y a des R-modules cycliques qui sont des groupes de torsion abéliens et,

N

pour tout R-module & gauche M qui soit un groupe de torsion abélien, on a

we dimp M € n(R) .

(b) m(Al(R)) =n(R) + 2 .

Démonstration. - Puisque R ne contient pas les nombres rationnels on pcut trouver

un entier k dont l'image dans R ne soit pas une unité. Alors Rk R et R/Rk
est un R-module cyclique engendré par la classe de 1 , On a aussi k. T =0 pour

tout élément T de R/Rk , donc R/Rk est également un groupe de torsion abélien.
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Considérons maintenant 1'inégalité m(R) > w. dimp M, ou M est un R-module &
gauche et un groupe de torsion abélien. Si m(R) = ® , il n'y a rien & mpntrer, nous
allons supposer m(R) = d < ® , et démontrer d'abord cette indgalité dans le cas ou
M est de type fini, cela par induction sur le nombre de générateurs minimum de M .
En effet, si ce nombre est 1, M est cyclique, donc c'est vrai par définition.
3i ce nombre est strictement supérieur & 1 , on introduit une suite exacte
0 % C =M ——3Q ~—>0 ou C est un R-module cyclique, ou Q a moins de géné-
rateurs que M , et ou C et Q sont deux groupes de torsion abéliens. Par exemple,
si M= Rel + een + Ren , on prend C = Rel et Q = H/C , engendré par les classes

de €p 9 eve g € Par 1'hypothése de récurrence, on a w. dim, Q <d , et si N

R
est un R-module & droite quelconque, on a la suite exacte

R R R
ces == Tord+l(N , C) — Tord+l(N , M) —> Tord+l(N y Q) —> eee
R R R
avec Tord+l(N , C) = Tord+1(N , Q) =0 , done Tord+l

We dimR M <d. L'inégalité est donc vérifide pour M de type fini. Mais étant donné

que tout module est la limite directe de ses sous-modules de type fini, que tout

(N, M) =0, ce qui donne

sous-module de M est aussi un groupe de torsion abélien si M 1l'est, et que le
foncteur Tor commute avec les limites directes (cf. [6], p. 107, proposition 1.3.),
on a le résultat pour tout R-module & gauche I qui est un groupe de torsion abé-

lien.

Pour prouver (b), introduisons M , un Al(R)-module a4 gauche qui soit un groupe

de torsion abélien. Par le corollaire 5.7 (a), on a

We dlmAl(R) M < w. dlmR[X] M+ 1w, dimp M+ 2 & n(R) + 2

par (a), dtou
m(Al(R)) <n(R) + 2 .

Maintenant soit M, R-module & gauche cyclique et groupe de torsion abélien, et
soit L = Al(R)t + Al(R)X2 . Alors Al(R)/L est isomorphe en tant que R-bimodule
au R-module libre engendré par les images de 1 , X dans AI(R)/L . D'od
W=y (R)/L 8 liy est un Al(R)-moc‘.ule 4 gauche qui, en tant que R-module, est

isomorphe a la somme directe de 2 copies de M, . En particulier, M est de type fi-

0
ni sur R, et 1. dimR M=1. dimR MO puisque le foncteur ExtR comnute avec les
sommes directes finies (cf. [6], p. 107, proposition 1.2). De plus, M est aussi un

groupe de torsion abdlien. Par (a) et le corollaire 5.7 (a),

m(Al(R)) > We dimAl(R) M2 w. dimp M

done m(Al(R)) 2 w. dimp Mo pour tout Iy ,
de torsion abélien. Donc m(Al(R)) >mn(R) « Bn particulier, si mn(R) = », on a le

résultat.

R-module & sauche cyclique et groupe

Supposons alors m(R) = 4 < = , Puisque 1. dimR M <£d, on peut appliquer le co-

rollaire 5.7 (b) pour obtenir
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1. din M=1, dim_M + 2 = 1, dim_ M. + 2 .

Al(R) R RO

On a

m(4, (R)) > w. din M o= w. dimg Hy + 2

4, (R) 0

et par conséquent m(Al(R)) >m(R) + 2 , d'ol le lemme.

LEMME 6.4, - Soit R un anueau commutatif noethérien, et soit M # 0 un Al(R)—

module & gauche de type fini sur R , alors M est un groupe de torsion abélien.

Démonstration. - 3oit I 1'annulation de M dans Al(R) o« Alors I est un idéal

bilatere de Al(R) , et c'est le noyau de 1'homomorphisme d'anneaux
® Al(R) —> EndR(M)

donné par la structure de Al(R)—module & gauche de If . Puisque R est commutatif,
et M de type fini sur R , EndR(M) est aussi un R-module de type fini (cf. [15],
p. 148), par conséquent tous ses éléments sont entiers sur R . En particulier, 1'i-
mage de X dans EndR(M) est donc un entier sur R ; il existe un polynfme unitaire
f & coefficients dans R tel que f(@.x) = 0 ; mais alors @(f(x)) =0 , donc

f(x) eI . Or tf.ft = df/dx dans Al(R) , d'ou df/dx € I . Toutes les dérivées de
f sont alors dans I et, en particulier, si f est de degré k , on a k! dans

I, donc kM =0, d'ou le lemme.

Remarque. - Le théoreme 6.2 et le lemme 6.4 montrent que si R est un anneau noe-
thérien commutatif de dimension globale d , contenant les nombres rationnels, alors
gl, dim Al(R) =d+ 1 . En effet, nous avions déjd d + 1 g gl. dim Al(R) £d+ 2
par le lemme 6.1, et par le théoréme 6.2, nous savons que s8i gl., dim Al(R) =d+ 2,
alors il existe M , Al(R)—module a gauche, qui scit de type fini sur R avec
1. dimR M=d, donc M#O0 .Mais alors, par le lemme 6.4, ! serait un groupe de
torsion abé¢lien : me M , il existe un entier p tel que pm =0 . Or Q “ R,
donc l/p € R, on a alors (l/p)pm =0, d'ou m =0, et donc M =0 , ce qui est
impossible. Notons que ce résultat, dans le cas R 1local, est exactement le théore-

me 2.3 de [2].

LEMME 6.5. -— Soit R un anneau noethérien comuutatif, et X une indéterminée sur

R . Notons R(x) 1'anneau des fractions de R[X] par rapport & l'ensemble multiplica-

tif des polynomes unitaires. Alors

gl. dim R(x) = gl. dim R .

Déunonstration. - L'ensemble multiplicatif des polyn®mes unitaires ne contient pas

de diviseurs de zéro. De plus, l'algorithme de la division euclidienne peut &tre uti-
1isé dans R[X] si le diviseur est unitaire. Par conséquent, tout élément de R(x)
peut &tre écrit sous la forme q + (r/m) o q, r et m sont dans R[X], m est
unitaire, et degré(r) < degré(m) si r est non nul. De plus, q est unique, car

si g+ (r/m) =q" + (r'/m') on a

mn'(q - q') = r'm - ! .
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Si q=q'#0,
deg mm'(q - q') > degm + degm' ,
car m et m' sont unitaires et
deg(mr' - m') < max(deg m + deg r , deg m' + deg )
si r, ' #0, donc
deg r <degm , degr' <degm'.

On doit donc avoir r = r' =0 , ce qui donne q = q' en contradiction avec

q-q! #0 : dans tous les cas, q + (r/m) = q' + (r'/m') donne q =4q', r'm=rm%

Maintenant soit T 1'ensemble des éléments de R(x) tels que q(0) =0 . Il est
clair que T est un R-sous-module de R(x) , et que R(x) = R®T . Le R-module
R(x) étant plat (ef. [15], p. 169, théoréme 5, et p. 170, théoréme 6), le méme rai-
sonnement que dans la preuve du lemme 6.1 montre que W.gl.dim R £ wegl.dim R(X) .
Puisque R , et par conséquent R(x) , sont des anneaux noethériens (cf. [15], p.185,

proposition 1), on obtient
gl. din R < g1. dim R(x) (ef. [15], p. 153, théordme 20).
Alors le lemme est prouvé si gl. dim R est infinie.
Supposons donc gl. dim R = d < « , Puisque
gl. dim R[X] = w.gl.dim R[X] =d + 1 , et gl. dim R(x) < gl. dim R[X]
(ef. [15] p. 185, théordme 8), on a
gl. dim R(x) gd+ 1 .

Si gl. dim R(x) =d + 1, soit M un R(x)-module & gauche tel que w.dimR(X)M =44 1.
Alors w. dlmR(X) M < we dlmR[X] M (ef. [15], p. 186, theordme 9), donc
We dimR[X] M=d+ 1=gl. dim R[X] .

D'ou, par le théoréme 3.8, M contient un R[ X ]-sous-module non nul de type fini sur
R . De méme que dans la preuve du lemme 6.4, cela veut dire que ce sous-module est
annulé par un polyn8me unitaire en X . Mais cela est impossible puisque M est un

R(x)-module, donc on a gl. dim R(x) £ d , d'oh le lemme.

THﬁbREME 6.6, -— Soit R un anneau commutatif noethérien.

(a) Si R contient les nombres rationnels, alors gl. dim An(R) = gl, dim R + n .

(b) i R ne contient pas les nombres rationnels, soit m = n(R) 1le maximum des

dimensions projectives des R-modules cycliques qui sont des groupes de torsion abé-—

liens. Alors

Il

gl. dim An(R) gl. ddm R+ 1n si n < gl. dim R - m(R)

gl. dim An(R) n(R) + 2n si n = gl. dim R - n(R) .
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Démons tration. - Notons d'abord que, gréce au lemme 6.1, il n'y a rien a prouver si

gl. dim R = « . Nous allons donc supposer gl., dim R =4 < = , Il est alors suffi-

sant de prouver que
(6.7) m=mn(R) <d -n entraine gl, dim An(R),s d+n.

En effet, si on suppose cela démontré, dans le cas (a), on a m(R) = - @, donc

gl. dim Ah(R) <d +n, ce qui, avec le lemme 6.1, donne
gl. dim An(R) =d+n .

De méme, dans le cas (b), lorsque n <d -m , Supposons donc n >2d -m « On a tou-

jours
gl. dim Ad_m(R) =2d -nm ,
et des applications répétées du lemme 6.3 (b) montrent que
(4, (R) =m+2(d - n) = gl. dim A,  (R) .

De plus, si R! est un anneau noethérien & droite et & gauche avec n(R!) = gl.dim R

on a
gl. dim Ak(R') = gl. dim R' + 2k .

En effet, par le lemme 6.1 gl. dim Ak(R‘)‘s gl. dim R! + 2k , et par le lemme 6.3(b)
m(Ak(R’) =n(R') + 2k = gl. dim R' + 2k ; comme

m(Ak(R')) < wegl.dim Ak(R') = gl. dim Ak(R‘) ,

on a 1'égalité. Donc si n=d4d -m + k ,

gl. dim An(R) gl. dim Ak(Ad_m(R))

m+ 2n

gl, dim Ad_m(R) + 2k =24 -m+ 2k
d'ou le théoréme,

Prouvons alors (6.7) par induction sur n . Si n =0, AO(R) =R et

gl, dim AO(R) <£d+ 0, clest donc vérifié, Si n >0 , introduisons
Mx) =4 _ RE ), , d/ax T,

et soit M un R(xn)-module a4 gauche qui soit un groupe de torsion abélien. On ob-

tient

we dim y M < we dimpry M S W dimg M+ 1 n(R) + 1€d-n+1=4d=(n~1)
n

R(xn R
par le corollaire 5.7 (a) et le lemme 6.3 (a). D'ou

m(R(xn)) <d-(n-1)=gl. dim R(xn) - (n-1)
par le lemme 6,5. Par induction, on a donc

gl. dim An_l(R(xn))<$ gl. dim R(xn) +(n=-1)=a+ (n-=-1).
Or T(xn) est l'anneau des polynbmes différentiels de An_l(R(xn)) par rapport a

la dérivation d/dxn . Par conséquent, le corollaire 5.7 (a) donne
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weglodinm T(x ) = gl. dim T(x, ) < w.gl.din An_l(R(xn)) + 1=
gl. dim A, (R(x )) + 1$d+n.
Supposons que d4' = gl. dim An(R) >d + n . L'anneau An(R) est noethérien 3 gau-

che, on peut donc trouver N , un An(R)-module a4 gauche de type fini tel que

1. dim N =d!' (ef. [15], p. 147, proposition 10).

A (R)
Comme dcns la preuve du théoréme 6.2, on peut supposer que tous les An(R)-sous-mo—
dules de N sont également de dimension projective d' . Mais il est clair que

T(Xn) R(Xh) 8§[Xn] An(R) en tant que Ah(R)-module 4 droite, et similairement a

gauche. En effet, soit f appartenant & T(Xn) , on a

i
f f, . € An_l(R) , m,

= A S . . €
ZfZi.I?LI'LGB,:i_,,j mi,J fl,J n’ i,J R(Xn) ’

i,J

donc il existe m € R[Xn] tel que mnf € An(R) . Bt si mof =m'f dans An(R) , par

exemple degm > deg m' donc m/m' e'R[Xn] , et alors
1/m' @ n'f = (1/nN(m'/n)(n/m') @ m'f = (1/w)(@'/n) ® (n/m")n'f = 1/m @ of .

Ltapplication f > l/m ® nf est alors une bijection. De plus, g appartenant &
s (R) ,

fe = (1/n)(nfg) s 1/m ® nfg = (1/m ® nf)g ,
d'ou 1l'isomorphisme de An(R)-modules a droite.

Puisque R(Xn) est plat en tant que R[Xn]—module, on voit que T(Xn) est plat &

A

droite et & gauche en tant que Ah(R)-module. Par conséquent, toute R(Xn)-résolution
plate d'un T(Xn)-module a4 gauche est aussi une An(R)—résolution plate, et on

obtient
We dlmAn<R) T(Xn) ®An(R) N < we dimT(Xn) T(Xn) @An(R) N < gl. dim T(Xn) <d+n.

Maintenant soit
N=1(x) e (¥ ®T(X,) @ () VO ... ®1(X ) ®An(R) N

n n
@T(tl) @An(R) NO® ... @T(tn) ®An(R) N .

Comme les T(Xi) et les T(tj) se comportent comme T(Xn) , on déduit que
3 N !
Mais
T(x) ®, (R) ¥~ R(Xn) Berx ] An(R) 3 (r) ¥~ R(X,) By 7 ¢
n n n n
Donc le noyau de l'application canonique N —> T(Xq) 81 (R) N est constitué des

dléments de N annulés par des polynSmes unitaires en Xn . En effet, le noyau de

N —> R(Xn) @%[X ] N est constitué des éléments de N , n , tels que 1/(1 +n) =0
n

dans NS , OW S est 1l'ensemble multiplicatif des polynémes unitaires en Xn , donc

tels que mn =0, m€ S , C'est pourquoi si z appartient a4 Ker(N —» N) , alors
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z doit &tre annulé par des polynbmes unitaires en chacun des Xl,...,Xn,t,...,tn .

Donc il existe i1 g eese in ’ jl g ees 4 jn s tels que

i+1
xk‘ z=1(x)z, f,€RX], degf, €4 , L<ks<n,
j£+l
t," z=g(t)z, g €RX], degg, $j,, LSb<n,
k ko 4y )
donc l1l'ensemble des Xll cos Xnn tl e tnn pour ]:c'6 < i& , 14 <<, et

£k €Js» 1£k<n, forne un ensemble générateur sur R . Par conséquent, il est
évident que N = An(R)z est de type fini sur R , et c'est un groupe de torsion
abélien par le lemme 6.4, Si N #0 , alors ¥ étant un sous—An(R)—module de N,

1. dimA (R) N=a!' >d+n .Or des applications répétées du corollaire 5.7 (b) mon-
n

trent que

N =1. din. N + 2n <

1. dim <
An(R) R

u(R) + 2n

par le lemme 6.3 (a). On obtient m(R) + 2n >d + n , dlou n(R) >d - n , ce qui

est contraire & 1'hypothdse. Par conséquent, N =0, et N —> N est une injection,

d'ou la suite exacte

0 —> N —3 §N - /N —> 0,

()

et la longue suite exacte nour le foncteur To avec C , An(R)—module 3 droi-

te quelconque :

a®) A (R) s (R)
cer —> Tory, (¢ , fi/N) —> Tor,, (c, N — Tor g (c, ) — ...
A (R)
Puisque w. dim, (R) N=ad', il existe C tel que Tory, (c, N) # 0, et comme
T am

we dimy (py § < a' , Tory, (c , N) =0, donec il faut

n

A (R) _
Tory,,, (¢, N/w) #o0 .

Mais alors w. dim, () N/N > a' , ce qui est impossible, car gl. dim An(R) =d' .,
n

Ainsi (6.”) et le théoréme 6.6 sont prouvés.

COROLLAIRE 6.8, - R étant un anneau noethérien commutatif de dimension globale

finie 4, gl. dim Al(R) =d + 2 si, et seulement 8i, R posséde un corps gquo-

tient F de caractéristique finie avec 1. dimR F=4d4.

Démonstration. - Le théoréme 6.6 montre que gl. dim Al(R) =d+ 2 si, et seule-

ment si, m(R) = d . Donc si un tel F existe, c'est un R-module cyclique et un
groupe de torsion abélien, d'ol on a bien m(R) = 4 .
Réciproquement, si m(R) = d , i1 existe un R-module cyclique, donc un idéal I

de R , tel que R/I soit un groupe de torsion abélien avec
we dimg R/I =1. dimp R/I=4d .

L'idéal I doit &tre propre. Supposons que, pour tous les idéaux maximaux de R ,
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m>I, 1'on ait 1. dim Rm/IRm <d -1 . Alors pour U , R-module & droite quel-

Ry

conque, e% pour touf idéal maximal m ,
R
R - .
[Tor (v, (8/1))], =Tor,"(u , (R /IR)) =0

pour i >d (cf. [15], p. 171, théoréme 7). iais alors Tori(U , (R/I)) =0 pour
i>d (cf.[15], p. 187, lemme 2) et par conséquent, w. dimp R/I<d-1, cequi

est impossible. Il existe donc m 2 I , maximal, tel que 4. dim Rm/IRm =d , Or

R
m

gl. dim R =1. dim, R/m <d (ef. [15],p. 195, théortme 19).

On a donc L. dimR F=d, od F==Rm.De plus, F est de caractéristique finie,
car R/I étant un groupe de torsion abélien, il existe un entier k tel que
k(1 +1I)=0 , donc tel que k e I . Mais alors k€ m , donc k(1 + m) =0, d'ou

car F >0 .

Remarques, - Dans le cas ou R est un corps coumutatif de caractériatique O , le
théoreme 6.6(a) est démontré par ROOS (cf. [16], p. 23, théordme 1). Il a aussi été
prouvé par BHATWADEKAR dans le cas général (cf. [2], p. 224, corollaire 2.6) par des
méthodes similaires. Enfin, les deux parties de ce théoréme ont été démontrées par
GOODEARL utilisart des méthodes différentes (cf. [11], p. 82, théoréme 24). En effet,
GOODEARL démontre que si R est un anneau commutatif noethérien de dimension globale
finie d , et k = sup {rg(m) , m idéal maximal de R/car(R/m) >0} (Si R n'a

pas de tels idéaux maximaux, k = - @ ), alors pour tout entier positif n ,

r.gl.dim An(R) =max {d +n, k + 2n} .

Orsi Q“R, k==-o, et ona gl. dim An(R) =d +1n ., Sinon il suffit de montrer
que k = n(R) . Or, pour m maximal, rg(m)= dimR(R/m) (cf. [11], p. 71, proposi-
tion 9 (b)), on a donc certainement k < m(R) , car chaque R/m est un R-module
cyclique et un groupe de torsion abélien, puisque de caractéristique non nulle.
Maintenant, soit I idéal propre de R tel que ding R/I = m(R) , R/I groupe de
torsion abélien ; de la m8me manidre que dans le corollaire 6.8, il doit exister
m>I tel que dimp R/m 2m(R) , d'od m(R) <k .

Notons que 1'anneau T(Xl) @T(XZ) @ ven @T(xn) @T(tl) D vue @T(tn) n'est pas
nécessairement fidélement plat sur An(R) y d'oh 1'impossibilité d'utiliser le lemme
2.b.4 de [3] pour montrer (6.7). En effet, ce lemme affirme que, si A < B sont
deux anneaux noethériens de dimensions globales finies avec B fiddlement plat &

gauche et a droite sur A , alors gl. dim A £ gl. dim B . Si donc
B = T(Xl) D ... @T(Xn) @T(tl) ® ... @T(tn)
était fiddlement plat sur A _(R) , on aurait
n
gl. dim An(R) < gl. dim B < sup gl. dimlgign T(ti) , T(Xi) <d+m,

d'ol (6.7)« En effet, si ce maximum est d' fini, car inférieur ou égal & d + n ,

soit M wun B-module quelconque, pour chaque T(Xi)(T(ti)) y On a une suite exacte



6-28
Xi Xi
O""‘)Pd,—aooc -">PO "“';I\E_“’O
avec des T(Xi)— (ou T(ti))-modules projectifs, alors on a

X X t

. . . 5
0 — &0 de,' —_ e --—9@P01®Pol —

5 _.,‘...’ O
l . ®2n Y 3. I'T < 1
. dlmB l‘I - 1mB LS d .

Nous pouvons effectivement prodaire 1'exemple suivant : soit R un corps commuta-
tif de caractéristique 2 et n =1 . Alors Xf et tf sont des éléments centraux
de Al(R) qui engendrent un idéal propre I . En fait, Al(R)/I =R, , 1'anneau des
matrices 2 x 2 sur R . Cependant, puisque Xf est une unité dans T(Xl) , et
tf une unité dans T(tl) , il est clair que I(T(Xl) C)T(tl)) = T(Xl) C)T(tl) ,
donc T(Xl) @>T(t1) n'est pas fidélement plat sur .Al(R) .

7. Exemples.
Soit R wun anneau de dimension globale & gauche finie. Posons
5 (R) = 1.gl.din A (R) - l.gl.din a_(R) .
Alors on a An(R) -1 ou 2 . En effet, par le lemme 6.1, on a
l.gl.dim A (R) 2 w.gl.dim A (R) >w.gl.din R + n
et
(R) > wegledim R+ n - 1,

logl.dim A (R) > wegl.dim A

1
donc An(R) >1 . De plus,

1

A (R) = a(a (R) =4 _ RNX s, ,a/ax T,
donc
logl.dim A (R) € l.gl.dim A _ (R ]+ 1=1.gl.din A (R) + 2
(ef. [8], p. 528), donc An(R) <2

Le théoréme 6.6 montre qu'il n'y a que deux cas possibles si R est un anneau com-
nutatif noethérien : si R contient le corps des nombres rationnels, alors
An(R) =1 pour tout n , et sinon, on a An(R) =1 pour n<k, et An(R) =2

pour n >k . Un exemple de ce second cas est le suivant. Prenons
R=Qw 5 .eey wk]@g,/zg,

ou Wig eee y W sont des indéterminées sur Q . Ici,

gl. dim R = max {gl. dim Qw, , «e0 , W ], gl. dim 7/22} =nex {k + 0 , 0} =k ,
et m(R) =0, car si I est un idéal propre de R contenant un nombre entier n ,

H

alors ne I n QX]<qX], ce qui entratne I n gx]=dx] = W og oeee Wk),

d'ou -QLWl g soe wk] €I, dou

I=0aw s e w]®In (2/22)



ce qui donne I =-Q[Wl s eee wk] ou I =R et, dans les deux cas, on a
dimy R/I = 0 .Puisque
An(R) = An(g[wl yoeee y W) @An(g_/zg)

le théoréme 6.6 montre que

gl, dim Ah(R) = max {gl. dim Ah(g[wl y oo s W), gl dim Ah(g/ag)}

= =max {(k +n, 2n} .

Donc An(R) =1 pour ngk, et An(R) =2 pour n >k .

Dans le cas non commutatif, la situation peut &tre plus complexe, ce qui est illus-

tré dans les exemples suivants,

Exemple 7.1 - Par [9] (p. 513), nous savons que As(g) posséde un corps de frac-
tions que nous noterons R . Notons enwore uy et vy les Xi et les ti dans
R.Si n<s, le groupe additif de R a une structure de An(R)-module a gauche
donnée par la R-structure & gauche wusuelle et par Xi r=1Tv, o, tjr = ru’j . On a
alors R noethérien & gauche et R, An(R)-module a gauche de type fini sur R ,

donc

1. dim, (R) R=1. dim_, R+ 2n = 2n par le corollaire 5.1 (b).
n

R
De plus, par le lemme 6.1,

gl. dim An(R) <gl.din R+ 2n ,

donc gl. dim An(R) = 2n pour n <8 , ce qui donne An(R) =2 pour n<g .
D'autre part, il est clair que, pour tout n , Ah(R) peut &tre obtenu & partir de
An+s(g) en tant qu'anneau de fractions. Ainsi An(R) est plat & la fois en tant que
An+s(g)-module 3 gauche et An+s(_g)—module 3 droite (cf. [15], p. 170, théordme 6) et

A (R) ®An+s(~Q'~) & (R) >4 (R) (cf. [15], p. 169, théoréme 5)

Par conséquent, par le lemme 2.b.2 de [3] )p. 69), on a
gl. dim An(R) < gl. dim An+s(g) =n+ s .
Mais alors si n>s, n+ s <2n , donc An(R) =1,
Exemple 7.2. - Soit R 1le corps gauche défini dans 1l'exemple 7.l. Alors
An(R [W]_ 9 s Wk]) = An(R)[Wl 9 e Wk] 95
d'ou
gl. dim An(R[wl yoeee » W ]) = gl. dim An(R) +k .

et si S = R[w1 ’
et An(S) = 1 sinon. En effet,

o ,wwk] C>g/2§ , On aura An(S) =2 pour n<s ou n>s+k,

gl. dim An(S) max {gl. dim An(R[Wl yoeee s w 1), gl. dim An(R/2R)} .

max {gl. dim An(R) +k, 2n} .

Si n<s, le maximum est 2n + k , donc An(S) =2.53 n>s,

-
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gl. dim An(R) =n+s ,

car gl. din AS(R) =28 , et An(R) =1 pour n>s ., Pour n>s +k , nts+k<2n,

donc An(S) =2 et, pour n<s+k et n<s, n+s+k>2n, donc An(S) =1.

Exemple 7.3, - Soit de nouveau R 1le corps gauche de l'exemple 7.l avec s > 1 ,
et R' =R Cyg[wl y see s wk] avec k <s . Alors on a gl. dim Ah(R') =n+k

pour 0 <n<k, 2n pour k<n<&s,et n+s pour s £n . Bn effet,

gl. dim A (R') = max {gl. dim Ah(R) , k+n}.
8i n<s, gl. din A (R) = 2n, done gl. dim An(R') =2n si n>2k, k+n si
n<kjetei n>s, gl. dim An(R‘) =max {n+ s, n+ k} avec k <s , donc

gl. dim An(R‘) n+ 8. Dou An(R') =1 pour 0£n<k, 2 pour k<ngs , et
1 pour s <n . Cet exemple est 40 & K. R. GOODEARL et & J. T, STAFFORD, indépen-

damment. Nous avons donc exhibé les suites possibles suivantes pour An(R) :

9
N

-
n
.
.

-
N

-
.
.
.

-

1
1

2,1 4,50, vee 3 1y 2,2, vue
1, 2,2, eee 32,131, aue

9 l 9 oo ’

En effet, GOODEARL et STAFFORD ont remarqué indépendamment que 1l'on pouvait construi-

A

re un anneau R tel que An(R) soit n'importe quelle suite de 1 et de 2, a

condition qu'elle soit constante & partir d'un certain rang.
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