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LA DIMENSION DE GEL'!'FAND-KIRILLOV

par Catherine HEIIIENDINGER

I. Définitions.

Soient k un corps, et A une k-algdbre (associative, unitaire). Si U et V
sont des sous-k-espaces vectoriels de A , on note U.V 1l'espace vectoriel engendré

par 1'ensemble {uv ; u eU et v eV}.

Définition 1. - 3i la dimension de V est finie, on peut definir 1'application
aF
dv de N dans N par
dv(n) —aim (W vt e L+ VY,

s1 VO —k et V' = V.Vﬂ“l , cette fonction est croissante,

Remarque. - Si 1 appartient & V , alors on a dV(n) = din V* . On pourra, en

général, se ramener & ce cas,

Définition 2. - La dimension de Gel'fand-Kirillov de A , notée Dim A , est don-

née par

Dim A = supy Ifﬁnq+m (log dv(n))/log n,

Notation. — Si A est une k-algebre, Dim A désigne la dimension de Gel'fand-
Kirillov de A , et dim A désigne la dimension de A en tant que k-espace vecto-
riel.

Définition 3. = Soit M , 1'ensemble des fonctions croissantes de N dans R .

—~

On définit sur J wune relation réflexive et transitive, notée <* , par f e M,

g e &,
f<' gemminmeN, Vnel; f(n) <eglon) .
On peut associer & <" 1la relation d'équivalence =" définie par
f="g&af<" g et g’

On note w(f) 1a classe de f pour cette relation, et < 1la relation d'ordre in-
duite par < sur M/=" .

~

Exemples 1.

1° Soient f et g des fonctions polynomiales a valeurs dans BT , alors £ et

g sont équivalentes si, et seulement si, leurs degrés sont égaux.

Démonstration.

(a) Si £ et g ont méme desré, on va montrer qu'ils sont équivalents. Pour cela

il suffit de prouver que ff{n) = a, nP + a1 Pl v a » 8y >0 et

0
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g(n) = n® sont équivalents, On choisit m € N tel que m z.ap + ap_l toeee + 8y

on a alors : f(n) £ glmn) .

On choisit n' e N tel que m' > 2&%— on a g(n) < f(m'n) .
p
(b) Montrons maintenant le réciproque.

On a donc par hypothése f =" g . On pose

f(x) = ap Xp + ap—]_ Xp-l + eee + aO 9
o) _m 44 q-1
g(x) = bq Xt 4+ bq-l b + ees + by .

Puisque f <’ g, il existe un m dans N , tel que, pour tout n de N, on a
f(n) < g(mn) , clest-2a~dire f(n)/g(mn) €1, puisque f et g sont positives.

Or lorsque n tend vers + « , on a

un, ., (f)/e@m) =+ sopa
= P m si =
ap/( > ) si p=gq
=0 si p<q.

On doit donc avoir p < q o

Comme on & aussi g <" £, il en résulte q < p . On trouve donc f =" g ==p =4 «

2° Pour tout + dans Bf, on définit P, comme étant la classe d'équivelence de

1'application n—>n' , et on a

pY=p6<===>v=6- ]

30 On définit, pour € dans gH , la classe e. de llapplication n+—> e ’
et on 8 eE = ep = e=p .

LEMME 1, - Soient V et W deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de A,

si V engendre 1'algébre A , il existe m dans N , tel gque pour tout n de §f&

on ait
dw(n) < dv(mn) .

Donc

old,) € oldy) .

Démonstration. — On peut supposer que 1 appartient & V , et & W . V engendre

A signifie A = UnEN v ; comae de plus W est de dimension finie, il existe un m

dans N tel que WSV .0na alors, pour tout n de N, i , et par sui-
te dw(n) < dv(mn) .

LEMME 2. -— Soit f dans M . On a

Y | pour presque tout =n}

Il

limnqm(log f(n))/log n = inf {y € R ; f(n) <
<
N

=inf {ye R; w(f)

Cette limite ne dépend donc que de la classe de f .

Démonstration.
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(a) On va d'abord démontrer que
izﬁﬁqm(log f(n))/log n < inf {y e R ; f(n) < nY , pour presque tout n} .
8oient
4 = 1in (1og f(n))/log n ,
et
4' =inf {y e R ; f(n) < n” pour presque tout n}

et soit vy dans R tel que f(n) €n¥ .

On a alors
(1og £(n))/log n € log n¥/log n = v,
d'ou
ifﬁnqm(log f(n))/log n<y
et on obtient bien le résultat 4 < 4' .

(b) Démontrons 1'inégalité inverse, pour cela supposons 4 > A' .
I1 existe alors Yy dans R , supérieur & £ et tel que, pour ume infinité de n
dans N , on ait f(n) > n' .
D'ot 4 = (log f(n))/logn >v >4 ; ce qui est impossible.

On a donc 4 = &' .
On peut alors donner les définitions suivantes.
Définition 4. — Pour p dans I, Dim p = Tiﬁnqm(log f(n))/log n, et pour a

dens M/=", Dim a=Dim p si f € a .

PROPOSITION 1. - Soient V et W des sous-espaces vectoriels de dimension finie

de A, qui engendrent, 1'un et l'autre, A . Alors w(dv) = w(dw) .

Démonstration. — Elle résulte directement du lemme 1.

Définition 5. — Si A est une algdbre de type fini, on appelle croissance de A
Wa) = «(d,) , ou V est un espace vectoriel de dimension finie qui endendre A ,
v/ ! q

et 1'algébre A est dite a croissance polynomiale si w(a) = Py s ou m est dans

N , et & croissance exponentielle si w(4) = e, -

Définition 6. - On a une seconde définition de la dimension de Gel'fand-Kirillov,

donnée par
Dim A = Dim w(A) si A est de type fini,
Dim A = sup {Dim B, B S A, B sous-algdbre de type fini} si A est quelconque.

Exemgle 2.

1° Soit A une algdbre commutative et intdégre dont le corps des fractions K a

pour degré de transcendance d sur K . Alorson a Dim A=4d .

Déuonstration. — Il résultera du théordme II.l (c) que Dim A = Dim K . Soit
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Xy 9 Xy 5 eee X4 U base de transcendance de X sur k . Il résultera du théoré-

me II.1 (c) que Dim k(xl s eee xd) € Dim K . Il résultera du théordme II.1 (e)

que Dim k(xl y ses xd) = Dim k[xl s ees xd] et du théoréme II.1 (a) que

. d
Dim k[xl s eee xd] = Zﬁ:l

en conclure que d £ Dim K , mais ceci résulte du fait que V = k + kX engendre

Dim k[xi] . I1 suffit de prouver que Dim k[X] = 1 pour

K x] (cf. lemme 1 et prop. 1). liontrons que Dim K £d . Pour cela il suffit de
prouver que si k L © H sont des corps et si H est une extension algébrique fi-
nie de L alors Dim H = Dim L . Mais ceci résulte immédiatement du fait que H

est un L-espuace vectoriel de dimension finie.

2° Soit A une algébre de type fini, mais non de dimension finie, on a alors

Déaonstration.

(a) On va d'abord montrer que w(A) < e, . Soit V un espace vectoriel de dimen-

1
sion finie qui engendre A , et qui contient 1 , alors

dy(n) = din Vg ain(Ve ... ®V) = (daim V)" .

Donc w(dv) <e .

(b) On considére la suite d'inclusions VO < V1 = V2 eee o Ces inclusions sont

strictes, sinon A serait un espace vectoriel de dimension finie. Puisque ces in-

clusions sont strictes, on a dv(n) >n d'od w(a) 2 P, -

II. Propriétés élémentaires de la dimension de Gel'fand-Kirillov.

THEOREME 1. - Soient deux algébres A et B données, on a alors les résultats

(a) Dim (A@kB)=DimA+ Dim B ,
(b) Dpim (& x B) = max (Dim A , Dim B) ,

(c) Dim C £ Dim A ou C est soit une sous—algdbre de A , soit une algébre quo-
tient de A,

(a) Dim A/(Iln...nlr) = max
1

Dim (A/I) si les I, sont des iddaux bilatéres.

l<igr
(e) Dim S™~ A = Dim A pour toute partie S , multiplicative, incluse dans le

centre de A , composée de non-diviseurs de O .

Démonstration. - On peut supposer A et B de.type fini. Il suffira ensuite de

prendre les bornes supérieures des expressions trouvées,

Soit, alors, U un espace vectoriel de dimension finie qui engendre A , et qui
contient L . De méme V wun espace vectoriel de dimension finie, qui contient 1 , et

qui engendre. B .
Démontrons maintenant les divers points suivants.

(a) L'algdbre A ® B est engendré par 1'espace vectoriel de dimension finie

W=U8®1+11®V,
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Or on a
e 7R c gt c g g yon
d'ou
a;(n)dy(n) € dy(n) € a,(en)a,(2n) ,
et

Din dw = Dim dU + Dim dv .

Donc, on obtient bien
Dim A® B = Dim A + Diu B .

(b) L'algdbre A x B est engendré par l'espace vectoriel U x V . On peut supposer
que la dimension de Gel'fand-Kirillov de A est supérieure a celle de B . Ce qui
signifie qu'il existe un nj dans N , tel que pour tout n supérieur a
a dU(n) Z,dv(n) . Or on a

ny , on

"t x {O}CWnCUnan.

D'ou
ay(n) € d,(n) < dU(n) + dyln) ,
et dong
si n>ny, dyln) s ayn) € 245(n) ,
et

Dim A = Dim (A x B) .
On a, donc, bien le résultat voulu.

(c) On considére d'abord le cas ou C est inclus dans A . L'espace vectoriel
C NU engendre C .
3i. W=CnU, on a dw(n) < dU(n) . D'ou

Dim C < Dim A .

Soit maintensnt le cas ou C est une algdbre quotient de A . C=4A[T,oun I
est un idéal de A o L'espace W = U/I engendre C .
D'ou dw(n) < dU(n) , et
Dim C < Dim A .

(4) I1 suffit de le démontrer pour T valant 2 , on aura le résultat général par

récurrence.
Lt'applicatioh A/I1 n 12 -— A/I1 x A/I2 est injective. Donc, d'aprés (¢c) on a

Dim A/I1 n I, < Dim (A/J:l x A/Iz) .

2
D'autre part, 1l'application A/Il n 12 —> A/I1 est surjective.

Donc
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Dim (A/Il n 12) > Dim A/I dtapres (c),

l ?

et de méme
. S .
Dim (A/Il n 12) > Dim A/I2
Ce qui donne le résultat.
(c) Pour toute partie S de A , contenue dans le centre de A et sans diviseur

de zéro dans A, ona AC st a daou

Dim A < Dim S™% A .

Démontrons maintenant 1'inégalité inverse. Soit W un sous-espace vectoriel de
dimension finie de S0 A , qui engendre st A . Comme W est un sous-—espace de
dimension finie, il existe s dans S tel que sW < A , Définissons, alors, V
sous-espace vectoriel de A, V = sW + ks + k .

On a alors, W' <s™@ V"  donc dw(n) < dv(n) , et

Dim 37 A < Dim A .

PROPOSITION 2. - Si A est une algeébre commutative, alors

1° Dim A est un entier ou est infinie,

2° si A est de type fini, alors Dim A coincide avec la dimension de Krull de 4,

3° Dim(4/I)=Dim A , si I est constitué d'éléments nilpotents.

Démonstration. — Supposons que A soit de type fini. Alors A est un anneau

noethérien et de plus, d'aprés le théordme II.1 (d), on peut supposer que A est
une algeébre primaire.

Notons alors par I 1le nilradical de A , et par S 1le supplémentaire de I dans
A . Comme A est primaire, S est composé de non-diviseurs de séro.

Soit B tel que B = S—1 A, B est un anneau local et artinien. On a donc la dé-
composition suivante ¢ B = K +% , avec J& idéal maximal de B , d'ou & = 57l 1 ,
K isomorphe au corps résiduel de B . B est de dimension finie, en tant que X-
algebre, d'oh Dim B = Dim K .

Or X est un corps commutatif, d'ou, d'aprés l'exemple 2.1., Dim K est égal au
degré de transcendance de K sur k , et & la dimension de Krull de A .

Or, d'aprés II.1 (e), Dim B = Dim A . On a donc le résultat.

Si A n'est pas de type fini, on peut passer & la borne supérieure sur l'ensemble

des sous-k-algébres de type fini et obtenir les 1° et 3°,

PROPOSITION 3, - Soit I wun idéal de 1'algébre A , qui contient un non-diviseur

de 0 , soit a droite, soit & gauche. On a alors 1'inégalité suivante

Dim (4/I) < (Dim &) - 1 .

Démonstration. - Soit ¢ 1'homomorphisme canonique de A dans AT s et ¥ un

élément de I , non diviseur de zéro & droite. V ddsigne un sous-espace vectoriel
de A , de dimension finie contenant 1 et x . D, est un supplémentaire de
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Inv® dans V- y pour tout n de N .

Alors ¢ induit un isomorphisme de Dn sur Dn (image de Dn par @ ), et de

= =n
Plu.b Dn =V .

jul .
On va montrer que Dn + Dn X 4+ oo + Dn ¥  est une somme directe, pour tout m

de N .
Soit

d d, x +d x =0 d, €D

O+l + ees n = , avec 1 n °’
alors

' m
m(do +d X+ .+ d X ) =0,

et dy =0, d'oh dOeDnnI={O}, dy =0 .
Or x n'est pas diviseur de zéro, donc on obtient

1 1 n

et par reitération du procédé on a
i€ 0, «ov y,n}, d, =0.
D'olu on a bien une somme directe.

I1 en résulte, puisque

Dn + Dn X 4+ ees + Dn xt < V2n ’

que

n dim D® < dim V2,
d'ol,

n Din 7° < din VP,
et

n dv(n) < dv(2n) ,

et donc

Dim dV + 1 < Dim dV .

D'ol en prenant la borne supérieure pour tous les sous-espaces vectoriels V , de

dimension finie de A , on a le résultat.

COROLLAIRE 1. -~ Soit A wune algébre, anneau premicr et noethérien & droite. Alors

pour tout idéal I de A, non nul, on a Dim(4/0) < (Dim A) - 1 .

Démonstration. - Soit S 1l'ensemble des non-diviseurs de zéro, bilatdéres. L'an-

neau fraction de 4 , Snl A, est simple, d'aprés le théoréme de Goldie, puisque A
est un anneau premier et noethérien 3a droite.

D'ou I NS n'est pas réduit & zéro, sinon S71 I serait un idéal de SV 4 , il
est différent de A puisqu'il ne contient pas 1 . D'ou I contient un non-divi-

seur de O , et on applique la proposition.
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COROLLAIRE 2. - 30it A wune algdbre noethérienne & droite, de dimension de

Gel'fand-Kirillov finie. Alors si I , J sont des iddaux de A , I idéal premier,

tels que J contienne I , alors si Dim (8/1) = pim (4/7) ona I =J.

Démonstration. — Puisque I est un idéal premier, 1'anneau A/I = B est premier,

noethérien a droite.

Soit J' , 1'idéal de B induit par J . D'apres le corollaire 1 on a
Dim (B/J') < (Dim B) -1, si J' #0 ,

d'od Dim (4/J) < (pim (A/I)) - 1.
Or Dim A est finie, donc Dim (A/I) est finie, on a donc une contradiction, d'ol

J'=0,et J=1.

COROLLATRE 3. - Soit I I1 y eee 5 L, ume suite d'idéaux premiers de l'algebre

O 9

noethérienne a droite A , tels que IO < Il € 4o © Ir , alors Dim A 2 r .

Cela provient directement du corollaire précédent.

III.Dimension de Gel'fand-Kirillov des algebres filtrées et des algtbres graduées.

Soit B wune k-algébre munie d'une Z-graduation @& = (Bi)i67 , ou les k-espaces

~

vectoriels Bi sont de dimension finie.

AN c =
On a B _.G%EZ Bi avec Bi Bj Bi+j . On notera B(n) _.ﬂi;_n Bi
d@(n) = dim Brh) si nelN.

En gardant ces notations, nous avons le lemme suivant.

, et

LEMME 3.
(a) Dim B £ Dim d(B
(b) si B est de type fini, alors w(B) = w(d@) , et donc Dim B = Dim dg .

Démonstration.

(a) Soit V un sous-espace vectoriel de B , de dimension finie, alors il existe

melN tel que V< B(m), et
(Vv + x)* ©B(@)™ < B(m) ,
d'od
dy(n) < dag(mm) ,
o(dy) € w(d(B) .

(b) 3i B est de type fini, il existe m € NN , tel que B(m) engendre 3B .

Posons V = B(m) . Nous allons démontrer que pour tout n de N , on a
B(m)® 2 B(n) .

Si on a ce résultat, alors w(dv) 2~w(d@) .
Or, d'apres (a), on a w(dB) p> w(dv) , d'ou
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= w(B) = w(a

V) B) '

I1 reste donc & démontrer (1).

n

Pour cela, il suffit de montrer que Bn < y* . Alors par symétrie, on a B_n eV,

et donc
N c N N
B(1) =e:_‘n=—N Bn 67n:O vev .

Comme V engendre B , et que Bn est de dimension finie, il existe un entier

r € N tel que Bn <y’ . Tout b de Bn est donc somme de mon®mes de la forme

v, dans V homogeéne ,
V=V, V 'o.v SSI‘,
1 2 s
le degré de v vaut n .

On peut supposer que v, v, n'appartient pas a V , d'ol si on note d° v 1le de-

+1
gré de v

de v = Z(d°vi)=n>0,

d'ou il existe un entier i entre 1 et s , tel que le degré de ] soit stricte-
mert positif. Ceci entraine que le degré de v, est positif pour tout J entre 1

et s . En effet, soit d° vj L0, et d°v, , >0, on a alors

J+1
| ao (vj vj+l)‘ < max (]a° Vjildo Vj+l|) <m,
car v, et Vi sont dans B(m) . Ce qui implique que Vs Vil est dans B(m) ,

or on avait supposer le contraire. D'ou, pour tout j entre 1 et s d° v, >0,

et donc
n=4° v=4° Vit eee ae vy zZs8s,
et V¥ v ; d'oh v E€ v , bE€ 7 , on a donc bien le résultat

B < v,
n

PROPOSITION 4. — Soit B wune algébre comuutative de type fini graduée par des es-

paces de dimension finie. Soit C une sous-algébre homogéne, intégre, munie de la

graduation induite G, ¢ = (Cn Bi)ie 7 Alors Dim C = Dim dg .

Démonstration. — Comme C n'a pas de diviseurs de zéro, elle ne peut pas ren-

contrer tous les idéaux premiers minimaux de B . Sinon, pour tout i entre 1 et

m, CN Pi contient un élément a; mnon nul, d'ou

B, ees amCCn(ﬂPi)=CnRadB={o}.

1

Or C étant intégre, le produit des a; est non nul, ce qui est impossible. D'oh
il existe i tel que C ne rencontre pas Pi .

Coume les P. sont homogines (cf. [3], § 3, proposition 1), on peut remplacer B
par B/Pi et donc, dans la suite supposer B intégre. L'algébre graduée B se met

alors sous l'une des formes suivantes

(a) B=gMx,x "],
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il

(b) B,

(c) Bi

0 , pour tout i positif,

il

0 , pour tout i mnégatif.

Supposons qu'on n'est ni dans le cas (b), ni dans le cas (c) et démontrons alors

que B = BO[X , X—l] .

Soit i , le plus petit entier positif tel que Bi soit non nul, et J tel que

B . soit non nul.

10 Hontrons que i =3 .
Considérons la division euclidienne de j par i

j=la-1)i+({HEL-3")=od-3j',avec aeN, jlel, J'<i.

-~

On a alors,

B.B.CB. .—_—B.l-
-J o —J+oa J

Or B . est non nul. En effet, si B_. était nul, on aurait B, B . B .,
o od i (o-1)i oi
d'ou B(ahl)i = {0} , car B, est non nul, et B est integre. On obtient ainsi par
réeurrence B, B, = {0} , ce qui est faux, d'od B_. est non nul, donc B_. B .
i7i od =J Tl

n'est pas nul, B+j' n'est pas nul. Ce qui signifie, puisque j' est inférieur &
i, que 3' estnul. j=oi, oe N, on trouve de méme i =Bj , Be N , d'oh
i= j [

Remarque. - Bk est non nul si, et seulement si, k est multiple de i ou de

- 1 e

2° Montrons maintenant qu'il existe un X dans Bi tel que

- o
B=GDCEEBOX .
Soit a dans Bi , et a' dans B_. non nuls, et notons b = aa' « b appartient

a BO , et b est inversible. BEn effet, la dimension N de BO est finie, donc il
N i
i o A =
existe (KO y My e : XN) dans k , non tous nuls tels que Zi:O 3 P =0, et
= —N=1 i
donc, KO = Z?:O Ki+1 b~ . On peut supposer AO non nul, sinon on recommence au

rang N - 1 puisque B est integre et que b est non nul.

N-1 i
LI
On pose b' = (1/xo)Zi=O Mo b
On a bb' =1, donec b est inversible dans BO , d'ou ala'®!) =1 ., a est donc
inversible, et son inverse a'b!' est dans B_l .

Posons alors X =a , et montrons le résultat.
Soit % s dans Bk , tel que :
si k?éozi, Vo€ Z, alors Bk={0},
. _ -0 - o _ o
si k = % oy By X e BO , d'ou a € B0 X7, et Bk = BO X7 .
On a donc

Ve o -1
B =By B =aez %0 ¥ = Bylx, X771 .

Revenons maintenant au probleme initial.
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v =1 . X
(a) B = BO[A » X ], alors Bi = BO X s et la dimension de Bi est constante,
d'ou le théoreéne (b) et (c) ¢ les deux démonstrations sont similaires, je suppose

donc que Bi est nul pour i négatif. Les algdbres B et C sont commutatives,

donc d =Dim B ~Dim C € Z , et, d'aprés le lemme (3)
Dim C £ DlmdesDimdas:DimB,
d'ou d est positif ou nul.

On va faire une démonstration par récurrence sur d .
d =0, la proposition est vraie,

d >0 . alors, il existe wn p dans N , tel que BP posséde un élément x

transcendant sur C . Soit C' =C[x] . C' est gradué par € , graduation induite
par B, i. e. = (C nB)le7
Si on montre Dim dC' = (Dim dC) + 1, on aura le résultat voulu par récurrence, car

alors Dim C = (Dim C') -1 = (Dim dC‘) - 1 = Dim dC . lontrons donc ce résultat.

d(a,(n) dim C'(n) = dim (Qj o C'l) .

Or
' . s
1 . —
Ci = ¢ Bi - ebr+ps=i;r,s€}l Cr X
d'ou
. s T s
et

n d (n) de,(pn) (pn + l)d (pn)

Done Dim dpy = 1 + Dim d; « On a bien le résultat.

Soit meintenant A , une algdbre munie d'une filtration croissante & ,d = (Al)lez

On désigne par gr A , 1l'algébre graduée associde et par gr d sa graduation,

gr @ = (4, /A:L 1ieg * Avec ces notations on a :

PROPOSITICN 5. - Dim gr A £ Dim A et w(gr A) < w(A) , si A est de type fini.

Démonstration. — Soit V un sous-espace vectoriel de A . Soit

gr V = @iGZ_ g‘I‘i(V n Ai)

ou 2 est 1l'homomorphisme canonique de Ai dans Ai-l « gr V engendre A si

V engendre A, or (gr V)" < gr (Vv7) , d'ou
wlgr 4) < o(4) , si A est de type fini ,
et

Dim gr A < Dim A , dans le cas général .

LEMME 4. Soit & = (Ai)iez , une filtration telle que
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Ai soit un espace vectoriel de dimension finie,
U A, A,
i
Alors les Ai sont presque tous nuls pour i négatif, et si on pose da(n) = dim An,
(n) .

Démonstration, - Par défintion, on a gr d = (Ai/A 1)

(n)

on a, pour n assez grand, daﬁn) = d

grd

d'ou

iez ’

. N
dgrd dim (ﬁji=—n (Ai/Ai—l>)

=2 (Qdm A, - dim A, ) = dim A - dim A
i=-n i i-1 n -

n-1 °

Or les Ai sont presque tous nuls, car les Ai sont de dimension finie et décrois-
sants,

Donc il existe un entier p , tel que pour tout n supérieur & p , on ait

A = {0} , et donc

dorg (n) = dim A = dﬂ(n) .

Exeuwple 3. - Soit A wune algeébre de type fini, et V wun sous-espace vectoriel de

dimension finie qui engendre A . On considere alors la filtration & de A telle

que
Ai=Vl,si i>0,

a = (Ai)ieg avec
Ai={0},si i<o.

q est appelée V-filtration. Alors
Dim A = Dim (gr 4) .

Démonstration. — 3i V engendre A, alors (gr V) engendre (gr A) , d'ou

wlgr 4) = w(dgrva ,

et

w(A)

w(dv) .

Il faut donc montrer w(dgrv) = w(dv) « Or

dy(n) = din An=dimvn= dy(n) , 8 n3o0,
=0, s n<O0,
et
i n .
dgxa(n) = dim ((ng) ) y 81 n >0,

il

0,88 n<O0,

Le probléme revient donc & montrer

w(qa) = w(dgﬂ&) .

Or, on est ici dans les hypothtses de lemme, d'ou le résultat.

COROLLAIRE 1., - Soit ¢ wune algébre de Lie de dimension finje, et I wun idéal de
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1'algdbre enveloppante U(g) de g , alors :

pim U(g)/I) = Dim (S(g)/er D,

ou S(g) ect 1'algdbre symétrique de 1'espace vectoriel g , et ces dimensions sont

entiéres.

Démonstration. - Posons A = U(g)/I .

Soit § 1l'image de g dens A . On considére U(g) muni de la g-filtration, et

A nuni de la g-filtration. Alors

gr U(g) = s(g) ,

et Dim A = Dim gr A d'aprés l'exemple 3. Donc

pim @(g)/1) = Dim (s(g)/er I) ,

et ces dimensions sont entidres, car gr A est commutative.

COROLLAIRE 2. - Soit ¢ une algdbre de Lie de dimension finie, alors

Dim U(g) = dim g .

Démonstration. — On applique le corollaire 1 avec I = {0} . Bt

Dim S(g) = dim g .

PROPOSITION 6. — Sous les mémes hypothéses que dans le lemme 4, et si gr A est

de type fini, alors

w(gr A) u(A) = w(da) ,

Dim gr A = Dim A = Dim dg .

Démonstration. — Soit V wun espace vectoriel de dimension finie, inclus dans A .

Alors, il existe un entier p tel que V < Ap et Ai =0 pour i< -p.
On a alors V& S A , d'ou

pn
et
w(4) £ wldg) «
Or, on a vu dans la proposition 5 que w(gr A) < W(a) , d'ol,
w(gr A) < W(A) < w(da) ’

et, d'aprés le lemme 3,

w(gr A) = u(dgrﬂ)
car gr A est de type fini et, d'aprés le lemme 4,

w(dgrd> = w(da) .

D'ol on a

w(gr 8) = o(4) = wldg)
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et

Dim gr A = Dim A = Dim qa .

PROPOSITION 7. - Soit une algébre A vérifiant toujours les hypothéses du lemme 4,

et, de plus, telle que gr A soit de type fini et commutative. Si A' est une sous-

algebre de A, telle que gr A' soit intdsre, aon désigne par ' = (A' Ai)ieZ

—

la filtration induite sur A' , et on a alors

DimgrA‘:DimA':Dimda, .

Démonstration. - Pour les m8mes raisons que dans la proposition 6, on a

Dim gr A! < Dim A' £ Dim q&' .

Mais ici, d'apres le lemme 4,

ar = dgra ’

et, d'aprés la proposition 4,
. . .
Dim dgﬁa’ = Dim gr A!' ,
D'ol on a le résultat.

IV Dimension de Gel'fand-Kirillov d'anneaux de fractions.

PROPOSITION 8. -~ Soient A wune algébre, et S une partie multiplicative, commuta-

tive, de non-diviseurs de zéro de A . On suppose de plus que S est engendré par

des éléments x tel que BX (a ~—> ax - xa) soit une dérivation localement nilpo-

tente, alors :

(a) S estun domaine de Ore & droite et & gauche,

(b) Dim 5! A = Dim 4 .

Démonstration,

(a) Ce résultat provient directement des deux théordmes suivants [2].

-

THEOREME 1. - Les parties multiplicatives engendrées par une réunion de parties de

Ore est une partie de Ore.

THEORBME 2. - 81 3, est localement nilpotente, alors {1, x , x2 ey Xy )

est une partie de Ore.

(b) I1 suffit de montrer Dim S—l A< Dim A, 1'inégalité inverse étant évidente.

L A , contenant 1 .

Soit W un sous-espace vectoriel de dimension finie de S~
Alors, il existe un s dans S tel que sW S A, et s est dans S , donc de la

forme

ax localement nilpotente.
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Soit T 1la partie multiplicative engendrée par {x2 s ees xr} . T est pour
les m&mes raisons que S , un domaine de Ore. Et on pose

B=T"14 et %=z, .

Comme S est commutatif, x définit une dérivation localement nilpotente sur B ,

car
— L
alx(t a) = % alx(a) .

Et alors, si on montre que Dim P_1 B=DimB avec P= {1, x, x2 ; eee} oOn aura

le résultat par récurrence sur r .

Supposons donc maintenant

et posons V = xW <A ,

On obtient par récurrence, pour tout n dans N et tout v damns V ,

-1 i -i-1  _~1l,.m+1 ~m-1
(2) X V= Z?:O (Bx'v)x +° X (BX v)x ,

am+l

et comme BX est nilpotent, il existe un entier m tel que v=0

-1 _Sm i -i-1
X ve=2 o (va)x .

D'ou

ctverrtavx? oo+

et de méme
-8 -8 —-S~I+85
x° VeV~ + o0 + Vx .
On obtient ce résultat par récurrence sur s dans la formule 2, et donc
-S -8 -8

1 2

x Vx Veeex T VeV x° 4 vF £t cee + VT g STTIHT

8i s = sl + eee + sr « On a donc
W= (an ey x™ gy Lo+ v x
et

whe (VTR L v

nm -nm
cCvVT ox .

D'ol on a bien dw(n) < dv(nm) , done w(dw) < u(dv) , d'ou
Dim S™F A < Dim A .

Définition 7.-Le degré de transcendance, T deg A , d'une algdbre A , est défini

par
T deg A = supv(infb Dim k[bV]) ,

avec b parcourant l'ensemble des non-diviseurs de zéro de A , et V 1'ensemble
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des sous-espaces vectoriels de dimension finie de A .

PROPOSITION 9. - Soit g , une algebrc de Lie, de dimension finie, et A wune sous-

algeébre dl'une algébre quotient de U(g) y la g-filtration naturelle de U(g) in-

duit une filtration sur A . Alors, si gr A n'a pas de diviseurs de zéros

(a) A possdde un corps de fractions Q(A) 2 gauche et a droite,

(b) T deg Q(4) =T deg A = Dim A ,

(¢) T deg stazn deg A pour tout domaine de Ore S de A .

Démonstration. — Si gr A n'a pas de diviseurs de zéro, alors A n'en a pas non

plus.
(a) L'existence de Q(A) sera démontré dans la proposition 10 car
Dim A < Dim U(g) = dim g < @ ,

(b) et (c) On va d'abord montrer que si Q(A) est le corps des fractions de A :

on a
T deg Q(A) < T deg A &

30it V un sous-espace vectoriel de dimension finie de Q(A) . Alors, il existe un
x de A, tel que W=2xV <A . Alors

inf, ) ro} Dim k[bV] = 'inf, A-{0} Dim k[ (b/x)W]
S infoc, roy Dim k[ew] ,
dtolu
T deg Q(4) <T deg A .
De plus on a 1'inégalité suivante
T deg A < Dim A .

Or Q(A) est aussi le corps des fractions de S—l A, on a donc
T deg Q(A) €T deg S™7 A < Dim A .
Pour montrer (b) et (c), il reste donc & montrer

T deg Q(A) > Dim A .

Or l'algdbre intégre gr A est commutative en tant qu'image par un homomorphisme
d'une sous-algdbre de S(g) , l'algdbre symétrique de g , et Q(A) possdde une

filtration (Qi) définie par, [4], si € e Q(A) , E= alb avec a€A ,

beA.

Le degré de E est 4d° € =d° b - d° a .

i€z’
Qi est égal au sous-espace engendré par les & dans Q(4) , qui sont de degré in-
férieur ou égal & i .

Cette filtration vérifie Qi n A= Ai ’
{gr (a(4)) < aler 4) .
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Soit, alors, V un sous-espace vectoriel de dimension finie, de Q(aA) , et b un
élément de Q(4) , de degré exactement i .

On a alors
b er (v) <gr (bv) , si B =gr.(b) e er(aa)) = (ers) .
D'ou
gr ((bV)) 2 (gr (7))* 2 (B gr V)™ = T° (gr V)",
et donc

a,,(0) = dim (k + pv)*

dim (pv)"

din (gr (bV)")

dginm (5* (gr V)) = dim (gr V)",

VARV

WV
B

cette dernidre égalité &tant vraie car b n'est pas diviseur de zéro.

Soit donc W un sous-espace vectoriel de dimension finie de gr A . Il existe un
sous-espace vectoriel V de A , telque gr V=W et infb(Dim k[bV] > Dim k[W] ,
ceci d'aprés les inégalités précédentes.

D'ol
T deg Q(A) > Dim gr A .
Or, d'aprés la proposition 7,
Dim gr A= Dim A .

Diou le résultat.

PROPOSITION 10, - Soit A une algtbre integre, telle que w(A) < e, . Alors A

1
posséde un corps des fractions & droite et & gauche.

Démonstration. — Si la condition de Ore n'était pas viérifide, il existerait x et

y , non nuls, dans A , tels que, Ax n Ay = {0} . Alors k[x , y] serait une algé-
bre libre, incluse dans A .

En effet, soit o 1'homomorphisme :
k[x, Y] — k[x, y]
p — p(x , ¥)
ou k[X, Y] est l'algdbre libre en deux variables.
@ est de fagon évidente surjective.

¢ est injective. Cherchons le noyau, Ker ¢, de o .
Soit p dams k[X , Y], tel que p(x, y) =0 . p s'éerit
— nO
p=2;0; 8 M,

avec a, appartenant & k , et Mi un monbdme de degré gquelconque.

p(x,y)=zaiMi(X..V)=0-



2-18

On divise Zai Mi(x » ¥) , 2 droite par x ou y , jusqu'ad ce que l'on obtienne
des monSmes "se terminant" par x , et d'autres "se terminant" par y (on multi-
plie & gauche par x¥ , avec o dans N , pour éliminer les termes constants). On
obtient ainsi
EZ?l a, W.(x, y))x + [382  ar wi(x y)ly =0 .
i=0 "1 i ’ i=0 "1 i 2

Or Axn Ay = {0}, d'ou

0, n, <n

oy
2i 08 Ni(x » ¥)

n
2
Zi:O a{ Ni(x , ¥) =0, n, <n .,

Et en réitérant ce procédé, on obtient Zgzo a; Mi(x , y) =0, ai(x, y) =0,

d'ov a=0, et donc plx, y) =0=3p=0.
Donc k[x , y| est une algdbre libre.

or wk[x, y]) = e, » et kK[x , yJe A, donc w(B) > e, , et on a le résultat.

PROPOSITION 11, - Soient A , une algébre intégre de dimension de Gel'fand-Kirillov

finie, et B une sous-algebre de A de méme dimension de Gel'fand-Kirillov, alors :

(a) Si B=3B - {0}, B est un domaine de Ore & droite et & gauche,

(b) 31 A est de type fini, 1'anneau des fractions, Bl , de A est de dimen—

sion finie en tant qu'espace vectoriel & droite et & gauche sur le corps K des

fractions de 3B ,

(c) Sous les mémes hypothéses gque dans (b), ﬁ-l A est égal au corps des fractions

de A .,

Démonstration.

(a) On suppose que la condition de Ore n'est pas vérifiée. Alors il existe x dans
B , ety dans A tel que By n Ax = {0} . Alors By + Ax est une somme directe,
et comme la multiplication & droite par x est injective, Byx + Ax2 est aussi
une somme directe.
Or Byx + Ax° <€ Ax , donc (Byx + Ax2) n By = {0} , d'od By + Byx + Ax® est aussi
une somme directe, et par récurrence, By + Byx + Byx2 + eos , €8t aussi une somme

directe.

Soit alors W un sous~espace vectoriel de dimension finie de B , contenant 1 ,
et V un sous-espace de A , tel que V =W + kx + ky .
On a alors

VR 2 W (kx + ky)?

et donc
n _, -
v ooyt yX + wt yx2 Foeee + WY yxn 1 .

D'ou
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a,(en) 2 nd (n) ,

car la somme dans le 2nd membre est directe, et Dim A > 1 + Dim B . Ce qui est fauwx

"ici, d'ou la condition de Ore est remplie.

(b) Soit maintenant A de type fini, et V wun espace vectoriel de dimension fi-

nie qui engendre A . Le corps K des fractions de B , existe, d'aprés (a), et
K=8" 4.

Soit r(n) = dimK
K-sous-~espaces vectoriels de ﬁ—l A ( =KA) , recouvrent KA , car les v recou-

KV, ou KV est le K-espace vectoriel engendré par v , ces

vrent A . On a donc deux possibilités.

1° Il existe un entier n , tel que A = g , le résultat est alors démontré.

20 La suite (r(n)) est strictement croissante. Soit dans ce cas (e1 , ”'er(n))
une base de KV' , tel que e, soit dans VO pour tout i , et W un sous-espace

vectoriel de dimension finie de B . On a alors :
(W + V)2n 2yt P ot e, 4 uuo+ We .
1 r(n)
Comme les (ei) forment un systéme libre suz k
gim (Vv + 1) > r(n) dim W 3 n din W,

d'ot Dim A > L + Dim B ce qui est faux : on est toujours dans le cas (a), d'ol le

I‘ésultat .

(c¢) Hontrons que KA est un corps, ce sera alors le corps des fractions Q(a) ade

A , puisque KA est inclus dans Q(A) + Soit x un élément de KA .

La multiplication & gauche, ou & droite, par x est une application K-linéaire,
injective car A est intdgre, de KA . Comme KA est de dimension finie sur K ,
cette application est bijective. D'od 1 a un antécédent. Il existe y dans KA
tel que 1 =xy , et il existe y' dans KA tel que 1 =y'x . Donc x est inver-
sible a droite et & gauche, donc inversible et KA est un corps.

Donc é_l A est le corps des fractions de A .
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