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Groupe d!'étude d'LLGEBRE 7-01
(Morie~Paulo MALLIAVIN)
lre annde, 1975/76, n° 7, 12 p. 17 mai 1976

ACTION DU GROUPE ADDITIF, D'APRES M, MIYANISHI

par Thierry LEVASSEUR .

Tous les anneaux sont supposés commutatifs et intégres.

L'objet de cet exposé est de décrire la démonstration donnée par MIYANISHI (cf.

[5]) du théoréme suivant.

THEOREME 1. - Soit k un corps algébriquement clos de caractéristique quelconque,

A une k-algtbre intégre de type fini et de dimension 2. Posons X = Spec A , Alors

X est isomorphe au plan affine sur k si, et geulement si, les conditiong suivantes

gout satisfaites :

(1) 4 est factoriel
9
* *
(ii) L'ensemble A des éléments inversibles de A coincide avec k = k = {0},

(iii) I1 existe une action non triviale du groupe additif Ga sur X (définie

sur k ).

1. Définition des dérivations et Ga~action

Définition l.l. = 3oit A un anneau (ou une k-algdbre sur un corps k ), une

dérivation localement finie d'ordre supérieur sur A (en abrégé 1. f. h. d.) est

une suite d'endomorphismes D = {DO y D, , +..} du groupe abélien A satisfaisant

1
a
1° D, = identité, Di(ab) =2

20 Pour tout a dans A, il existe un entier n >0 tel que Dm(a) =0 , pour

k=i Dj(a) Dk(b) , pour tout a et b dans A,

tout m =>n .

Lorsque A est une k-algebre, et Dn est k-lindaire pour tout n >0, D est

dite k-triviale.

La dérivetion l. f. h. d. D est dite itérative (en abrégé 1. f. i. h. d), si elle

satisfait la condition suivante

i+ 3
o . . C s
3 Di Dj = ( ; ) Di+j pour tout i et J positifs ou nuls.

PROPOSITION 1l.1l.

10 Si 1'anneau A est de caractéristique p , alors, pour tout j et i dans N

on a

D D, =3D . .
(3-1)p* » B}
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20 Il est alors facile de montrer par récurrence que si r = jo + jl P +eeet jn pn

avec 0 < jk <p, pour tout k , alors

J J J
. . . 0 1 n
ot 3yt eee 30 D, = (D)) (Dp) (Dpn) .
30 51 4 est une algdbre sur un corps de caractéristique O , on a Di = %T Di

done

1 2 1
D={DO,D1,§TD1’ -B“E‘D? 0.0}

PROPOSITION 1.2. - Soit A un anneau (ou une algdbre sur un corps k ), alors les

conditions suivantes sont équivalentes si D = {DO =1id , ees , D_, +..}, suite
n ——

d'endomorphismes du groupe abélien A .

(1) D 1. f. h. d.(ou 1. f. h. d. k-triviale) sur A ,

(2) @: A -3 A[t] défini par ola) = Z;;O Dn(a)tn est un homomorphisme d'an-

neaux (de k-algdbres), t &tant une indéterminée sur A ,

Lorsque A est une k-algébre il y a équivalence entre :

(1*) D 1, f. i. h. d. k-triviale sur A .

(2') ¢ définie en (2) est un homomorphisme de k-algébres tel que les diagrammes

suivants soient commutatifs

A% at)=ag Kt]
@J( vw®id
Aq{k[t]—ia-ézaA@k®k[t]®kk[t]

A 23 a0kt]

Z id®e
'A“@k k

avec

kK[t] —> Xk
At) =t ® 1+ 101t et e:{

t r—e—— O .

(3') %p: Spec A x, G, —=> Spec A est une action du groupe additif G, de k

sur Spec A .

Définition 1.2. = Si a est un élément de A , nous définissons la longueur de

a , notée long a , comme étant le degré par rapport & t de w(a) .

Un élément a de A est une D-constante (i. e. Di(a) =0 pour tout i =1 )

8i, et seulement si, ¢(a) = a , ou encore 1longa =0,

2. Propriétés des dérivations localement finies itératives d'ordre supérieur.

PROPOSITION 2,1, - Soient A anneau, et D 1., f. h, d.sur A, alors :

(1) Tout élément inversible de A est une D-constante,
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(ii) L'ensemble AO des D-constantes est un sous-anneau de A Minerte", (Si

s €4 et s= ri.r, avec 'r, € 4 ; i€ {1, 2} alors, r; €Ay 1€ {1, 2}),

(iii) A, est algébriguement fermé dens 4 .

Preuve.

(1) Si ae & et =a inversible, ¢(a) est inversible dans A[t] qui est intdgre

donc ¢fa) e 4, d'ou o(a) = a .

(ii) I1 est cleir que AO est un sous anneau de A ; nous supposerons AO 7 A ,

soit s dans A0 , donc long s =0 .

51 s = TieTs s et si T n'appartient pas a AO , nous aurons

long s = long r, + long r

1 2

avec long ry # 0 en contradiction avec long s = 0 .

cas ) s ‘ q q-1 =
(iii) 5i be A avec 2, bt + 8.1 b + +eo t 8 b+a; =0, avec a dans
Ab pour tout a1 | b(aq bq_l + ees + al) = =28 donc (ii) entraine que b appar-
tient 2 AO .

COROLLAIRE 2.1. - 8i A est un anneau factoriel, alors AO est factoriel.

REHARQUE 2.1, - Si A est une k-algdbre et D k-triviale, alors A, sera aussi

une k-algébre.

LEMME 2,1, - Soient A anneau avec D 1. f. i. h. d.sur A , AO 1'anneau des

D-constontes 3 s'il existe t dans A tel que Dl(t) =1, Di(t) =0 pour

i>1, alors A = Ao[t] ( t est algébriguement indépendant sur Ay ).

Preuve. - Définissons L : A -3 A par
L(a) = EELO (- 1)1 Di(a)tl pour tout a dans A .

L est un homomorphisme d'anneaux (de k-algdbres &i A est une k-alehbre sur un
corps k ), et l'on a
L"l(o) =th, InmL=A4,
la seule difficulté est de prouver que Im L & AO . Pour cela il suffit de prouver

que DS(L(a)) =0 pour tout a€ A et s =1.
I1 résulte des égalités
Dx(tl) = Cz) 2% s 4 <i,
D, (t7) =0 si 4 >i,
que

s(ti Di<a)) = Zizg(i’S) (2) (S ) f ' i) ti_ﬂ Ds—£+i(a) *

o

Soit n un entier tel que Di(a) =0, si i>n.0na alors
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b (1)) = X (- )t imElLe) (dy (2 ety ieby ()

i s=4+1
pour s <n
DS(L(a)) =0 si s>n.

D'ou, si s <n,

p(L(e)) = 2278 (- )F & # D (o)

s+k

S ik + ] s + s + k j (S
o TN EITH LT () =0,

x

et par suite

D (L(a)) =0 pour tout s =1 .

De plus, on a -1 , car L(+") = 0 pour tout n =1 .

puis a = L(a) + tL(al) +t° a ,

Nous pouvons écrire alors a = L(a) + ta 5

ou - L(a 1?) = %a

1 ?
5 d'ol

L(ay + L(al)t Foee. + L(am)tm (mod £y ) pour tout entier m .
On peut alors montrer par récurrence que, pour tout k ,

& = Dk(a) - tka+l(a) + 2 —LEEi_£l- D, 2(a) 2 k(e + ;2(k + 2) Dk+3(a) F oeee

(Ce qui implique L(ak) = L(Dk(a>) , mais, pour tout j >n , Dj(a> =0 donec, si

on écrit a = Z?—O L(ai)tl + tn+l a1 alors a .1 = 0 . Par suite, a appartient
Ao[t] puisque Im L = 4, .

Définition 2.1, - Soit D = {Di}ieN une 1. f. i. h. d.non triviale sur A . Soit
Ai = {a€ A tel que Dm(a) =0 si m> i} , les Ai forment une suite croissante

Ay-modules, et A = UieN A Un entier n sera dit indice de saut, si
An—l < An . Pour a dans A , on appelle support de a 1'ensemble

Supp a = {k ; D (a) #

REMARQUE 2.2. - 81 n est le premier indice de saut, alors x est dans An sans

8tre dans A
= Tn-1

celles des éléments de A qui ne sont pas des D-constantes.

si, et seulement si, long x est la plus courte longueur parmi

LELIE 2.2.

1° 30it D = {D. , D, y «+-j unc i, f. i. h. d. non triviale sur 1l'anneau A, et
soit n le premier indice de saut, alors pour tout x dans An\An 1 Di(x)
appartient & AO pour tout i non nul dans Supp x , et si u = ﬂiGSuppx,i#O Di(x)

alors A[u_l] = Ao[u-l][x] .

2° Inversement soient A un anneau, AO un sous-anneau de A tel que A soit

une AO—algébre de type fini, et tel qu'il existe u dans AO , x dans A trans-
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cendant sur A, avec A[u—l] = AO[u—l][x] . Alors il existe une 1. f, i. h. d. D

non triviale sur A , dont Ay est 1'anneau des D-constantes.

Preuve.

Si le premier indice de saut est 1 la preuve est facile. En effet, soit
X e Al\A.O ; posons u = Dl(x) , alors u € AO ; nous pouvons étendre D de manidre
unique a A[uflj en posant, si a € A, D(a/un) = D(a)/un dans A[ufl] s D

est une L. f. i. h. d., et D(x.u_l) = 1 ; appliquons le lemme 2.1 & t = xou et

<o

A[uwl] , nous obtenons

a7t = afumt ] = Al )

avec t algébriquement indépendant sur Ao[u_l] , donc x = tu est algébriquement

indépendant sur AO .

Puisque dans le cas ou la caractéristique de A est O et o D est non triviale
sur A , le premier indice de saut vaut 1 (cf. Proposition 1.1.3), nous supposerons
a partir de maintenant que nous sommes dans le cas ou la caractéristique de 4 est

un nombre premier p , et que le premier indice de saut est plus grand que 1.

Nous allons montrer que

; . . . S .
1° Le premier indice de saut est n=p , s entier non nul.

‘s A s
2° Le m-~icme indice de saut est wmp ,

3051 a€ An\An_l ’ Supp(a) n'est formé que de puissances de p . De plus, les

Dk(a) appartiennent a A.0 pour tout k € Supp(a) .

Preuve de 1°, — Posons n=n. + n

S
0 L Pt eee v 0 D (0 € n, <p, ng #0) .

Nous avons (proposition 1.1.2)

n

_ 1 0,51 5o 1t _ oy 2 1 1
Dn = 771 Dl Dp ses D g OB Ml =Tyl Ml ... Dl
p
Supposons que n ne soit pas une puissance de p , deux cas sont alors possibles.
Ou bien n, =21, ou bien n, = 0, et 0+ oo+ 0 2 2 . Dans le premier cas,

1'élément c = Dn_l(a) appartient & Al\AO . BEn effet, Di(c) =0 pour i =2,

mais Di(c) = Dl(Dn_l(a)) = nDn(a) #0,car n#0 (modp) et ae Ny 9
alors 1 est le premier indice de saut, et ce cas a été éliminé.
Si maintenant on avait n, = 0 et L nﬁ'2.2 , 1'élément c = Ds(a) ap—-

3 03 by . ’ 3 b S . \
partiendrait a A4 , car un entier supérieur & n - p ne peut appartenir a
e

1
Supp(c) , pour tout h >1, on a

h)!
D (p (a) = (2+ ) - Dn+h(a) =0,
n-p +h p (n=-p +h)!p!
! A — o 1
d'ou c € An—l = AO , mais d'autre part
1 nl nS~1
D SDS(a)=I13 ——7 0 - D p (&) =n, D (a) #0
n-p. p 1 8-1 P P
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. S 2 8
et puisque n - p = D, PN, Pt oeee Foeee (ns -1)p = ny + oee. + 0 z21,
on arrive a une contradiction avec le fait que c¢ € AO . Par conséquent, n est une
puissance de p , soit n = ps .

Preuve de 2°, - Montrons que les indices de saut sont de la forre mps . Soit

x € A S\AO , on peut montrer par récurrence sur m que € A g Dpour tout m ,
p mp
mais que D S(xm) est non nul. Ainsi, pour tout m , mpS est indice de saut ; il
mp
reste 2 voir que tous les indices de saut sont de cette forme.
s
Supposons que q sSoit un indice de saut qui ne soit pas multiple de p alors
s

mp> < q < (m + 1)p° avec m entier , soit qQ = q - np> , 0 < qQ <P -

Si x € Aq\Aq_l , posons c = D S(x) , alors

mp
D (¢) = 4 5 (x) £o0
90 qo! mpsi 7

car q@/qo! mpS! est un entier de la forme 1 + ph et Dq(x) n'est pas nul, donc

' . \ . Y
¢ n'appartient pas a AO (ni & Aqo_l et ce A car X € Aq , donc
A © A , d'ou une contradiction.
Bt 9%
— —_ —_ c 3
Preuve de 3°. - Nous avons AO = A1 = see = Aps . Aps y, soit x dans A S\AO ’

t
et m € Supp x ; écrivons m = Mg + Wy P+ oeee +my p m, #0, 0K m, <p).
Supposons que m, > 2 , ou que l'un des m; (i <t) soit non nul. Alors si
c=0D t(x) ,ona D t(c) #0 , car D t(c) =m Dm(x) #0 , donc

p m-p n-p
C€A0=000=A.s 9
p -1
il existe par conséquent i >0 tel que D s D,(x) =D s t (x) #0 , ce qui
p -1+i p p +p -1+1

est impossible puisque pS + pt -1+ i est plus grand que ps . Donc m € Supp x

implique m = pt .

De plus, si D t(x) #0 , alors

P
(k + p)!
D D (X) = —_-P——-:- D (X) pour tout k ’
k.t t t
P ki p! k+p

. t h
si k + pt n'est pas puissance de p , D \t(x) =0.% k+p =p avec h
k+p
entier (k + pt)i/k! pt! est un multiple de p . Ce qui termine la preuve du 3°.
30it donc, n = ps le premier indice de saut, et soit x un élément de An\ﬁo ,

posons u = [l

0<i<s D i(x) avec D i(X) #0 ; u appartient & A, d'apres ce qui
P D
=] m .
précéde. 51 a élément de A, posons a, = a = D S(a) D s(x) T x y S1 a€ A
mp D mp

(ce qui est possible). De plus, puisque u appartient a AO , on peut étendre D

by

3 A[u—l] . Nous avons D s(al) =0, car
mp
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S(al) =p ,(a) -D J(a) D (x)™ 0 (&)
mp mp mp 1Y mp
puisque D S(X)-m est une D-constante de A[u_l] ; par récurrence sur m , On mON-+
P
tre que D S(Xm) =D S(X)m . Ainsi, a, appartient a
np b
A (a, ed o et D _(a,) =0)..
(m—l)ps 1 mp mpS 1
En posant a, = a - D( ) s(a ) D s(x)_(m-l) 2t , nous pouvons continuer le rai-
m-1)p P

sonnement, d'ou 1'on déduit une expression de a comme polynéme en x & coeffi-
. "']- 7 ’
cients dans Ao[u 1, x , appartenant & A\AO , est algébriquement indépendant sur

A.O .

Inversement, si A [u ][x] = A[u-l] , définissons D = [D =id , D, , eoel
1. f. i. h. d,sur A[u ] de la manlore suivante. E% gsont des endomorphismes de
Alu” ] tels que T& =0 sur Ao[u ] , pour i >0, et ‘31(x) =1, E&(x) =0,

pour tout i >1 .

Alors, si A = A.O[a1 y soe 3 an] ou a, = Z%- xz pour tout 1 > 1 avec

1= “4=0 %,i g
B f.(x)
;el "']- 1 A . py
% ;= kz - dans Ao[u ], ona a = T, ou fi(x) appartient & AO[x] , et
u 9
. s s ~
ki est un entier. Posons alors s = maxlsiSn ki ’ Dl(x) =u , et Dk =u Dk ’

alors A est laissé stable par Dk .

COROLLAIRE 2.2. - Si A est une k-algdbre de dimension 2, D wune 1. f, i. h. d

non triviale sur A, A, ne peut etre réduit & k , et 4 est une k-algébre de

dimension 1.

COROLLAIRE 2.3. — Soit A =KX, Y] =K X[Y] . Alors il existe D une 1.f.i.h.d

non triviale sur A .

PROPOSITION 2.2. - 5i D est 1,f. i. h. d. non triviale sur un anneau A , et si
AO est 1l'anneau des D-constantes, 1'injection AO -3 A est pure c'est-a-dire :
8i H est un Ao—module avec A 8%0 M =0 alors M=20.

Preuve. — Le lemme précédent nous permet d'écrire, en posant

. -1 -1
bz{l ,u, LY ,U.n, ooc} 9 S .A."—"-'S AO[X];

supposons u non inversible dans A , soit M AO—module de type fini, si

A® 1 =0, alors S—l AQ® -1 S"l M =0, donc S—l M = 0 , puisque S-1 A est
% s7hag
libre sur S_1 AO . I1 existe donc un entier n tel que WM =0 , si P appar-

tient au support de M , ue?P .
. n n
De plus, i est un (Ao/u AO)—module et Afu A gko/hnAo M=0.

Nous aurons A/u” A #0 car u n'est pas inversible.
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Soit P e Spec 4, avec u € P, posons T = AO\E . Alors

-1 n .
T (a/u 4A) ® n i, =0 .
(a5)p/u(45)p P
Ainsi nous avons, soit

(i) AP/un Ay = PAP/un Ay, , soit

(i1) By =0 .

Le premier cas est impossible, car il implique AP = PAP puisque u” appartient
4 P, ou encore 1 = b(a/s) avec bE€P, a€h, s €T, c'est-d-dire s = ba ,
ce qui implique a € AO ( AO est inerte) et s =ba € P, ce qui n'est pas vrai.

On a donc P ¢ Supp Il , et par suite le support de M est vide donc M =0 .

3.Caractérisation du plan affine. Démonstration du théoréme 1.

Nous allons donner la preuve du théortme L. Les conditions sont évidemment néces-

saires, montrons qu'elles sont suffisantes.

Supposons (i), (ii) et (iii) vérifides, dans toute la suite nous noterons K 1le

corps des fractions de A , AO 1'anneau des D-constantes, KO son corps des

fractions, et k désignera un corps algébriquement clos.

Nous allons montrer qu'il existe f et q algébriquement indépendants tels que

A=XTf, q] .

Nous aurons besoin de deux résultats obtenus dans [17.

PROPOSITIUN 3.1. - Supposons que R soit un anneau intégre contenant k dont le

corps quotient soit une extension transcendante pure k(t) de k . Alors la clbture

intégrale de R est un anneau quotient d'un anneau de polyndmes en une variablesurk,

PROPOSILION 3.2. = Soit F wun corps de fonctions algébriques en une variable sur

k 9 F = l{(xl 9 ce o 9 Xn) _ei R = k[X

17 e s Xn] intégralement clos, alors R

est factoriel si, et seulement si, F est une extension transcendante pure de de-

gré 1rde K, (cf. [1] ou [7]).

Remarque 3.l. - Dans les hypothéses de la proposition 2, nous pouvons aussi déduire
que R est non seulement principal mais euclidien (ef. [77).
LEMME 3.1. - Soit %k un corps algébriquement clos, A une k-algébre intégre de

* ®
type fini qui est un anneau factoriel de dimension 2 avec A =k . Supposons qu'il

existe une (g—uction non triviale sur .lpec A (définie sur k ). Alors 1'anneau AO

des invariants de A est un anneau de polynfmes & une indéterminée sur k .

- -1
Preuve. - Nous savons qu'il existe a € 4y et te A, tels que A a l]:AO[a Tt]
(lemme 2.2). Puisque Ay est factoriel, il en est de méme de Ao[a'l] , enfin

dim Aj = L « La k-algtbre Ao[a_l] est de type fini sur k , car A[a—l] est de

type fini sur k . De plus, le corps quotient de Ao[a_l] est celui K, de 4y,
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et tr deg KO = 1 . D'aprés la proposition 3.2, ona K, = k(u) , ou u est

transcendant sur k .

La proposition 3.1 s'applique alors, et AO est anneau quotient d'un anneau de

p6lynbmes en une variable sur k . Mais Ag = k* implique AO =k[d], 4 trans-

cendant sur k .

LEMHE 3.2. - Soit A une k-algébre de type fini de dimension 2, supposons :

(i) L'anneau A factoricl,

(ii) I1 existe une Ga—action, propre et définie sur k sur Spec A,

(1ii) La k-algdbre Aj est de type fini sur k .

Alors il existe t dans A\AO tel que A = Ao[t] .

Preuve.

10 Posons X = Spec & , Y = Spec AO , £ : X --3»Y le morphisme (dominant) dé-

fini par l'injection A -3 A .

En appliquant a AO la proposition 3.2, nous obtenons que KO est une extension
transcendante pure de degré 1 de k , puis la proposition 3.1, et le fait que AO

soit de type fini sur k entrafine
%::ﬂa,lﬂﬂ@],amc h(a) e x[a] .
20 Choisissons un élément t dans A\AC tel que :

(i) La longueur de 1t est minimum (ef. remarque 2.2)

S\ o _ o noo . 17 A ‘
(11) 21 1 ong t (t) = e. a; eee @y ou e est inversible et B 9 see s By
sont irréductibles, alors > o, est maximal.
1<isn
Alors le lemme 2.2 implique qu'il existe c € A; tel que 'A[c“lj = Ao[c'l][t] ,
et Dlong % (t) appartient & AO . Dans ce cas, pour tout o€k, t - a est

irréductible dans A . En effet, sinon on aurait t - o= tl t2 ’ ti € A,
ief{l, 2} et long(t - o) = long tl et long t2 , donc tl par exemple serait

dans AO . Posant alors a, = (t2) , nous aurons (t) = a, tl , ce qui

Dlong t2

long

contredit le choix de t .

30 Posons B = AO[t] , 7 = Spec B, nous pouvons noter que B est intégralement
clos ( B est factoriel) et nous avons les inclusions : AO -—3» B -Yé A, ce qui

donne lieu au diagramme commutatif suivant

X = Spec A -Ea Spec B = Z

= Spec AO
p est un morphisme birationnel puisque A[c—l] = Ao[c—l][t] , donc K est le corps
des fractions de A[c—lj et 1le corps des fractions de B . Nous allons montrer que

toutes les fibres p—l(z) avec z € 7 sont finies, f = g ¢ p donc pour tout =z

dans Z , p_l(z) c £"Y(g(z)) . I1 suffira de prouver que, pour tout y €Y , le
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morphisme Py f—l(g) -3 g-l(y) , restriction de p , a toutes ses fibres finies,
car alors p—l(z) = pg(z)(z) c f-l(g(z)) sera finie.

Deux cas sont possibles, ou bien (i), y point générique de Y , ou bien (ii), ¥

point fermé de Y .

(1) si y = (0) est le point générique de Y , soit S = Ay - {0} . Il ya
bijection entre les idéaux premiers de A (reSpectivement B ) ne rencontrant pas

S et ceux de S™! A (respectivement st ).

Mais A[c_l] = Ao[c_l][t] , donc 37t A[c-lj =57t Ao[c_l][t] , ou

st - Ko[t] -sts.n y a donc bijection entre les idéaux premiers de B ne

rencontrant pas S , et coux de A ayant la m8me propriété. Par suite, p est un

isomorphisme au-dessus du point générique de Y .

(ii) 31 y est un point fermé de AO , v correspond & un idéal premier non nul
de A0 . Ces idéaux sont de la forme (a - a)AO avec h(a) # 0 ; en effet, tout

é1ément p , irréductible dans AO (donc dans A , puisque AO est inerte), est de
la forme a - o , en effet on a h(a) = 0 si, et seulement si, a - o est une uni-

té, et h(a) # 0 si, et seulement si, a - @ est premier dans A .

(i hlw) =0, avec hla) = r§=1 (a - ai) y Y(a=-a) = (rgi#a (a - ai))/h(a) ’

est dans L; , et réciproquement si a - o est une unité, il existe a(a)/h(a)® tel
que (q(a)/h(a)™(a=-a) =1, donc h(a) =0 ).

Ceci montre en particulier que f est surjective.

D'autre part, f—l(y) = {g € 3pec A tel que gn A = (a - a)AO} est le spectre
de A/(a - a)A puisque (a - a)AO est maximal dans AO , de méme
g’l(y) = Spec B/(a - @)B , ces deux fibres étant irréductibles puisque (a - a)h et
(a - a)B sont premiers dans 4 et B respectivement. Nous allons montrer que
by f—l(y)\—-é g_l(y) est un morphisme dominant c'est-a-dire que

7: B/(a-a)B--34/(a-a)
est injective, '$ étant induite par { .

Nous savons que B/(a - a)B °‘AO/(a - d)AO[t] ~1[t] . Supposons que ¢ ne soit

pas injective.

Soit q(t) dans k[ t]\{0} tel que F(a(t)) = 0 c'est-a~dire q(t) e (a = @)A ,

ce qui donne BIl (t - Yi) - (a-a)b avec b dans A; b, vy; dens k

IENES i
pour tout i , donc t - Yy = (a - a)b' avec b! unité dans A , puisque t -~ Yy
est irréductible ainsi que a - « dans A . Alors t - Y5 serait dans AO ce qui

est impossible ; donc 'E est injective.

-1
I1 est clair que l'on a dim 4/(a - @)4 = dim B/(a = «)B =1, donc f (y) et
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g_l(y) sont deux courbes irréductibles sur k .

Alors d'aprés [2] (chap. II, corollaire 7.4.4) si ¢ et c' sont deux courbes
algébriques irrdéductibles sur k , si £ : ¢ --y ¢! est un k-morphisme, pour que

f soit dominant il faut et il suffit que f—l(y) soit fini pour tout y dans c?.

Ainsi pour tout y point fermé de Y , les fibres de py sont finies, par consé-

quent p a toutes ses fibres finies.
4° @ verifie les hypotheses suivantes
- p est un k-morphisme de type fini,
- p est birationnel,
- p a toutes ses fibres finies,

De plus, Z est un schéma affine normal (car B est intégralement clos). Alors,
d'aprds [2] (chapitre III, 4.4.9), si Z est un préschéma intégre localement
noethérien, si p : X ——> 2 est un morphisme séparé d» type fini, birationnel,
ayant toutes ses fibres finies, si Z est normal, alors p est une immersion ou-

verte,

Ici, Z =Spec B, X =9pec A, p est séparé puisque tout morphisme de schémas

affines eut séparé ([2], I 5.5.8), p(X) est dono un schéma affine ouvert dans Z .

50 So0it maintenant V = Z\p(X) , montrons que codin V > 2 (nous aurons en fait

codin V=2)s0na V=V(I) avec I idéal de B , donc

codim V

inf ey (dim BP) = infp y() (nt P) .

Puisque V = Z\p(X) , 11l n'existe pas de q € Spec A tel que, si P €V, q nB =P,

Il
l‘—.\
L]

Soit PeV, si nt P=0, il n'y a rien & démontrer. Supposons ht P
Alors, ou bien (i) ¢ P n Ay = (0) , ou bien (ii) : P n Ay # (0) .

(i) Nous sommes au-dessus du point générique de AO , et nous avons déja vu que

p est un isomorphisme au-dessus du point générique, d'ou une contradictionm.

(ii) Soit PnAo;é(o),alors PnAO=(a-a)AO,01‘1 o€k et n(a) #0 .

Soient G = (a - @)AE€ Spec A, et Q=GNB= (a - a)B , nous avons alors

P=Q=(a=-a)B=0GnB, d'ol une contradiction.

Soit OZ le faisceau associé & 7Z , nous noterons OZ ” 1'anneau local BP si
?

z est 1'élément de Z correspondant & P € Spec B , nous avons la définition sui-
vante profV(OZ) = inf _, prof (Oz,z) (ef. [2] ch. IV 5.10.1)

Mais le critére de normalité de Serre, appliqué & Z = Spec B , nous permet d'écri-
] . . L . . S
re profv(OZ) 2 inf(2 , dim OZ,z) Or, si z estdans V, ona din0; 2 2
puisque codim V > 2 ; d'olu proV(OZ) >2 (en fait il y a égalité).

Péfinition 3. - On dit que 0, est V-clos, si 1'on a 1l'isomorphisme suivant

i(z, oz) =T(z\v , oZ)
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(cf. [2], IV-5.9 et IV-5.9.8).

Or d'apreés [2] (IV-5.10.5) si X est un préschéma localement noethérien, V wune
partie de X stable par spécialisation, pour que OX soit V-clos il faut et il
suffit que 1'on ait profV(OX) > 2 (une partie V de X est stable par spiciali-
sation si 1l'adhérence de toute partie finie de V est dans V , en particulier si
V est fermée [2] (IV-5.9.1)).

Ce résultat s'applique & Z = Spec B, TV et 0Z . 0O, est donc V-clos. p(X)

étant affine on en ddéduit
p(X) = spec (I'(z\V , oz)) = Spec I(z , oz) =7
d'ou
B = Ao[t] =A.

Sous les hypothéses (i), (ii), (iii) du théordme 1, en rassemblant les lemmes 3.1

et 3.2, nous obtenons A =k[d, t], ce qui termine la démonstration du théoréme.
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