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RECONNAISSEURS POUR LES3 30U3-MONOIDES LIBRES

par Jean Marie BOE

L'étude des sous-monoides d'un monoide libre qui sont eux-méme libres a fait 1l'ob-
jet de nombreux travaux et notamment sous le nom de théorie des codes ([4], [5],
[9]). BElle fait intervenir de fason cruciale les monoides de matrices & é1léments O
ou 1 (considérés comme des entiers). En effet, pour tout sous-monofide reconnaissa-
ble P d'un monoide libre X* , il existe une représentation p de x* par des
matrices n x n telle que le coefficient (1 , 1) de la matrice uf correspondant
au mot f soit égal au nombre de factorisations de f en é1léments de l'ensemble
générateur minimal de P ([87], [10]). On en déduit qu'une partie reconnaissable P
de X* est un sous-monoide libre si, et seulement si, elle est le stabilisateur
d'un indice dans une représentation u de X* par des matrices 3 éléments O ou
1: P={pe x*, (p,p)l,l = 1} . Ces représentations ont notamment été utilisées
pour étudier les sous-monoides libres maximaux (qui correspondent & la notion de co-
des indécomposables) [2], [11]. Dans le cas particulier ol les matrices sont mono-
miales, on obtient la notion classique d'automate déterministe qui correspond au cas

des sous-monoides libres qui sont préfixes [6], [7].

Notre but est ici d'étudier et de classifier les représentations de x* par matri-
ces (0, 1) recomnnaissant un sous-monoide libre P (c'est-3-dire telles que P
soit le stabilisateur d'un indice). Nous établissons ici, (2.8), que parmi ces repré-
sentations il en existe une, soit pu , telle que le monoide pX* soit le monoide
syntaxique de P [1]. Contrairement av cas des automates déterministes, il n'existe
pas de représentation unique de dimension minimale, et le résultat signifie donc qu'il

’ . \ * 3 . .
existe cependant des représentations u telles que le monoide WX  soit minimal.

Nous introduisons ici une définition de morphisme de monoide de matrices (0 , 1)
correspondant & la notion intuitive de réduction de ces représentations et adaptée a
1'étude des décompositions de codes. (Cette définition se confond, dans le cas des
matrices monomiales, avec celle de congruence d'automate [7]).

Nous démontrons alors que toutes les représentations p de X* recomnaissant un
sous-monoide libre P telle que uX* soit un monoide M fixé sont image par un
morphisme d'une représentation que nous nommons standard.

Ce résultat donne, en vertu de ce qui précede, unc représentation canonique du mo-
noide syntaxique d'un sous-monoide libre par des matrices (0 , 1) qui, comme nous

le verrons, permet d‘'étudier la décomposition des codes.

1, Codes et sous-monoides libres.

1.1, X désiguant le monoide libre sur l'alphabet X , une partic A € X* est un
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. . s . . *
code si elle engendre librement un sous-wonoide libre de x* que nous noterons A" .

Parmi les codes, les codes préfixes (suffixes) sont les parties qui vérifient
* * .
MX"nA=¢, X"xana=¢) .
Un code bipréfixe est un code préfixe et suffixe.

Exemple. ~ X = {x, y}, A= {xx, xy, XXy , Xy¥ , Yy} -

A est un code qui n'est ni préfixe ni suffixe.
1.2, Définition.
Un sous-monoide P d'un monoide I est dit libérable s'il vérifie pour tout

meM, mPAP#¢ et Pmn nP #@ entrainent me P .

Cette définition trouve sa justification dans 1'importante proposition [5].

1.,3. PROPOSITION. -~ Un sous-monoide d'un monoide libre est libre si, et seulement

si, il est libérable.

1.4. Etant donnée une partie P d'un monoide Ii , on appelle reconnaisseur de P

toute image homomorphe N de M pour laquelle P est saturé, c'est-a-dire que le

morphisme ¢ de i sur N vérifie qu @(P) =P .

1.5. Remarquons alors que, si P est un sous-monoide libérable, il en est de méme
de (TO( P ) .

1.6, P est dit reconnaissable s'il existe un reconnaisseur fini.

l.7. Un sous-monoide P d'un monoide M est dit complet si P intersecte tous
les idéaux biletéres, soit
fmeM, Pnlml#¢g.
1.8. Un code 4 sur X* est maximal s'il est maximal en tant que code, c'est-a-
dire
*
AB<<X , B estuncode = B=4.

Ces notions s'articulent dans 1'important résultat [9] suivant, dont on trouvera une
démonstration dans [3] ainsi qu'un exposé détaillé des différentes notions présentées

dans ce paragraphe.

PAOPOSITION., - Soit A wun code. Alors,

(i) A" complet reconnaisable —s A maximal,

(ii) A neximal === A%* complet.

1.9. Enfin le monoide syntaxique d'une partie P €M est le reconnaisseur minimal

de P (pour les images homomorphes). C'est aussi le quotient de 1 par la congruen-

ce syntaxique

n=n'¢eE=2 (Yu,vell, unwe Pes w've P) .

2 Regrésentatious des reconnaisseurs des sous-monoides libres

Notations. - Btant donné un wmonoide M de relations sur un ensemble S , soient
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s,ted et me i .On notera indifféremment (s, t) em ou s{)t pour expri-
mer que s est relié & t par la relation m . g et m, étant deux relatioms,
leur produit de composition sera noté m; Wy o

m, m, = {((s,t)esxs; dues, (s,u)en

5 et (u ’ t) e mz} ,

1
soit encore
s(ml m2}t &e=>idues, s(ml>u(m2)t .
2.1, Définition.

On appelle monoide de relations non-ambigu (m. r. n. a.) un mondide de relations

sur S vérifiant pour tout m; , m,e M, s, te 3 tels que s@ml m2)t , il

existe un et un seul r € S tel que sﬁnl)rﬁmz)t .
Exemples.

1. Un monofde d'application de 3 dens S est un m. r. n. a. sur S .

. x * s . 38 .
2, Soit S =X . X se représente fiddlement comme m. r. u. a. sur lui-méme en

posant om)pE== om =mB, o, B3, mE€ X* .

2,2, Un m. T's Ue a. sur un ensemble fini S s'identifie & un monoide de matrices

o 2

3 é1éments dans {0 , 1} €N de dimension suivante.

(), , = le=s@t .

?

Le fait que toutes les matrices aient des entrées strictement inférieures a 2 assure

que 1'on est en présence d'un m. r. n. a. et réciproquement.

0 1 0% 00 1
Exemple. - Les deux matrices (1 0 1} et {l 0 1) engendrent un monofde ayant 9
é1éments. 0 00 {100

2.3. Définition.

Etant domné deux m. r. n. a. M1 sur S et N sur T , ure application f de S
sur T est un morphisme de M sur N si 1'application ¢ de i1 dans l'ensemble

des relations sur T définies par olm) = £l nf est wn morphisme de M sur N .

Remarque. - o(i) peut 8tre un m. r. n. a. sans que ¢ soit un morphisme.
Un tel morphisme définit canoniquement une congruence du m. r. n. a. II sur S que

1'on peut par ailleurs définir intrinséquement.

2.3.1., PROPOSITION. - Les congrucnces d'un m. r. n, a. M sur O sont exactement

les relations d'équivalence = de S qui vérifient de plus
a) V m; , W, € M, s
st=s8, t'= tl =t

b) ¥ m, o, m

%, = tzﬁn2>u =3 il existe s' , t' , u' tels gue
1 1 1
5 u et s <ml>t (m2)u ,

eli, s(ml>t(m?)u = t = t' .
i ]
s‘Qn1>t'Qn2>u‘

En désignant par f 1la surjection canonique de f sur S/= on notera

,
1
u! =

2

M/= = {f_l nf ; mel} le m. r. n. a. quotient.
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2.3.2. Définition.
Unme o« n, 2. M sur S est dit transitif si Vs, t€ S, il existe me M
tel quc sm)t .
Remarquons que si M est un m. r. n. a. sur S transitif et = une congruence de

M , alors h/E est vn m. r. n. a. transitif sur S/E .

Par la suite nous n'utiliserons que des m. r. n. a. transitifs et le mot transitif

sera sous-entendu.

2.4 . Représentation des monoides par relations non-ambigiies.

Une reprisentation d'un monoide M par relations non-ambiglies est un homomorphisme
de M sur unm, r. n. a. N sur S . Les représentations du monoide libre par
r. n. a. sont donc des automates non déterministes particuliers (qu'on nomme automa-

te non-ambigu dans [1]).

2.5. Monoide de relation non-ambigu reconnaisseur.

2.5.1. PROPOSITION, - Soit ¥ wuwn m. r. n. a. sur S . Alors le stabilisateur d'un

"

élément de S est un sous-monoide libérable de M .

C'est 1'étude de la réciproque de cette proposition qui est 1l'objet de notre étude

et nous améne & poser la définition suivante.
2.5.2. Défiition.

Etant dormé P €M un sous-monoide libéreble d'un monoide 1 , on dira qu'une re-
présentation de M par un m. r. n. a. N sur S reconnait P si 1l'image de P

est le stabilisateur d'un élément de S (généralement noté 1 ).

Le résultatc principal s'énonce alors :

2.6. THﬁORﬁHE. - S0it P wun sous-monoide libédrable d'un monoide i . Alors il

existe une représentation de M par un m. r. n. a. MO sur SO reconnaissant P

qui vérifie la propriété universelle suivante.

Pour toute représentation de M par un m. r. n. a. N sur T reconnaissant P , il

existe un morphisme f qui fait commuter le diagramme suivant.

M _____N__,MO sur SO
f
Ny
N gsur T .

On nommers représentation standard de M reconnaissant P 1l'unique m. r. n. a. re-

comaissant P défini par le théoreme ci-dessus.

2.6.1. Preuve du théoreme.

Avec les mémes notations qu'en 2.6 posons S1 =f{(u, v)eMxi; urelP} et

soit ~ la fermeture de la relation R définie sur Sl par
(w, v) R (u* , v') &= Pux vP n Pu' x v'P £d .

Posons SO = Sl/~
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2.6.2, LEMME., -~ Les classes d'équivalence modulo ~ sont des produits cartésiens
g

de parties de L , c'est-a-dire

_ ~ —_ <M .
s € SO = Sl/ 8 = AS X BS avec AS ’ Bs M

2.6.3. LEMIE, - Avec les mémes notations qui précédemment m; , m, € Ui
A m xm,B, nA xB #6
8B L "2"% " r T = A m, xm, B, ©A xB_-.
A mm B CP s 1 27t r T
s 1 27t

Ces deux lemmes permettent de définir le m. r. n. a. MO sur SO .

2.6.4. PROPOSITION, — Soit ¢ 1'application de M dans le monoide des relations

Q

sur 8, = Sl/~f définie par

N C [
s, tes,, s(w(m))té::;,As m <A et mB B .

Alors « est un homomorphisme de monoide et MO = @(H) est un m. r. n. a. sur So

reconnaissant P . Plus précisément, P est le stabilisateur de 1 = AIXBi =P xP.

2.6.5. Enfin, pour montrer la propriété universelle de la représentation standard,
on montre, que toute représentation par un m. r. n. a. N sur T reconnaissant P ,
induit sur S, wune partition plus grossidre que la partition ~ définie en 2.6.1.
On en déduit donc une application f de SO sur T et on -ontre que cette appli-
cation est un morphisme de m. r. n. a. selon la définition 2.3.

2.6.6. Le théortme 2.6. généralise et précise les assertions de [10] et [8] (voir
1'introduction). En effet il ne nécessite par 1l'hypothese "reconnaissable" pour le
sous-monoide libre et il affirme d'autre part que le monoide syntaxique peut &tre
représenté par un m. r. n. a. reconnaissant P . Ce qui donne les deux corollaires

suivants.

2.7. COROLLAIRE. - Un sous-monoide P de X* est libre (reconnaissable) si, et

. . 3 ’ . * . . - . 3
seulement si, il existe une représentation dz= X~ par relations non anbiglies (finie)

reconnaissant P .

. ; * i
2.8, COROLLAIRE., - Etant donné un sous-monoide libre A" © X , 11 existe une repre-

. % . * * s s
sentation p de X° par r.n.a. reconnaissant A" , telle que pX soit isomorphe

*
au monoide syntaxique de A .

3. Quelques représentations particulieres - exemples.

3.l. La représentation standard de x*.

by

Etant donné A~ un sous-monoide 1ipre de X¥ , appliquons le théoréme 2.6. & x* .
On en déduit une représentation de Xx par r. n. a. qui, d'aprés la propriété uni-
verselle, est élément maximal du treillis des m. r. n. a. reconnaisseurs de A"
Cependant, on peut donner explicitement ce m. r. n. a., ce qui fait 1l'objet de ce pa-
ragraphe.

Soit A € X" 1le code engendrant A™ , posons



14-06

Z={O'=(0-1702)€X+XX+9 GlUZGA}U{(e,e)}

en convenant que 1 = (e , e) .

Soit ¢ 1l'application de X* dans le monoide des relations sur ¥ définie par

*
*
c(m(m)>T\_A-=>olmeA T, et mT, e I, A%,

On vérifie que cette derniére condition est équivalente a

* w
cl mT2 € 01 02 A" n A Tl 72

(3 composer & 1.2.). Avec ces notations, on a la proposition suivante.

3.1.1., PROPOSITION.

(i) b = ¢(X*) est unm. r. n. a. sur % , reconnaisseur de A",

P e Z . . *
(ii) ® est la représentation standard de X* reconnaissant A" .

(iii) Toute représentation de x* par r. n. a. reconnaissant A" est image

homomorphe du m. r. n. a. M sur T .

Remarque. — Cette proposition est un corcllaire du théoreme 2.6. Cependant, on peut

démontrer directement (i). En effet, de (cl , 02)(ff'>(T T2) pour f , f!' € X%,

1 ?
on déduit l'existence d'un unique (pl , p2) € £ tel que

(Ol 9 02)<f>(pl b 92)<f'>(71 9 T2) .

I1 suffit d'observer que T ff! T, € A* entraine 1'existence d'un unique mot

ae Ay {e}, as= Py Py s (pl , p2) €T et o, fe A* P, » f'T,€ 0, A%,
3.1.2, Exemple. - X = {x, y}, A= {xx, xy, xxy, xyy , ¥y}
posons l=(e,e), 2=(x,y), 3=(x,y), 4="(, xy),
5=(xx,y), 6=(x,y), T=Gy,y), 8=(@,7v) .

{

01110100 0000000 1
10 +.. O 0 v .. 0
0 v .. 0 10 ... O
ox) = | 90001000 oly) = |0 - 0
X =10 « .. 0 Y= 110 ... 0
0 ) 0O... 010
0 e e. O 10 ... O
| O . 10 +.. O

3.2. leprésentation du monoide syntaxique.

Soit A¥ © X* un sous-monoide libre de X* , et soit M son monoide syntaxique.
D'apres le théoréme 2.6. et la syntaxicité de M , toutes les représentations de M
par r. n. a. reconnaissant A" sont fiddles. Cependant, contrairement & ce qui se
passe lorsque l'on a des monoides d'applications (cas des monoides de transition des
automates déterministes), il n'y a pas de représentation minimale unique (minimal

pour card S8 ), comme le montre les exemples suivants.

3.2.1. Exemple., - Considérons le sous-monoide libre décrit en 3.1.2. La représen-

tation standard Ho du monoide syntaxique est la suivante :
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/ \

0101 } 00107
Ly - 1010 | » 0010 ‘
Mo * 7 10000 oY= 11000} "
0000} !ﬂl 000}
Mo X* admet deux quotients (de m. r. n. a.) reconnaissant eux-—aussi Ax et dont les
monoides sont isomorphes au wonoides syntaxiques.
010" 0 0 4\
Wy X o= 10 l) y M V= 1 0 1} correspondant & l'équivalence /2, 4/3
\0 0 O/ \L O Q)
o1 [0 0 1y
By X = {1 01 ), Wy ¥ = \O 0 1| correspondant & 1l'équivalence 1/2/3 , 4 .
000 1 00,

. * .
On pourra aussi remarquer que le m. T. n. a. X® est le quotient du m. r. n. a.

mX* dfini en 3.1.2. par la congruence 1/246/578/3 .

3.2.2. Exemple. - Congidérons le code bipréfixe de longueur moyenne 3 , non uni-

forme, sur l'alphabet X = {x , y} décrit par 1l'arbre suivant

La représentation standard Mo du monoide syntaxique donne un m. r. n. a.

Mo X" =M sur Sy ou card SO =9 .

POSOHS SO = {J- ’ 2 ) cew 9 9} .

M est le sous-monoide du monoide des relations sur SO engendré par
wox = {4, 8 x {1} u {1}« {2, 3 v {2, 6} x {4, 5]

i

I-Loy {3,9}x{l}U{l}x{6,7}U{5,7}x{8,9}.

M admet deuz congruences :
= définie par 1'équivalence sur S, 1/23/45/67/89.

R

= définie par 1'équivalence sur S, 1/39/57/48/26.

M/ER est le monoide de transition de 1'automate minimal de gauche & droite, tandis

que M/EL correspondant & 1l'automate minimal de droite a gauche.

4, Applications & la décomposition des codes.
4.1, Définivion.
Un code A sur X se décompose sur le code B si A* © B¥* ¢ X* | On vérifie,

alors, que A est un code sur 1l'alphabet B . L'étude des décompositions des codes

trouve un appui dans la proposition suivante.

4,2, PROPOSITION, - Soient P < Q €M deux sous-monoides libérables du monoide M

avec P complet dans Q , et Q complet dans M o Désignons par N le me. Te N. 8
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sur S , représentation standard de M reconnaissant P . Alors il existe une

congruence = dum. r. n. a. N telle que :

(i) La représentation standard de M reconnaissant Q est le quotient N/= ’

Me T's Ne &. SUr S/E .

(ii) La représentation standard de Q reconnaissant P est de m., r. n., a. res-

triction de N & la classe de 1 (mod =) .

Cette proposition s'appliquant & la décomposition des codes donne le corollaire sui-

vant.

4.3. COROLLATIRE. — A toute décomposition d'un code A* < X* complet correspond une

congruence du m. T. n. a. image de la représentation standard de X“ reconnaissant

A,

On peut aussi démontrer la proposition suivante.

4,4, PROPOSITION, - A toute congruence d'un m. r. n., a., reconnaissant un Sous-mo-

noide libre correspond une décomposition du code qui engendre ce dernier.

4,5, Exeuple. — Avec les notatiogs de 3.2.1. on constate que Mo X*  admet deux

congruences correspondant & des décompositions propres :
11
(O 0

*x
A<{x, xy, gy} .

12/34 qui donne comme quotient ) (? é) ce qui correspond & la décomposition :

13/24 qui donne comme quotient (8 é) (1 g) correspondant & la décomposition :
AC{XX,XY’Y}*'

I1 est & noter que My et W, ne supportent chacune qu'une seule congruence don-
nant une décomposition. Seule la représentation standard Mo supporte les deux

congruences correspondant aux deux décompositions possibles du code A .

4.6, Probléme. — On est amené & se poser le probldme suivant, résolu par D. PERRIN
et J. P. PERROT dans le cas préfixe (voir [6]).
A chaque décomposition d'un code fini complet correspond-il une congruence de la re-
présentation standard du monoide syntaxique. (congruence non triviale, si. la décompo-
sition ne l'est pas).
La proposition 4.3. assure cette correspondance lorsqu'on considdre la représentation
standard de X* (et non du monoide syntaxique). Cependant si A est un code re-
connaissable non fini, cette représentation n'est pas finie. On a toutefois la propo-

sition suivante.

4.7. PROPOSITION. - Soient A et B deux codes reconnaissables sur X . Supposons

que A se décompose sur B .

. . ; . 3 - . *®
Alors il existe une reprdsentation de X" par m., r. n. a. fini reconnaissant A

w
qui admette un quotient reconnaissant B .
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