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SUR LA THEORIE DE NEVANLINNA p-ADIQUE

Ha Huy Khoai

Groupe d’Etude d’Analyse Ultramétrique
1987-1988

§1. Dans cet expose nous proposons une variation p-adique de la théorie de

Nevanlinna. Tout d’ abord nous rappelons ici quelques résultats de la

théorie de Nevanlinna classique. Soit f(z) une fonction méromorphe dans le

plan complexe C et soit aeC un nombre complexe.

Question : Quelle-est "la taille" de l’ensemble des points z~C ou la

fonction f(z) prend la valeur a ou des valeurs "proches" de a?

Pour repondre a cette question R. Nevanlinna a construit la fonction

suivante.

Soit n(f,a,r) le nombre de points z~C tels que f(z) = a et r

(chaque point z étant comply avec sa multiplicité). On pose

Theoreme (premier théorème fondamental de Nevanlinna). 11 existe une

fonction T(f,r) telle que pour tout aec on ait

T (f,a, r) = T(f, r) + h(f, a, r~

ou h(f,a,r) est une fonction bornée.

Comme la fonction T(f,r) ne depend pas de a et la fonction h est bornée

on peut d i re que l a f onc t i on f (z) prend chaque va l eur a avec "une même

multiplicité".

Le deuxième théorème fondamental montre qu’ en general, m(f,a,r) est

pe t i t par rapport a T(f,r), e t en conséquence N(f,a,r) approche T(f,a). En

par t i cul ier on définlt " le défaut de la valeur a" suivant : =

Alors l’ensemble des points a tels que õ(a) &#x3E; 0 est dénombrable et on a



La fonction T(f,r) est dite "fonction caractéristique".

§2. Pour construire 1’analogue p-adique de la fonction caractéristique de

Nevanlinna on utilise la notion de polyg6me de Newton des

fonctions analytiques p-adiques.

Soit p un nombre premier, soit Q le corps des nombres p-adiques et
p

soil Cp la completion de la cl6ture algébrlque de $3 . Soit D le disque

unité dans C : D = 
’ 

 1 }. La valeur absolue de C 
p 

est normal is6e

par p 1. Nous utilisons aussi la notation v(z) pour la valuation

additive de C qui prolonge ord
Soit f(z) une fonction analytique dans D représentée par la suite

. convergente :

Pour chaque n nous construisons le graphe r qui decrit V(a zn) comme
n n

fonction de v(z). Soit v(f,t) le bord de l’intersection des demi-plans

situes sous les droites r .Alors dans chaque segement fini [r.s],ors+oo
n

11 existe qu’ un nombre f ini de r qui interviennent dans v(f,t). D’ ou on
n

déduit que v(f,t) est une ligne polygônale qui s’appelle le polygone de

Newton de la fonction f (z). Nous appellerons le point t&#x3E;o ou v(f,t) est

un sommet les points critiques de f(z). Chaque segment fini [r,s] ne

contient qu’un nombre fini de points critiques de f(z). On sait que si

t - v(z) n’ est pas un point critique de f(z) alors I = p’~ ’ . I

Maintenant soit 03C6(z) = f(z) g(z) une fonction meromorphe dans D. On pose

v(03C6,t) = v(f,t) = v(f,t) - v(g,t)
11 est clair que si t n’est ni un point critique de f(z), ni de

g(z), t alors I f&#x3E;(z) I = p’~~’ . Nous appelons un point t &#x3E; 0 un point

critique de s’il est un point critique d’au moins une des fonctions

f(z), g(z).
Fonction Soit a un point de c. On notera le nombre de

points zeD tels que v(z) = t et a, ou chaque point est compte avec

sa multiplicity. On pose

Remarquons que si 03C6 n’est pas la constante a, alors la somme dans le
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membre à droite est une somme finie pour chaque t &#x3E; o, parce que

n &#x3E; o seulement aux points critiques s de la fonction f ~z) -ag(z)
et que le nombre de ces points est fini dans la region v(z) &#x3E; t &#x3E; o.

Nous appelons la fonction la fonction caractéristique de la

fonction 9&#x3E;(z).

~3. Analogue p-adique du premier théorème de Nevanlinna.

Théorème 1. Soit une fonction méromorphe dans D. Alors on a pour tout

aeC
p

+ h(9),a,t)

ou la fonction est born~e.

Le théorème 1 se démontre de façon analogue au cas classique, ou 1’on pose

où b , ... ,b sont les poles (avec leurs multlplicités) de 03C6(z) dans

{v(z) &#x3E; t} et m = v (1/ , ,t) = Alors Ie théorème 1 est Ia

consequence du lemme de Jensen.

Lemme de Jensen. Soit 03C6(z) une fonction méromorphe dans D, soient a J...ð
1 N

et b ,...,b les zéros et les pôles (comptés avec leurs multiplicités) de

la fonction 03C6(z) dans {v(z) &#x3E; t} et supposons 03C6(o) ~ 0,00. Alors on a

La demonstration du lemme est basée sur les propriétés du polygône de

Newton de la fonction 

§4. Analogue p-adique du second théorème de Nevanlinna.

On pose

&#x26;

ou les a I les zeros distincts (ie 03C6(z) - a dans {v(z) &#x3E; t}.
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Théorème 2. L’ensemble des valeurs a tels que &#x3E; o est dénombrable et

on a :

Comme Ie cas classique le théorème 2 est la consequence de "l’inégalité

principale" suivante :

Lemme. Soit ~(z) une fonction méromorphe non constante dans 

a ,...,a sont des nombres distincts de C . Alors on a

ou est une fonction positive et S(t) est bornée quand t -~ o.

Comme le cas classique nous obtenons aussi le théorème de Picard, le

théorème des deux points pour les fonctions méromorphes. En particulier

dans Ie cas p-adique on peut construire la fonction meromorphe par les

ensembles E = a} donnés pour trois valeurs distinctes
a

aeC . L’algorithme de construction est base sur les resultats de M. Lazard
p

([16]) et le théorème d’interpolation p-adique ([2]).On peut trouver les

demonstrations des résultats precedents dans [1-4], [7].

§5. Commentaire. Dans [ 1 ] J’ai défini la fonction caractéristique suivante

11 est diff icile de demontrer 1’ analogue du théorème 1 et Je n’ ai pas

demontre 1’ analogue du théorème 2. Quand J’ai modif ie la definition de la

fonction caracteristique (comme celle de cet exposé), il est devenu facile

de démontrer les résultats analogues à la théorie classique et mon intérêt

pour la théorie de Nevanlinna p-adique est perdu ! Maintenant Je pense

qu’il était interessant de construire une analogue p-adique de la théorie

de Griffiths, King, Carlson, Stoll,..., c’ est-~-dire, la théorie de

Nevelinna de grande dimension, parce que cette théorie contiendrait

beaucoup d’interprétatlons géométriques et aurait des relations

interessantes avec la théorie des nombres. 11 est nécessaire de rappeler

ici quelques résultats de la "théorie de Nevanlinna arithmétiqueu" :

Reyssat a remarqué l’analogie des théorèmes de Siegel et de Picard.
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*

Théorème de Siegel. Soit k un corps de nombres, e Ie groupe des - 

~ 
.

Alors 1’equation u+v = 1 n’a qu’un nombre fini de solutions u,vee .
k

Théorème de Picard L’équation u+v = 1 n’a pas de solut ions en fonctions

entières lnverslbles.

Alors on peut faire la It traductIon" de la théorie de Nevanlinna £

l’arithmétique. Ensuite P. VoJta a not6 que l’on peut voir la formule de

Jensen sous la forme suivante :

Soil R un nombre réel fix6, 5 un disque fermé. On notera F = Mer(D )
R R

Ie corps des fonctions méromorphes dans D . Soil e~[o,2w].

Alors considérons les valuations

Soit aeD, on pose

Alors la formule de Jensen prend la forme suivante

Done on voit que la formule de Jensen est 1’ analogue de la formule du

produit de Artin-Whaples et le second théorème fondamental est l’analogue
de Artin-Whaples et le second théorème fondamental est l’analogue du

théorème de Roth :

Au lieu de fonction méromorphe on considère une suite infinie {b}ck

dans un corps de nombres  On déflnit la hauteur :

Alors pour tout aek

51 on pose ð(a) = lim t alors
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r 3(a) ~ 2 (Théorème de Roth).

P. VoJta propose une "variation arithmétique" de la théorie de Griffiths

et il a enonce quelques conjectures très agréables. En particulier, d’une

de ses conjectures il sui t la conjecture "abc", et d’où, "Ie théorème de

Fermat" ([8].

D’après la philosophie du principe de Hasse-Minkowski on espère avoir

un résultat "arithmétique" si on en a un dans les cas p-adiqus pour tout p

et le cas réel. Alors on doit, peut-être, verifier les conjectures de

Vojta tout d’abord dans le cas p-adique, et même dans le cas réel ? (Mais

qu’ est-ce qu’ une théorie de Nevanlinna réelle ?)).
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