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COROLLAIRE MULTIPLICATIF DU THEOREME DE MITTAG-LEFFLER :
APPLICATION A UNE EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE

par Marie-Claude SARMANT-DURIX

Soit K un corps valué complet algébriquement clos, A un infraconnexe
fermé borné de K, f un élément analytique sur A. Le théoréme de
Mittag-Leffler (voir par exemple [A], p. 152) indique une décomposition
de f en somme d’éléments analytiques définis sur les complémentaires des
trous de A. Une décomposition de f en produit de facteurs singuliers est
donnée par un théoréme de Motzkin ([M], p. 79) . Nous allons démontrer un
corollaire de ce théoréme, en mettant chacun de ces facteurs singuliers
sous forme d’un produit infini de fractions rationnelles. Dés lors, comme
la dérivée logarithmique d’'un tel produit se présente sous une forme
relativement simple, on peut s’en servir pour approfondir 1’étude de
1’ équation différentielle du premier ordre f’ = wf, ou w est un élément

analytique sur un disque (ouvert ou fermé).

Notations et définitions générales
K est un corps muni d’une valuation notée |.|,complet et algébriquement

clos.

Pour tout aeK, et pour tout reR*. on note :

d(a,r) = {xeK; |x-a] = r}
d(a,r’) = {xeK; |x-a|<r}
Cla,r) = {xeK;  |x-a|<R}

et si R>r, on note :

Un sous-ensemble A de K = Ku{o} est dit infraconnexe si, pour tout aek,
1’ adhérence dans R de 1'image de A par 1l’application x -|x-a| est un
intervalle.

On note ; le plus petit disque circonférencié contenant A. Un dique non
circonférencié TcCAnR est appelé un trou de A s’il est maximal. C; est
appelé le trou de A de centre infini : on le note Tm. On note J(A) 1la
famille des trous de A.
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Soit D un iInfraconnexe de K et soient aek et reR*. On appelle filtre
croissant de centre a et de diamétre R le filtre de D qui admet pour base
1’ensemble des I'(a,r,R) quand r parcourt ]O,R[, filtre décroissant de

diamétre R un filtre admettant une base d’ensembles de la forme :
[ ]
D =AN(n A)AnD
n n j=1 3
ou la suite des A. est une sulte décroissante de disques de K telle que :

lim diam(A ) = R
m->®o "
Considérons une famille (T;,a;qi,1)1515k.,-ew ou qn’iew . Elle est
appelée T-suite associée au T-filtre croissant (resp. décroissant)

de centre a, de diamétre R si les trous (T ) sont 1inclus dans un
- - m,i ISlSk-

cercle C(a,d) avec d < d (resp. d > d ) et vérifiant 1la
m m m+1 m m+ 1

condition (Z) :
K

m ]
lim [( ¥ |log(dm/dj)| L oa,)
m-300 Jj=1 i=1

- maxismkm[qm'i log(dn/p-’i)

+ 7 q , log(d/|b -b |)]] = +w
15j5kn, J#1 m, J m m,j mi

De méme, nous dirons que 1la famille (I; L8 1) est une T-suite

associée a un filtre décroissant dépourvu de centre, si les (T

m, 1 1Si=k
m

et

sont inclus dans 1le cercle C(b ,d) ou d =
m+l,1 m m

d <d , et si la suite d’ensembles :
m+1 m

b L
m+1,1 m,1

D = d(b ,d ) nD.
m m

m+1,1
a une intersection vide, et si 1la famille (T; G ) vérifie 1la
condition (Z).

Si Q. = 1 VYmeN Vi = 1,...,k_ , la T-sulte correspondante est dite
idempotente [51]' Ici, nous n’utiliserons que des suites Iidempotentes
telles que :

i) k. =1 vmeN P, =P= constante
ii) {an}QeN (notée {b;}-eN) est la sulite des zéros d’une série entieére

¢;eH(d(a,R))(resp. d’une série de Laurent ¢;€H(Cd(a,R_)).
La suite {bn}neN des centres des trous d’'une telle T-sulte sera appelée
suite stigmacylique de 1’ infraconnexe D.
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Un élément analytique sur A est la limite uniforme sur A d’une suite de
fractions rationnelles sans pdles dans A. On note H(A) 1’espace des
éléments analytiques sur A et Hb(A) 1’espace des éléments analytiques
bornés sur A. Pour feH(A), on pose :

Ifl, = sup ,[f(x)]
("fﬂA peut étre infini et n’est donc pas une norme).

On appelle HO(A) 1’espace des éléments analytiques sur A, nuls a
1’infini.

Soient A un infraconnexe fermé, T = d(a,r ) un trou de A, f un élément
analytique sur A. On dit que f a un facteur singulier g dans T si :

a) il existe meZ tel que (x-a)™ geH(CT), ne s’annule pas dans CT, et tende
vers 1 a 1’infini,

b) f/g se prolonge analytiquement dans T, et son prolongement h ne
s’annule pas dans T.

SiT-= T°° , cette définition se modifie comme suit :

a’) geH(R) et ne s’annule pas dans A

b’) f/g se prolonge analytiquement en une fonction h définie sur Tm\{m}.
ne s’annule pas dans Tm\{m}, et 11 existe meZ tel que x "h tende vers O a
1’infini ([M], p. 69).

(Notation : le facteur singulier de f relatif a T sera noté fT).

§1.Corollaire d’un theoréme de Motzkin : Théoréme de Mittag-leffler

"multiplicatif”.
Rappelons d’abord le théoréme de Motzkin :

Théoréme 1.1 ([M], p.79, Théoréme 4) Soit A un infraconnexe fermé et soit

feH(A). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) f a un facteur singulier fT relatif a chagque trou T de A et f se

factorise sous la forme :

f=Fq £

- TET (A)
ou F est un polynome et ou le produit infini converge uniformément dans

H(A).
b) f est quasi-inversible dans H(A).

Nous allons étudier un corollaire de ce théoréme dans le cas ou

A = d(0,17). L'ensemble des trous de A est alors, si K est le corps des
restes de K :

- -
TJ(A) = {d(e,1);xeX }u (Tm}
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Théoréme 1.2. Soit feH(A). Pour chaque trou T, = d(d,17) de A (resp.pour
on _note une sulte stigmacyclique de resp.
T_) on note {bw.i}lEN une suite stigmacyclique de T_ (res {bm,l}léﬂ de

T).
[> <]
Les propriétés suivantes sont ivalentes :
a’) Dans chaque trou T@(resp tm), il existe une suilte
, (resp et 1] existe une fraction rationnelle G
{am,x}xeN (res {am,l}ieﬂ) et 11 existe une fraction rationnelle G
telles que :

x-a, | x-a, |
f=G[ nin (ﬁ—)]] [ mo— )]

aeX 1eN o, 1eN o,1 4

et ce produit converge uniformément dans H(A)
b’) f est quasi-inversible dans H(A).

La démonstration du corollaire va utiliser les lemmes suivants :

Lemme I.3. Solit B = {bx}aew 1’ensemble des éléments d’une suite

stigmacylique. On_pose :
Ap(B) =K\ U d(b,p")
1eN
Les conditions sulvantes sont équivalentes :
a) feHb(Ap(B)) VpeR

chaque bi est un pole simple pour f et

lim f(x) = a (aeK)
| x | >0

b) Il existe une suite {ai}leN de K, de limite nulle, telle que :

o«
f(x) =a+}) —
1eN X bi

VxeA (B)
[+]

Démonstration. Supposons d’abord que a) est vrai et montrons a) = b) . Il

suffit d’appliquer le théoréme de Mittag-Leffler a f|(Ap(8B)\d(0, (1/R7)) ou

R est un réel supérieur 3 1 : les trous de ce domaine sont les d(bpp-) et
d(o, (1/R)")

f= Y f +f
1eN 1 o
avec
-1
f eH (Cd(b,p ) VpeR
f_eA(d(0, (1/R)7) VReR
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En faisant tendre p vers O, on voit que fl est de la forme :

et que f° est une constante : la constante a.
I1 est par ailleurs évident que b) entraine a).
Posons maintenant Tm = Cd(0,1 ).

Lemme I.4. Soit feHo(fm), et soit {b} . une suite stigmacylique de
d(0,17). Quel que soit ceR, 1l existe une suite (ex}xeﬂ de K, de limite

nulle, telle gque :
a) sup]eil s |f] +c
1eN ~
(]
b) f(x) = ¥ € /(x-b) vxeT
i i ]
1eN

Démonstration. Nous savons ([53], théoréme 8, p.42) qu’il existe une suite

de K, {na}tem’ de limite nulle, telle que :

n
(1.4.1) f(x) = ¥ 1
1eN i

Vxe?
(-]

I1 existe donc MeN tel que :
1>M > |n | < ﬂfﬂH

T
©

* Posons :

M n,
(1.4.2) o(x) = Z ;_?
i=o0 1
Alors ﬁ¢nrw = |f] _ puisque :
T
(-]

o est une fraction rationnelle : elle a au plus un nombre fini de zéros

dans Tm . Son developpement en série de Laurent dans Tm est :

M
(1.4.3)  o(x) = L (L yb )x"
k=1 i=o
Si |x|=z1, alors :
X k-1, k .
(I.4.4) | Zvy, b 7x| s |of vkeN
i=0 ~
T
[ -]

(En effet, le développement de Laurent de o(x) converge pour |[x| = 1).
-
I1 existe donc JeN tel que, pour tout keN :
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.
(1.4.5)  J=J > | Ta b7/ =] +c

i=o0

T
00
(En effet :
M
k-1, k k-1
| Eo'nlb‘ /| s o:tixgn(]ni/bjl)(lb‘/bj[ )
et puisque :
J>M » sup |b/b | < |bs/b | <1
osisy ' ) Mok

on voit qu’il existe KleN tel que :
M
k-1 , k
WK, s | T npiE| = o
i=o0 ~
T
[ ]

D’autre part, si OSkSKl, alors d’'apres (I1.4.4) :

M
k-1
| Zn b | = |of
i=o0 '_i_'

(-]

et comme 1lim|b | =1, il existe J tel que :
Jj>o0 J

M
P3| Ty, B s o] v e
i=o0 ~

T
. 00
* Posons maintenant :
M
Qx) = 7 (1-(x/b))
i=o
Qx = Q(X)/(l—(x/bi)) sii=o0,...M

Soit ¢(x) une des séries entiéres convergentes dans d(0,17) dont

1’ensemble des zéros est {b:}ieN , et telle que ¢(0) = 1. Nous posons pour

xed(0,17) :
T(X) = -J_—f-(l(-)——-— = 2 tk Xk

ma-3) keN

i=o0 1
Puisque ¢ (0) = 1, T(0O) = to =1,
Posons :

Ap = d(0,17)\ v d(b ,p)
1eN, 12y !

Remarquons que :
lim |[T(x)| = +o
|x]|-»1, xeAp

Alors 1/T, tout comme 1/¢ , est un élément de H(Ap), car Ap posséde un
T-filtre ¥ qul annule 1/¢ et 1/T.

Posons enfin :
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T‘(x) =

* Soit R(x)eK[x]. R/QT est sar un élément de H(Ap) annulé par ¥ : on
peut le décomposer en éléments simples (lemme I.3) : il existe une suite
(ai}ieﬂ d’ éléments de K, de limite nulle, telle que :

M o o« o
R)QXIT(X) = £ S5 * L  —%
i=o0 1 1=J 1
Les coefficients o peuvent étre calculés par identification :
R(b ) x-b
=1 0zt =[] [aw | x =,

® =-b [ ;;;l; ] [ ‘_5T%T_— } x = b,

1

R(bll
o« =-b [ TG ®)
R(b ) x-b
_ 1 1
si_J=i «, = [ CICN) ] [ T(x) ] x = b
b
@ == b [ 0(2()})@ ) ]
171771
Nous voulons que « =m pour i=0,...,M, de fagon a "approcher" f par
R/QT.
Nous prendrons donc :
R(bi) = -n, T(bl)Q(bl)nl pour { = O0,...,M

c’est-a-dire que nous choisirons, en fonction de ces valeurs de R(bx):

M
R(x) = L R(b)Q (x)/Q (b )]

i=o0
D’ou, pour JjzJ :
b ) E [_ 2, T(b )Q(b ) ] [Ql(b’) }
3 il bt Qt(bi)
et @ = - bJ R(b’)/Q(bJ)TJ(bJ)
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b M 7, T(b )Q (b,)
o= [ g [T ]
3 IR RN R 3

Q‘(bj)
'ﬂl [ W ] T(b‘)

J 3 1=o
bJ M 1
a = ¥ n [ b )] T(b,)
3 'I‘Jibjf 1m0 1 b,(l'i;!“ 1
A i
b, x Y,
ax = r [—_] T(b, )
3 Tjibjf oo ! bl bj 1

b M T(b. ) - T(b))
¢=T'7_7Jb Z":[ :)-bj]
] 3 3 1=o 1 ]
b M M
3 k-1 k-2 k-1
a = }jn[Zt(b +b b+.+b)]
3 Tj(bji t=o 1 k=1 k 1 i 3
bJ M 2 M M 2
= ’ b /b
SRS | i=o i=o0 i=o
k M " 2
+ /b
s et [(.Eo n/o) + (Fmby/eh)
M
+ (¥ nib';q/b:)]
i=o
+
_ T(x) _ K
Or : |T3(b3)| = l1— x| we = SuPu‘txb)‘
J
k
ltkbjl vk -
Donc : "'T.’Tb—jyl =1 eN

D’ autre part, rappelons (I.4.5) :
M
k-1, k
jZIs | T n, b /b_,l s |o‘|_rm + c

i=o0

Donc \
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[aj] sfe] +c vyjzJ
T
-]
ou :
]aj] s |f] +c¢ AR IR
-]

* Comme R(x)/Q(x)T(x) est annulé par ¥, nous voyons que :

n
_ 1 R(x) ~
f(X)_[z—x-——b]-QxTx vxeT,

1eN 1 1
n | a o
1 1 1
= | 5 |-JL s ]-[CL
f(x) [1eN X bI \oo x-bl - x-bx
n n -a
f(x) = ¥ S e —
M<i<J x bi 1J xl b1
D’ou le résultat, puisque :
sup || = |f]
M<i<J ~
T
0
sup |n | = |f]
12J ~
[ ]
sup | | s [f] + ¢
izy ~
T
o0
ce qul achéve la démonstration.
Lemme.I.5. Soit B = {bl}léN 1’ensemble des éléments d’une suite
stimacyclique de Tw. On_pose
Ap = K\Nudb,p) VpeR
i +
1eN
Les deux conditions sulvantes sont équivalentes :
»
a) i) feHb(Ap) VpeR¢

11) chaque bl est un pole simple de f

iii) lim f(x) = 1
[%]>e
iv) f n"est pas identiquement nulle dans d(0,1)
b) il existe une suite {al}léﬂ d' élémentsk de K telle que :

X-ai
fix) = q (=) VxeA
€N X b1 o

(on dit alors que f est un produit méromorphe ([52].
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Démonstration. Montrons d’abord que b) entraine a). Nous voyons déja que
»® -~
feHb(Ap) pour . tout peR+ et que chaque bi est un pole simple de f. Enfin

il est facile de voir que 1lim f(x) =
| %]+
Supposons maintenant que a) soit vraie et démontrons b).

Puisque 1lim f(x) = 1, nous voyons qu’il existe ReR, R>[b | tel que
x| 900
|[f(x)] = 1 pour tout xeK\d(O,R) et que f n’ait ni zéro ni pole dans

K\d(O,R). Puisque f n’est pas identiquement nul dans d(0,1), f n’est pas
annulé par le seul filtre percé de Ap, et donc f est quasi-inversible dans
H(d(O,R)) n Ap.

* Supposons d’abord que f n’ait pas de zéro dans d(0,1). |f(x)| est

alors égal a une constante C # O dans d(0,1). Nous allons montrer que la

relation : |[f(x)| = C reste vraie dans un ensemble de la forme d(O,r) n Ap
avec r>1.

Posons Dp = d(O,R) n Ap. Il existe keR(Dp) tel que :
(1.5.1) I£-hlp, < C

|h(x)| est évldemment égal a4 C dans d(0,1). Puisque h n’a ni zéro ni
pole dans d(0,1), 11 existe r>1 tel que h n’ait ni zéro ni pole dans d(0,r)
et donc que |h(x)| soit égal a C dans d(O,r). D’aprés (I.5.1) nous voyons
que |f(x)|= C dans d(0,r) n Ap.

Soit t(p) le plus grand entier tel que |b <r.

t(p )l
Puisque f n’a pas de zéro dans Apnd(O,r) on voit que pour tout izt(p),

d(bi,p) contient autant de zéros que de pdles de f (les zéros étant pris

avec leur ordre de multiplicité). Comme nous pouvons prendre p aussi petit
que nous voulons, on voit bien que lim(bi-ai) = 0 et donc que le produit

1500
—a

n *
16N(x b L) converge dans Hb(p),VpeR§.

D’un autre cété, puisque f est borné et puisque f n’a ni zéro ni péle
dans K\d(O,R), nous voyons que v(f,u) est constant pour us -Log R. Comme

il est aussi constant pour puz -Log r, nous voyons que f a autant de zéros

que de pdles dans I'(0,r,R). Soient bo""'btuﬂ-l ces pdles; nous pouvons

noter ao,...,a.t(p)_1 les zéros correspondants (en répétant q fois un zéro
x-a

d’ordre q) et nous voyons que le produit infini M(x) = 1 (x-b!) a
1eN 1

exactement les mémes zéros et les mémes pdles que f. On voit donc
facilement que f/T1 est une constante : naturellement, N est inversible
dans Hb(Ap) et f/I a un développement de Mittag-Leffler dans
1’ infraconnexe Ap; mais f/Tl n’a pas de pdle dans K et son développement de



Mittag-Leffler est donc réduit a une constante a. Enfin « = 1 puisque :

lim f(x) = 1lim NM(x) = 1.
X0 X -0

* Considérons maintenant le cas général ol f a un nombre fini de zéros
dans d(0,1). Alors f se factorise sous la forme Pg ou P est un polyndme
unitaire de degré q dont tous les zéros sont dans d(0,1) et ou g est un
élément de Hb(Ap) tel que g(x) # O pour tout xed(0,1) et que :

lim x? g(x) = 1.
x>0
Soit Q un polyndéme unitaire de degré q dont les zéros appartiennent a

K\d(0,1). Evidemment nous avons de nouveau :

1lim Q(x) g(x) = 1.
X ->00
Ainsi Qg satisfait 1’hypothése du théoréme et n’a pas de zéro dans

d(0,1), et donc Qg est un produit méromorphe associé a B.
Puisque P et Q ont le méme degré, f = (P/Q)Qg est aussl un produit

méromorphe de méme forme et ainsi finit la démonstration.

Corollaire 1.5.bis. Soit B = {bx}leN 1’ ensemble des éléments d’une suite
stigmacylique de d(0,17). On pose :
Ap(B) = K\ v d(b“p-) VpeR
1eN
Les deux conditions sulvantes sont uivalentes :
a) 1) feH (Ap(B)) VpeR,

i1) chaque biest pdle simple de f(x)
1ii) 1im f(x) =1

| x | o0
b) il existe une suite (a’}ieN d’éléments de K telle que :
fx) =1
(——)
ieN x-b1

Démonstration. Il est évident que b) entraine a). Montrons que a)

entraine b).
* Supposons d'abord que f(0) = a # O. Posons g(x) = f(%). Soit

S| , .
B = (E:}ieN . Alors B’ est une suite stigmacylique de Tm, et :

1) geH‘(Ap(B'))

11) chaque % est un pdle simple de g
1
111) lim g(x) =1
%] >

iv) g n’est pas identiquement nul sur d(0,1).
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Donc il existe une suite {;_}xeﬂ d’ éléments de K telle que :
. :

1
x-——-
a,
gx) =1 i
1eN x- ;:
1 x-a‘ bi
D'ou f(x) =ag(z) =aq (=) N1 —
X 1eN Xbx 1eNa1
bl
Mais lim f(x) =1 : donc a ] — = 1.
a
BIESS teN 1

* Supposons maintenant que O soit un zéro d’'ordre q de f. Posons :

%3
R R N
Alors h vérifie les hypothéses a), pour la suite stigmacylique {bi}izq
x-a
et de plus h(0) # 0 : d’ou h(x) = [ -
x-b
i=q i
q x-a
X i
f(x) = — — n (—)
(x bo)...(x bq-l) 12q x-b,
x-a,
f(x) = n (;(-:b_)
1eN 1
avec a = ... = a = 0.
o q-1

Lemme I.6. Soit {bx}leN une suite stigmaciclyque de d(0,17). Soit (n‘}ieN
une suite d’éléments de K de limite nulle, telle que : :

sup |n1| < ]bol
1eN
Alors il existe une suite {al}iEN d’ éléments de K telle que :

nl x—a‘
LeN %S b‘ LeN X b‘ 171eN
et pour toute factorisation de ce type, on on :
|ax-bi| = |ni| VieN

Démonstration. L’existence de 1la suite {ax}xeﬂ est démontrée par le

corollaire 1I.5. bis.
Montrons donc que :
|a‘-b‘| = I"xl VieN
Nous savons que :

lim |a-b | =0
11
1w
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Ib,l > [bo} VieN
Donc il existe NeN tel que :

I>N > |a-b | < |b|
Nous pouvons écrire en séparant les facteurs, Vxel(\{b }x

n x-a,
1+x§N x-—bx -[‘" (x—bi)] [ n(xb ]

=0 1>N

x-a
Considérons la décomposition en éléments simples de |j (x-b‘ ). Elle

est de la forme :

N x-a NoT
Nigg)=1+* L
i=o i=o0 1
bJ
Alors : T =711 ( ) vi =0,...,N.
1 ‘j>u bi aj
Puisque la suite (|bl|}’€N est strictement monotone :
lb-a,| = |b-bj| = |b| Vi=o0,...N VJI>N
Donc :|rl| = l"xl < |b°| vi =0,...,N.
Par ailleurs :
N N N
n -a) =] (x—b) *noT, [ n x-b )]
i=o i=o0 i=o0 J=o0 J
) J#1
et : N
<
T mobl<|m bl
=0 J=o
J#1
N

Le polygone de Newton de chaque polyndme ‘t ] (x-b ) est donc au-dessus
j =0

J#1
N N
du polygone de Newton de |1 (x—bi). Le polygone de Newton de 7y (x-ax)
i=o i=0
N
est donc celui de ] (x-bl)' donc |ax| = lb“ vi = 0,...,N, donc pour

i=o0

tout i appartenant a N
Pour chaque ieN, le résidu n, est de fagon évidente :

JeN 1)
J#1
Oor |a | = |b | VieN entraine :
1 1

l (t_)‘_:i’_)l =1
jeN b -b B
1%

D’ou (n‘| = ibx-ax‘ VieN

25



Démonstration du théoréme 1.2. D’aprés 1le théoréme 1.1, (b) est

équivalent a a). Il est évident que a’) entraine a). Nous allons montrer
que a) entraine a’).

a) dit qu’il existe un polynéme F, et un facteur singulier fT relatif a

chaque trou TeJ (A), tels que :

£f=F q f

TET (A)
(les zéros de F étant dans A, et seulement une infinité dénombrable de fT

non identiques a4 1). Par définition du facteur singulier fT, i1 existe
m(f,T)eZ tel que :

il existe m(f,T)eZ tel que :

g = (x-a )" "elen(ct) (a €T)
(resp. g°° = x'“nm) £ €H(d(0,1)), avec lim £° = 1), et m(f,T) = O sauf
| x |20
pour un nombre fini de trous de A.
Posons :
G=FxTql (x-a )—nuxr)
T
T€T (A)
G est une fraction rationnelle a coefficients dans K.
Posons :
g=£f/G=1 gT
TET (A)
alors :

1) g'eH(CT)
11) g # 0 dans CT
111) lim g =1

| x [ 2o
(resp. g~ €H(d(0,1))

g” # 0 dans d(0,1)

lim g% =1)

| x | e

et le produit g est uniformément convergent sur A.

S1 T#T_ , posons T = d(a,17) (&ek.)

Nous avons choisi dans T une suite stigmacyclique {baJ}iGN . D’aprés
le lemme 1.3, 11 existe une suite {ea,a}leﬂ d’ éléments de K, tendant
vers 0, telle que :

a) goo =% xig” + 1 VxecT
1 a,1
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b) sup |g, | = |gr(x) -1] + ¢
1eN a,i a

Nous choisirons bien sir une suite réelle (ca}_ « Sommable, telle que
aeK
¢, *0eg =1
D’aprés le corollaire I.5. bis, et comme gT n’admet pas de zéro dans

CT, il existe une suite (aa i)leN dans d(a,17) telle que :
’ xX-a

T _ a,l
g (x) = 1q a— VxeA

i a,l
et d’aprés le lemme 1.6, les {aa ‘} sont tels que,

|a -b | =|e .| (VieN) (V&ex‘ tel que gr # 1),

«,1 a,1
(En effet, 1la condition sup]ea ‘l < |a-ba o[ peut toujours étre
1 ’ ’

réalisée si |g'(x) - 1] < 1, en supprimant au besoin les premiers b, , de

la suite {baﬁ}lew'

Enfin, d’aprés le lemme I.5., 11 existe une suite (aa ‘} d’ éléments de
T telle que :
(-]

© _ ®,1
-4 n (x—_—ﬁ'-——) VxeA
1 ©, 1
Nous obtenons donc :
X T3, 1
g(x) = [n (-_-—'—)]
TET (A) 1 x ba.x

La convergence est uniforme sur A = d(0,17); on remarque aussi que le

produit infini :
g x—aa .
—_— = n [ n (..—_ ? ):]
T, TeTmly X ba,l
g T*T_

est uniformément convergent sur d(0,17) v T° VToef(A); et enfin que le
produit infini g est uniformément convergent sur tout ensemble :

A =d(a,17) \ v d(b_ ,p") (vpelO, 10).
P, 1eN o1
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