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THEORIE D’IWASAWA DE L’ALGEBRE DE HECKE ORDINAIRE

ET THEORIE D’IWASAWA CLASSIQUE

Jacques Tilouine

1 - Nombre du type Hurwitz et critère d’irrégularité.

Soit M un corps quadratique imaginaire d’anneau des entiers 0, de discriminant

-D, de nombre de classes h, de conjugaison complexe p. Soit B un Grössencharak-

ter de M de type (v,0), 03BD~1, de conducteur f, i.e. 03BB((03B1))=03B103BD si 

a~1 1 modBf. On note le Grossencharakter de M de type (v,0) et conducteur

fp, défini par (a) = si (a,fP) = 1.

Hecke et Shimura (voir [4] et [ 13] ) ont montre que 8(?~)= Z q~~ (q= 
(a,f)=1

est une forme parabolique de poids k et 03931(N)-modulaire (k= N= qui
est propre pour tous les operateurs de Hecke et vérifie 03B8(03BB)|k(0N 0 )= e.6(A ), ou

est de module 1. Elle est donc primitive au sens d’Atkin-Lehner-W.Li.

On peut attacher a cette forme des périodes U. et U03BB~x commensurables au

carre de Petersson 8(X),8(X)&#x3E; (cf. [7]) et on montre que le nombre

est algebrique et en fait que H(À)¿ est dans le corps de nombres MÀ engendre par
M et les valeurs de a. Expliquons rapidement la definition de U03BB, UÀ dans le cas

ou v = 1 : soit X = X1 (N); les 1-formes wÀ 
= 8{a) dz et c~~ definissent des clas-

ses de cohomologie dans H1(X,0152). Soit WÀ le d-sous-espace engendre par

BÀ = {wÀ ,wÀ}. Soit ÙM 1’anneau des entiers de MÀ; L = H 1 (X ’ÙM) est un réseau

de et 

. 

L - L n 
a 

WÀ est un réseau de WÀ ainsi que L À = À 1À L, ou 1 est

la projection sur WÀ orthogonale relativement au cup-produit de En pre-

mière approximation, on prend pour U03BB, resp. UÀ, le déterminant de la matrice de

passage de "un" systeme OM -libre de L03BB, resp. LÀ. Une définition plus ri -

goureuse pour UÀ (resp. uÀ) est le sous-OM03BB -module de  engendré par tous ies dé-

terminants de ce type. Ces modules sont projectifs de rang 1 et H(03BB)2 est un idéal

fractionnaire de MÀ- La définition serait pour v &#x3E; 1 mais ferait interve-
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mr l’espace de cohomologie H1(X,Fk) ou Fk est un faisceau localement constant
non constant.

Soit maintenant p premier, et P une place de Q au-dessus de p.

Proposition 1. est entier en P.

On utilise ce nombre dans les critères suivants :

A. Critère de congruences : Soient g= I des formes dans Sk(03931(M))~ 

n=1 n=1 " ’

propres et normal isees (a.=b.=1). Leurs coefficients sont des entiers algébriques
( Sh i mu ra [ 13] ] 8.4). On note f == 9 mod. P la fa m i 11 e de congruences an mod. P , v n &#x3E; 1

Proposition 2. (Ribet-Hida). ~ (Jg propre 
pour tout et 

B. Critère Kummérien : I1 y a un lien de H(À) avec 1’arithmetique de M. Ce critere

du a Hida ([5] Theoreme 0.1) s’enonce comme suit :

Faisons les hypotheses :

D est impair, p&#x3E;k et p decompose en p et pP dans M.

Soit P place de  au-dessus de p, ceci determine un plongement de ~ dans .

Notons K l’adhérence de M03BB dans , OK son anneau des entiers, sa reduc-

tion. Soi t X= GM~ 0Q ~ OxK sa reduction). le caractere de Weil

attache a x (cf. [16]), ou G. est le groupe de pal 01s absolu du corps L.

Theoreme 3. Si i1 existe 03C0 : GM -- telle que
I ~ / B _ i ._v B

est non-semi-simple (i.e. 

7T est non-ramifie hors de p sur le corps des rayons de conducteur

f.p.

Pour formuler en corollaire un resuitat d’arithmétique de M, on introduit 1’ex-

tension abelienne d’exposant p non-ramifiee hors de p maximale de , soit

No. Notons et A= Considerons le caractere

K= 6 20142014~ et la partie de X II F. ÔK sur laquelle A agit via le

caractère K. C’est alors un exercice facile de déduire du théorème 3 le

Corollaire 4. X(k)o ~ O.
se propose de généraliser ce critère à la ZZ-extension anticyelotomique de
L’ingrédient pour ca est la théorie d’Iwasawa de l’algèbre de Hecke ordinaire
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édifiée par H. Hida dans [6] et [7]. On en rappelle les principaux resultats dans le

paragraphe suivant.

2 - Théorie d’lwasawa de 1’algebre de Hecke ordinaire.

Soit °K[[T]].
Soit l~1, r&#x3E; 1. On a une injection -linéaire S - [[q]]

donnee par le q-developpement a l’infini. Soit ll) 1’image réciproque de

2l[[q]] . C’ est un 2Z-module libre de rang dim- On pose

Soit r &#x3E; 1 fixe et = 

0 
(ou = OK). On munit

OK[[q]] ] de 1 a topologie de la valeur absolue  = Sup . N. Katz (cf.
" n=1 ~ n&#x3E;1 1 " ~

[8]) a montre que les inclusions , (pour r  r’) donnent des égalités par

passage a 1’adherence dans la topologie induite par celle de S ~~~r - S 2014~r ,.
On note S 1a valeur commune de ces espaces. On 1’appelle espace des formes modulai-

res paraboliques p-adiques. Pour ~&#x3E; 2014 1, r&#x3E; 2014 1 fixes, on a donc Posons

alors :

Un theoreme de Ohta (cf. [10]) montre en fait que S est dense dans S, nous

n’en aurons cependant pas usage car nous nous cantonnerons aux parties ordinaires de

ces modules sur lesquelles on a des resultats plus precis.

On définit une action de Z sur S oK comme suit : :, Soit z= dans Z

et sent 03C3z~0393o(Npr) telle que o = ( Q oz) mod.Npr, alors
f)z&#x3E; B-/ = Katz a montré que cette action laisse stables et S 

~,r
.

Par continuity on a done une action de Z sur S (dite diamant de poids 0). On

sait que les opérateurs de Hecke laissent stables les S Or pour q premier,
f= ~ 

,

n&#x3E;1 "’
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_ 

Par conséquent, les T(q) laissent stables et S 
oo,r 

et opèrent done sur
S. On note h. , r (resp. h=h , pour r&#x3E; 1) la engendrée par 1es opé-
rateurs de Hecke vus comme endomorphismes de (resp. de ?). On a la

Proposition 5.

est un accouplement parfait tel que  fT,T’ &#x3E; =  f ,TT’ &#x3E; i ndui sant done

un isomorphisme de h-modules :

Remarquons de plus que h contient l’image de Z par z z&#x3E; . En parti cu-
lier, h est un ()..[r]-module compact, done est un On identifie

avec AK = ’ par  - 1+T. On notera u = 1 +Np. Pour 1

et r fixés, hl,r est finie et plate sur OK done est semi-locale. Comme OK est

complet, elle est ’ produit de ses localisées aux idéaux maximaux, Soit le pro-

duit des composantes locales dans lesquettes T(p) est inversible. Soit son

élément unité, on l’appelle 1 ’ idempotent ordinaire de . On définit de manière

analogue 1’idempotent ordinaire e de h et on note 

Théorème 6. hO est une finie et plate.
De plus comme et que les opérateurs de Hecke laissent stable 

done opèrent sur , en notant la engendrée par tous les opéra-
teurs de Hecke T(q), q premier, on a un morphisme surjectif de 

(c’est l’identité en utilisant Ohta). En utilisant des techniques élémen-

taires (du style du chapitre 8 de [13]), Hida [7] montre que a induit un isomorphisme
a

Théorème 7. eh eho . .

2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 

o 
On note h cette algèbre de Hecke.

Soit l~2, e un caractère de r de conducteur divisant pr (r~0) et posons

h 1, e:C OK-algèbre engendrée par les opérateurs de Hecke
comme endomorphismes de 

Remarquons que

Posons
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Théorème 8. (de contrôle) : L’inclusion e fournit un morphisme de OK-
algèbres surjecti f évident

C’est un isomorphisme.
r-1 

~ 
r-1

Corollaire 9. Soit (1+T)’ utp si r&#x3E; - 1 1’ inclusion S four-

nit un morphisme surjectif evident de 

C’est un isomorphisme.

3 - Module de congruences adapté à notre situation.

Notons le groupe des classes de rayons de M de conducteur fp~ pour r &#x3E; 1

fixé. Soit = lim Cl r; comme p#h, ce groupe profini admet une decomposition’ 

~P - pa’
r

naturelle en produit de deux groupes :

où 1 + 1im (1+fp)/(1+fpr).
+-

r

11 est de plus que 1 ’ensemble I des idéaux de 0 premiers à fp s’injec-

te dans Cl .

°°

Soi t

ou désigne le OK-module des applications continues du groupe profini

ClEp~ vers OK. L’image de e est dans S car Ie OK-module enqendré par les prolon-

gements par continuité des Grössencharakter I --&#x3E; M. de conducteur Ifp et de type (v’,0)
(v’ ,0) v’ = 1,2... est dense dans C(Cl et le théorème de Hecke et Shimura

cite au paragraphe 1 montre que son image est dans S. Par duality OK-linéaire et
application de la Proposition 5 et du Théorème de Mahler [9], on obtient un morphis-
me de 
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En outre 6*«q&#x3E; ) = (-D q).q.[(q)]. Notons de plus que 6*(T(p)) = qui est

inversible.

Considérons le morphisme d’algebres

On a = n( E A~. Or, 1’algebre h° jouit de la

propriété universelle suivante (tres facile a verifier en utilisant la definition de .h

comme limite projective de finies) pour toute OK-algèbre locale et tout
morphisme a de OK-algèbres a : h ~ A tel que a(T(p)) 11 existe un unique

morphisme de OK-algèbres a° : h° ~ A tel que a = e designant 1e morphis-
me h - h° de multiplication par 1’idempotent ordinaire e. On applique ceci a

a = x et on a en fait le resul tat plus precis (ou 1 ’ on note encore 0.°= X: h°- AK) :
Proposition 10. x : h° - AK est un morphisme de AK-algebres. Si LK est le

corps des fractions de on a LK e A, la premiere projection s’ldenti-

fiant a x.

Comme d’autre part h° est une algebre finie sur 1’anneau local complet 11K,
elle est semi-locale,produit de ses localisees aux idéaux maximaux. Soit R la compo-

sante locale a travers laquelle x se factorise.

11 est clair que R est finie et plate et R 8 LK £e LK e 6.

Notation 11. Soient

R ( 
Soil R 1 (= $ C $ C2 et R* = R. e R2. Remarquons que pr1 pr2 fournit une inclusion

Lemme 12. L’idéal C est le conducteur de l’ordre R* dans R et oi a des isomor-

phismes naturels de AK-modules déduits des inclusions R2 et des
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projections

Definition fondamentale. Le AK-module décrit par les isomorphismes ci-dessus est
appele le module de congruences attache au couple (À,p) et note C,

Proposition 13 . Le AK-module C est de type fini de torsion et est isomorphe a
11 n’a donc pas de sous-module-pseudo-nul non nul.

Preuve. On a R 1 = AK donc C 1 est un ideal 1 de A~. Or, C. = c’est donc

1’intersection d’un sous-espace vectoriel de avec un AK-module réflexif : i1

est reflexif et donc libre sur l’anneau K régulier de dimension 2. Donc C1 = 

Un element H comme dans la proposition 13 est une série caractéristique de C. La

série H satisfait les propriétés faibles d’interpolation suivantes (faibles car elles ne

donnent que 1’egalite des valuations p-adiques des deux membres). Si e est un caractè-

re de Dirichlet de M de conducteur pr et d’exposant p-primaire, on peut 
sur u = 1 + Np vu comme generateur du p-Sylow de , et on a

Theoreme 14 ([7] Theo. III).

(i) } Si E est non trivial,

où le tilde signifie "différer par une unité p-adique" et of les périodes
. 
ont une definition analogue £ celle de UÀ,uÀ en remplaçant e(À) par et

OÙ en appelant H(À£) le second membre de (*), on a : H(À£)2 E MÀE engendré par M

et les valeurs de 

(ii) Si E est trivial

Remarques : 1) Qn a évidemment, pour = 1 + T - &#x3E;

ou K~ est 1’adherence p-adique de M et le til da signifie "diffère par une unité

P-adique de". -

2) En fait s’identifie au "module de congruences" attaché à
0 (Xe ) E comme dans Doi-Ohta [3]. Le interpole donc les
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groupes de congruences des e variant. La proposition suivante explique alors
en quel sens ce module generalise la Proposition 2 à la famille 

Proposition 15.

f propre normalisee dans 

~ C ~ 0 ~ ~

B et g£ = mod. P }

Remar : On doit considerer le couple (C,H) comme un analogue du couple (Y,G)
ou Y est le module analytique de Coates-Wiles-Yager, i.e.

spécialisé a la ZZp-extension cyclotomique duadherence des unités elliptiques),

corps des rayons et G est 1a specialisation a la variable anticyclotomique
de la série L p-adique a deux variables de Katz-Yager (cf. [2], [17]). L’étude des

périodes de U. , UÀ£ et de leur lien avec celles de Katz-Yager doit permettre de

montrer au moins que les invariants X et p d’lwasawa des series H et G coin-

cident. L’objet du present travail est d’exposer le resultat exprimant 1e lien du

couple (C,H) et d’un couple (X,F) constitue d’un.module d’Iwasawa galoisien lié

a M et de sa série caractéristique définis au paragraphe suivant.

4 - Théorie d’lwasawa classique.

Soit Moo la ZZp -extension de M non ramifiee hors de p,

M- 00 la ZZp -extension de M anticyclotomique.

C’est-à-dire que c’est la pro-p-extension abélienne, diédrale sur Q, maximale,

de M. 
’

Soit la reunion des corps de rayons de M de conducteur 

r= 1,2....

Soit M~= et M~- = 

Soit N la pro-p-extension abélienne non ramifiee hors de p de M’~- et

X = Le groupe Ax r opère sur X. Soit X(k) la partie de 
sur laquelle A opère par K.

Proposition 16 (B. P.-R. [11 ]) X(K) est un de type fini et de tor-

sion.

On identifie alors °K[[r-]] avec AK de la suivante. Fixons pour gene-

rateur topologique de ) image de par la Loi de

Réciprocité d’Artin. Soit T l’unique élément de tel que



107

Théorie d’Iwasawa de l’algèbre de Hecke ordinaire

03C1 =T _i et = 03B3. On prend pour générateur topologique et on l’envoie
oo oo

sur |+ T.

Soit maintenant une série caractéristique de X (x) . Le théorème qui nous

occupe dans cet expose est :

Théorème 17. Tout facteur premier de H dans AK divise

Lien avec le Corollaire 4 : On a = ou m est 1’ ideal maximal de

AK- Donc d’apres le théorème 17, (H non unite) ==&#x3E; (F non ce qui entraine le

Corollaire 4.

5 - Schema de la demonstration.

Rappel ons que C ~ AK/HAK 20142014~ 

L’ideal Cp est donc au-dessus de HAK via le morphisme fini d’algebres

AK - R2. De plus, au-dessus d’un facteur premier P de H, i1 y a un unique
ideal premier p et la composante -primaire de C2 est donc bien definie (cf. [1]

Theoreme 4.9). On 1a note Q. Pour un tel plH fixe, on va construire un morphisme
de groupes

( i ) Pour 1 ’ el ement défini précédemment, et pour tout

6 E on a u’1 

Pour et 

Imap n’est pas pseudo-nulle.

(iii) ap est non-ramifiée hors des places au-dessus de p.

Noter l’analogie des assertions (i) (ii) (iii) avec les assertions (i) (ii) (iii)
du Théorème 3.

Une fois cet homomorphisme construit, on peut le factoriser en un morphisme de

AK-algèbres, d’image non pseudo-nune :

0r 1a série caractéristique de Q/m2 est une puissance de P (c’est un quotient de
~
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ou C(P) = C/QC = AK/peAK si tandis que la serie caractéristique

de X () (1) est F(u -1 (1+T)-1). 
K 

Le Théorème 17 resulte donc de 1’existence de ap.
Remarquons encore, concernant la condition (ii) requise pour ap’ que la non-

nullite de ImaP ne serait pas suffisante pour notre objet car Q/Q2 peut contenir
des sous R2-modules pseudo-nuls non nuls. 

11 se peut en effet que R2 ne soit pas normal donc surement pas regulier (si
B n’est pas un corps, R2 n’est pas normal) et on a un exemple simple d’extension
finie et plate de 2 [[T]], normale et non reguliere, 

. 

avec un ideal primaire plat
sur dont le carre n’est pas plat sur AK et tel que Q/Q2 contienne un sous-

module pseudo-nul non-nul : R2 = 2Z [[T,X]]/(X2-pT), Q = (T,X), Q2 = (T) n 
Q(2) = (T), Q(2) designant le carré symbol ique de Q (cf. [ 1 ] ) et Q(2)/9 est non-

nul et pseudo-nul. 
0

La construction de ap suit le plan que voici :

0n introduit le G~-module et h-module (les deux actions commutant) :

On prend la R-partie de ce module notee C’est un R et un GQ-module. Notre

point de depart est le module

J(R)= ’!im la limite etant prise pour les revetements
r

Xr, - Xr si r’ &#x3E; r, donnant par application de Pic° : Jr 201420142014~ 

Proposition 18 (cf. [7] et [14]).

{1~ R est de Gorenstein et R2 est plat sur tlK.
(2) J(R) est colibre de rang 2 sur R.

(3) Comme R est une on peut parler de la c~2 r-torsion de J(R),
ou c~~ t t = 

1 
et on a : 

’

Comme l’assertion 2, entraine que J(R) est AK-divisible on peut appliquer les idem-

potents 1; de R*, élément unité de R;- On pose

Definition 19. A= 11 J(R), B= 12 J(R). -

Ce sont des G~ et des R-modules, on a A+B= J(R).
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Notons M* Ie dual de Pontryagin du R-module M. On a la

Proposition 20.

En particul ier A n B = A[H] = 8[c?].
Cette dernière egalite est cruciale pour notre construction puisqu’el1e égale deux

morceaux des groupes AK-divisibles A et B qu’on peut qualifier, le premier de ty-

pe C.M. par M et le second de module sans multiplication complexe par M, au sens

de la

Proposition 21.

(ii) B* ne contient pas de vecteur propre non nul pour Gu.

désigne le AK-module libre de rang 1 sur lequel opere par #, et

IndMQ AK(03C6) = AK(03C6) est 1e AK-module 1 ibre de rang 2- induit de M a Q.

Enfin le prime indique le passage a la contragrédiente et 1’isomorphisme est AK GQ-
linéaire. Un corollaire evident de (i) est que sur GM on a la decomposition de A*

en somme de deux AK-droites stables avec action par 03C6
1 et 03C6-p. Au contraire, (ii)

affirme que rien de tel ne se produit pour B. Pour la preuve, voir [15].

On deduit de la Proposition 20 que = X e Y ou X* = Y* = C(P) comme A
modules et 1’action de GM sur X (resp. Y) est via 03C6 (resp. via 03C6p défini par

~~(a) _ Au vu de la Proposition 21, ceci ne saurait durer pour 1a torsion

de B tuee par un ideal plus petit que Q. C’est pourquoi on forme = B/Y.

C’est un ( 
M 
-modu 1 e 

et on a une suite exacte de GM et R2-modules .

ou est l’image isomorphe de X dans et est le quotient défini

par (*).

Cette suite est scindée sur R2 (facile), mais pas sur GM (c’est ce qu’on va

voir).

Définissons alors a? :
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on a : ap(oo’)= + ~~Q)aP~Q’) d’où un morphisme de groupes par restriction

satisfaisant ]a condition (i) requise pour a?.
/- ~(1)* ~ r(p)On que .

Done HomR2(Y(1 ))Q/Q2 sur R2.
On traite alors 1a non-ramification de a? hors de p a l’aide du critère de Néron-

Ogg-Shafarevitch.

En P on precede comme dans Ri bet [12] en utilisant [14]. C ’est id qu’m-
tervient ]e 3) de la Proposition 18.

L’assertion 2) enfin utilise la definition de C comme conducteur de R* dans

R : Si Im a? était pseudo-nulIe, on construirait un ideal C de R2 tel que

Q2~C et est pseudo-nul, et un isomorphisme I faisant commuter Ie diagramme :
Q

et par définition de (2 on aurait ce qui est impossible car Q est la par-

tie P-primaire de (2 donc on aurait dans R2 , P : Q 2 =Q ce qui est impossible par

Nakayama. -
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