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SUR LE GROUPE DE BRAUER D'UN CORPS LOCAL
A CORPS RESDUEL MPARFAIT
BERNARD ROUX

RESUME. Soient k un corps non parfait quelconque, et K un corps
local de corps résiduel k. On définit des injections du groupe
additif de k dans le groupe Br(K)/Btnr(K), et cela quelle que

soit la caractéristique de K.

0. INTRODUCTION.

0.1. Soient k un corps commutatif, et K un corps local (c’est-a-dire
complet pour une valuation discréte v), de corps résiduel k. On
cherche a décrire le groupe de Brauer du corps K, noté Br(K), a
partir de k.

Un résultat da a WITT (cf.[13], ou [11], chap. XII, p. 194) donne
une description du groupe Br(K) lorsque le corps résiduel k est
parfait. »

Si 1’on ne fait aucune hypothése sur le corps k, un résultat
analogue (cf. [6] et [10], ou [12], p. 195, ex.3) a celui évoqué
ci-dessus donne une description d’un sous-groupe de Br(K), noté
Brnr(K) : on désigne ainsi le sous-groupe formé des éléments
composés par 1’extension maximale non ramifiée Knr de K (cf. [12], p.
64 et 185). [Lorsque k est parfait, le sous-groupe Brnr est égal a
Br(K)1].

Le cas du corps résiduel non parfait est abordé par NAKAYAMA [6],
SATAKE [10], TEICHMULLER [12], et plus récemment par K. KATO [3],
SALTMAN [9], et YUAN [14]. On a cependant peu de résultats sur le
groupe Br(K)/Brnr lorsque K est de caractéristique zéro, et lorsque,
de plus, k est un corps non parfait quelconque.
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0.2. Dans toute la suite, on suppose le corps k de caractéristique
p > 0, et on note G(K) le groupe Br(K)/Brnr(K). I1 est connu que ce
groupe G(K) est de p-torsion.

Lorsque le corps K est lui aussi de caractéristique p [c’est-a-dire
lorsque K = K((T))], alors G(K) est divisible : dans ce cas, le
groupe G(K) est donc somme directe de copies du groupe Z o Comme

p
y4 ® est 1l’enveloppe injective de son socle (lequel socle est Z/pZ),

P
il est particuliérement intéressant d’étudier le socle de G(K), et

cela méme lorsque K est de caractéristique zéro. Nous noterons :
S(K) ={x, x € G(K), px = O}
ce socle.
Le but du travail entrepris ici est de chercher a décrire en
fonction de k le groupe S(K), qui est une somme directe de copies de

Z/pZ. (La question la plus élémentaire est de savoir "“combien" de

copies). Voici maintenant quelques précisions de plus.

0.3. Notons K la cléture algébrique de k, et g le groupe de Galois de
k/k. Et soit X(g) = Homc(g,ﬂ/l) le groupe des caractéres de g.
Le résultat fondamental (cf. [11], p. 195, ex. 3) concernant le

groupe Brnr(K), est 1’existence d’une suite exacte scindée :

0.3". 0 ——— Br(k) ————2———9 Brnr(K) ———ﬂ——e X(g) —— O

0.4. Dans le cas d’égale caractéristique, c’est a dire lorsque

K = k((T)), on a aussi une suite exacte scindée (cf. [14], p. 434)

0.4’. 0 — 5 Br(kIT]) —— Br(K) — ¥ X(g) s 0,

>

od 1’homomorphisme Y ’ prolonge ¥ . De plus, on sait ([4], théoréme
(5.5)) que :

Br(k[T] = Br(k) + Br’(k),
ol 1’on note Br’(k) = Ker(Br(k[T]l) — Br(k)), et 1’on a un
isomorphisme entre les groupes Br’(k) et G(K). Or, en [4], il est
prouvé que le groupe Br’(k) est une somme directe infinie de coples

de 7 (lorsque le corps k est imparfait) : donc G(K) aussi. On
P

retrouvera ici ce résultat, pour G(K), par une voie directe et simple
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Groupe de Brauer d’un corps local
(cf. (1.1.86)).

D’autre part, dans le cas ol K est de caractéristique zéro, on
définira une injection du groupe additif de k dans le groupe S(K),
montrant ainsi que le groupe G(K) est toujours "trés gros", dés que k
est non parfait.

Pour définir les éléments de Br(K) dont on aura besoin dans 1’étude
de S(k), on utilisera essentiellement les classiques "symboles" du
type (x,b) ou du type [a,b) ([11], chap. XIV); et on utilise aussi

quelques notions sur les anneaux non commutatifs de valuation
discréte complets.

1. ENONCE DES RESULTATS (et preuve du premier d’entre eux).

1.0. Dans toute la suite on désigne par j 1’homomorphisme canonique
de Br(K) sur G(K) = Br(K)/Brnr(K).

1.1. Supposons gue le corps K est de caractéristique p, comme k.

1.1.1. Pour tous ¢éléments a et b de K, o b # O, notons

[a,b) € Br(K), le "symbole" défini comme en [11], Chapitre XIV, §5.

1.1.2. LEMME. Soit t une uniformisante de K, et fixons nous un corps
de représentants du corps résiduel on le notera également k; on
identifie ainsi K avec k((t)).

Alors, pour chaque élément c de k
1’élément ([t~}

Rappelons une preuve de ce lemme. D’abord, si cekp, alors c = ap,
et [t_l,c) = p[t—l,a) = 0, d’apreés [11], chap. XIV, prop. 11.

Réciproquement, si c¢ ¢ kP, alors [t_l,c) ¢ BrnP(K), d’ aprés
[11],Chap. XIV, §5, exercice 2. Donc J([t_l,c)) # 0, par définition
de (1.0).

1.1.3. COROLLAIRE. Soient K = k(T)), et c un élément de k. L’élément
si et si c appartient a kP.

Preuve : Si ¢ = 0, alors [cT,c) = 0. Supposons dorénavant c # 0. I1

suffit d’appliquer la proposition 11 de [11], Chap. XIV, §5: d’abord,

et het™ = 05 @ou [eT™hT) = (eI'LT) + feT lorl) =
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1 - - -
) = [cT 1,c) = [t l,c), en notant t 1’uniformisante Tc 1.

L’assertion (1.3) découle alors trivialement du lemme (1.2).

[cT—l,TcT-

1.1.4. Soit B une p-base de k sur kP. Grace au lemme (1.1.3), on va
pouvoir définir un homomorphisme injectif de groupes

(3)

8: k > G(K)

ou k(ﬂ) désigne le groupe additif des applications (& support fini)

de B dans le groupe additif de k.

(B)

1.1.5. PROPOSITION. Pour chaque élément (a'3)3€3 de k , notons
- -1 , _ p
e((aB)B€$ ) = jlleT °,T)) € G(K), ou c BE% (aB) B .

1’application ©® ainsi définie est un homomomrphisme injectif de

groupes.
Preuve : L’additivité de ® résulte de la proposition 11 (i) de [11],

Chap. XIV, §5. D’autre part, puisque B est une p-base sur Kk,

P
1’¢lément c = § (aB) B de k est dans kP si et seulement si tous
BeB
les éléments aB de k sont nuls : ce qui prouve 1’injectivité de 8 ,

d’apres (1.1.3).

1.1.6. Remarque. Comme px = O pour tout élément x de Kk,
1’ homomorphisme ©® est A valeurs dans S(K). La proposition (1.1.5)
montre donc que S(K) est une somme directe infinie de copies de Z/pZ,
puisque k est infini. Or G(K) est divisible : donc G(K) est une de

copies de Z o
p

1.2. Conservons les hypothéses et notations ci-dessus, et notons Np

1’ensemble des entiers non multiples de p. D’autre part, soit :

(BxN_)
8': k > G(K)
1’application définie par :
& ((ag 1)) = JIA,T), ou A= Y (a ,n)P BT ™.

B
(B, n)eﬁpr
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Groupe de Brauer d’un corps local

Comme précédemment, il est clair que 8 est un homomorphisme de

groupes. L’un des objectifs de cet article est de montrer

proposition suivante (cf. §5) :

la

1.2.1. PROPOSITION. L’'homomorphisme 8 ci-dessus défini est injectif.

1.3. Notre deuxiéme objectif est de définir un homomorphisme injectif
81 de k(g) dans G(K), lorsque K est de caractéristique zéro (§7).

2. RAPPELS, GENERALITES. L’INVARIANT PRIMAIRE D’UN CORPS GAUCHE
SUR K.

Sauf mention expresse du contraire, on ne fait aucune hypothése sur

la caractéristique de K, dans les §2, 3, 4.

2.1. On appelle corps gauche sur un corps commutatif L tout corps de
rang fini sur L et de centre égal a L. (Avec cette définition, L est
appelé "corps gauche" sur L, alors que L est commutatif : cet abus de
langage est sans inconvénient). Si D est un corps gauche sur L, ou,

plus généralement, si D est une K-algeébre centrale simple, on note

[D] 1’¢élément défini par D dans le groupe de Brauer Br(L).

2.2. Si D est un corps gauche sur K, la valuation v donnée sur K se
prolonge en une valuation w définie sur D. L’anneau de la valuation w
est noté BD , C’est un anneau de valuation discreéte au sens de [1] et
de [8]. Le corps résiduel de BD est une k-algébre notée D ou B , et
appelée corps résiduel de D.

2.3. DEFINITION Soit D un corps gauche sur K. L’invariant (au sens

de [8], §1) de 1’anneau BD défini comme ci-dessus, est 1ici appelé
invariant primaire du corps D, et noté Invl(D)‘ Ainsi, Invl(D) =

InV(BD) = [D,o], ou ¢ est un certain automorphisme du corps D .

2.4. Exemples.
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1°/ Soit ¢ le morphisme indiqué en (0.3’). Pour tout corps gauche
sur k, il existe un corps gauche D sur K qui "représente" 1’élément
([Al) de Br(K) : c’est-a-dire que [D] = &([A]). Alors Invl(D)
[A,idA].

2°/ Soient L une extension cyclique de k, et o un générateur du
groupe Gal(L/k). On sait que le couple (L,c) définit un élément x de
X(g). Soient y" une section du morphisme ¢ indiqué en (0.3), et soit
D un corps gauche sur K tel que [D] = y"(x). Alors Invl(D) = [L,o].

Le lemme ci-dessous est utile par la suite, et sa preuve est

élémentaire.

2.5. LEMME. Soient z un élément du groupe BPnP(K), et D un corps
gauche (sur K) représentant de =z : i.e. [D] = z. Alors z = O gi et

seulement si le corps résiduel D de D est commutatif et Invl(D) =

(D, 1d_].
D

3. QUELQUES ALGEBRES CYCLIQUES, ET EXTENSIONS D’ ARTIN-SCHREIER.

3.0. .Rappelons qu’une K-algébre centrale simple est dite cyclique si
elle contient un sous-corps commutatif maximal qui est une extension
cyclique de K (cf. [0O], chap. V. §8). On va construire de telles
algebres, a partir de certaines extensions d’Artin-Schreier de K.

3.1. Notations et hypothéses : Si K est de caractéristique zéro, on
note e = v(p) 1’indice de ramification absolu de K ([11], chap.1,
§5). Si K est de caractéristique p, on note e = + » .

Dans toute la suite, p désigne un entier positif non multiple de p,
et tel que, de plus : 1 = pu < ep/(p-1).
3.2. Notons K la cléture algébrique de K. Et, pour chaque élément A
AT = K(x)

K, telle que xp—x = A. Un argument élémentaire, concernant la

de K tel que v(A) = -u, considérons 1’extension algébrique

valuation de A , montre que x n’est pas dans K : c’est-a-dire que AT

est une extension propre de K, et AT = K[X]/(XP—X—A), Si K est de
caractéristique p, alors AT/K est une extension d’Artin-Schreler au

sens usuel (cf. [S5], Chap. VIII, §6, th. 11), donc cyclique. Si K est
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de caractéristique zéro, alors AT/K est encore une extension cyclique

totalement ramifiée : cf. [2], p. 664.
Dans le cas ou K est de caractéristique p, soit o, 1’élément du

A
groupe de Galois Gal(AT/K) tel que WA(X) = x+1, et, en ne supposant

rien sur la caractéristique de K, soient yi, 0 =1 < p, les éléments

de ,T définis en [2], p. 664; et soit o, € Gal(AT/K) 1’ automorphisme

A
tel que :
3.2.1. OX(X) = X+y,
(rappelons que y; = 1+r, ol r est un élément dont la valuation est

strictement positive et r = 0 si K est de caractéristique p).
Sauf mention expresse du contraire, les affirmations qui suivent

seront valables quelle que soit la caractéristique de K.

3.3. Avec les notations ci-dessus, 1le coupe (AT’ok) définit un

"caracteére" X du groupe de Galois G = Gal(K/K) , c’est-a-dire :

\X € Homc(G,D/Z)

*
Et pour chaque élément b de K, le '"symbole" (Ax,b) désigne un
»*
élément du groupe de Brauer H2(G,K ) = Br(K); et plus précisément un
élément du sous-groupe Br(AT/K).

3.4. Notons AT[[X]]G 1’anneau des séries formelles o, -tordues, au

A
A
sens de [8]. Comme 1’automorphisme oA est de période p, il est connu
que 1’anneau quotient noté M(A,b) = AT[[X]]G /(XP-b) est une
A

K-algébre centrale simple, et que 1’élément du groupe de Brauer
qu’elle définit est justement [M(A,B)] = (xx,b).

3.5. Par construction méme de la K-algébre M(A,b),

on a
[M(A,b):K] = p>. Donc pIM(A,b)] = p(,x.b) = 0.

3.6. Et par la nature méme des symboles du type (x,b) , toute

K-algébre centrale simple M telle que [M] = (x,b) est cyclique. En

particulier, M(A,b) est cyclique ; en 1’occurence, elle admet comme
sous-corps commutatif maximal 1’extension cyclique AT (c’est clair,

puisque [AT:K] = p, et [M(A,b):K] = p2).
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3.7. Remarque. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) la K-algebre M(A,b) est un corps;
(i1) (L1, b) = O;
(1ii) 1’élément b n’est pas une norme dans 1'extension AT/K.

[Le résultat ci-dessus est vral parce que la dimension de M(A,b) sur
K est le carré d’un nombre premier, ce qui implique que 1’algébre
M(A,b) est ou bien un corps ou bien isomorphe a 1’algébre de matrices
M (K)].

P

4. UNE CONSTRUCTION DE CORPS GAUCHES DEFINISSANT DES ELEMENTS DE
Br(K)/Brnr(K).

4.0. Notations. Soit u une uniformisante de K, i.e. un élément tel

que v(u) = 1. Notons UK 1’ensemble des éléments de K de valuation

nulle, et p un entier satisfaisant aux mémes conditions qu’en (3.1).
D’autre part, pour chaque élément «a de UK' notons Da,p,u’ ou
simplement Da'“. la K-algébre centrale simple M(au M, u) définie comme

indiqué en (3.4) [cela a un sens, puisque 1’élément A = au M a pour

valuation -u]. Enfin notons Yz , ou simplement ¥ UK —> Br(K),
1’application définie par : Yz(a) = D" Y] € B(K), pour tout aeUy .

4.1. Les applications ¥ definies ci-dessus sont a valeurs dans le
socle du groupe Br(K), puisque pYu(a) = p[M(au_l,u)] =0 (cf. (3.5)).

Enfin, voici un moyen d’obtenir "beaucoup" de corps gauches sur K,
qui définiront des éléments de BP(K)\BrnP(K)

4 2. LEMME. Soit o un élément de UK’ et « son image canonique dans
k. Si « n’est pas dans kP = {aP,aek} , alors 1’élément u(cf. (4.0))
n’est pas une norme dans 1'extension cycligque AT/K; ou A = ou M et
p*:#: U est un corps gauche sur K, i.e. (o> "Y1 2 0.

(La preuve de la premiére assertion est élémentaire. La deuxiéme
assertion  découle alors immédiatement de (3.7), puisque
p* Y - M(au-u,u)L

Notons B*’* 1’anneau de la valutation du corps p* H ci-dessus, et m
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1’idéal maximal de cet anneau. La démonstration des assertions (4.3)
ci-dessous (qui sont la clé des résultats ultérieurs) est purement

technique, mais on la développera néanmoins, au §6.

4.3. PROPOSITION. Soit « un élément de U, tel gue a ¢ kP. Alors le

corps résiduel p* ¥ = g% H/pm du corps p* M est isomorphe au corps
1/p
).

commutatif k((a)

L’anneau gquotient Bm’"'/m‘”1 est commutatif,
tandis que Bo""/m‘“'2 est non commutatif (on dit que le corps p* M
est 1’indice numérique p : cf. [7], (7.5)). Et 1’invariant primaire
du corps D*'M est Invl(D"‘"‘) = [C,1d.], od l'on note C = k(a) 1Py,
D’aprés le lemme (2.5), et compte-tenu du fait que (p***] est non

nul (cf. (4.2)), on en déduit le corollaire suivant :

4.4. COROLLAIRE. Soient o et u comme en (4.3). Alors 1’élément

(0™ " du groupe Br(K) n’appartient pas au sous-groupe Br-m_(l().

5. PREUVE DE LA PROPOSITION (1.2.1).
Dans ce §5, on revient au cas d’égale caractéristique, 1i.e.

K = k((t)). Rappelons que B désigne une p-base de k sur KP.

(BxN_)
P
Soit (aB,n)(B,n)eﬂxN un élément non nul de k . Nous avons a

montrer que @’ (a

) est non nul (cf. (1.2.1)
B,n
(1.2))

, Or on a posé (cf.

’ - - p —n
2] (aB,n) = J(IA,T)) , ou A = B}:n (aB,n) BT .

Nous devons montrer que J([A,T)) # O, c’est-a-dire que 1’élément
(A, T) = (lx,T) = [M(A,T)) n’est pas dans le sous-groupe Brm*(K)

Soit p le plus grand des indices n des éléments aB n hon nuls

(éléments de la famille (aB,n)(B,n)eBxN ). La valuation de A dans K
est donc v(A) = - p. Notons a = AT, D’ou 5 anK. puisque v(a) =
v(A)+ p = 0.

On peut séparer les éléments non nuls de la famille (a ) en deux

B,n

, et les autres, qui sont nécessairement
d’indice inférieur a u. Ainsi, il vient :

parties : ceux d’indice p
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P Pork—n P

B BT B

) + ¥ (a ) = ¥ (a )

geB B, BeB B,n geB B,un
n<p

+p, ouvip)) > 0.

- - P
L’image canonique « de a dans k est donc «a = § (a, ) B .Mais par
définition de p, il existe dans la famille (a, ) au moins un élément

aB,u non nul. Et, puisque B est une p-base deBknsur kp, cela implique
que o n’appartient pas a kP

Or M(A,T) M(aT_“,T) = Da,n,T = D“’", avec les notations du §4.,
et, puisque a« n’est pas dans kp, 1’élément [A,T) = [M(A,T)] = [D*H]

,n))

n’est pas dans le groupe Brnr(K), d’aprés (4.4). Donc 8’((aB

=j([A,T)) # 0, ce qui achéve la preuve.

6. QUELQUES REMARQUES SUR LES CORPS GAUCHES DU TYPE p* M

Le but principal des observations ci-dessous est de prouver la

proposition (4.3).

6.0. Soient a€U,, u et p comme en (4.0). De plus, on suppose que o

K’
n’est pas dans kP. Alors Da’u, défini en (4.0), est un corps gauche

sur K, d’aprés (4.3). Notons aussi A = au—“, et AT = K(x), ou

xP-x = A, comme en (3.2).

La o,-norme de x (ou norme de x dans 1’extension cyclique ,T/K) est

A
donc :

A

6.1. x.ai(x).ai(x)...ci—l(x) =2a=ou

Par construction méme, le corps p*HM (cf. (4.0) et (3.4)) est :

6.2. p*H* = TIIY1]_ /(YP-u).
A %\
Notons w la valuation normalisée sur Da'“, et qui "prolonge" v.
Notons y 1’image canonique de Y dans p*: ¥ Puisque y est une
uniformisante de DM, et puisque w est normalisée, on a w(y) = 1.

Mais yP = u. Donc w(u) = w(yp) = pw(y) = p. Or v(u) = 1. D'ou :

6.3. w=pv (i.e. w(c) = pvic) pour tout c € K)
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Enfin, notons @ = xyp e D% H

La relation xP-x = A, et le fait que w(A) = wlau ™) = -uw(u) =

-pp, montrent : w(xP-x) < 0, donc w(x) < 0, et w(A) = w(xP-x) = w(wP)
= pw(x). D’ol w(x) = -p. Ainsi :

6.4. w(B) = w(x) + pw(y) = -p+p = 0.
D’autre part, d’aprés (6.2), nous avons :

6.5. Yx = oA(x)Y , donc yx = oA(x)y.

Par suite :

%

(xy")(xy“)...(xy“) = x(y“x)(y”x)...(y“x)y”

[x.c;(x).oiu(x)... a{p-l)“(x)]ypu

(x)...g‘1 (x)18*  (u est premiera p)

>qQn

[x.x (x).

lau M1 WM

a ,d’aprés (6.1) et le fait que 9 =u,

6.6. Cette relation @ = o montre que le sous-corps K(8) de p*' ¥
peut-étre identifié avec le sous corps K(al/p) de K. Elle montre
aussi que 1’indice de ramification de K(8) sur K est eK(e)/K 1.
[Mais K(®) n’est pas une extension "non ramifiée" de K, au sens de
[11], chap. I, &4, p. 26, car elle est radiciellel]. Et p*'M" est une
extension totalement ramifiée de K(8). Donc le corps résiduel p*- ¥

de DM est celui de K(®), noté K(®) :
6.6.1. R ()
3 o, K
6.6.2. Enfin, remarquons que D = K(8,y)
6.7. Notons A 1’anneau de ma valuation v, dans K. Donc A = K = k.
Puisque @ = a, ona (8)P = a. Donc 8 = (Ec)l/p , et

M = K@) = K@) = k(® = k((2)P).
Cela prouve la commutativité du corps résiduel ﬁ“'“ de Da'“. et la
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premiére partie de la proposition (4.3).

6.8. L’anneau de la valuation du corps K(8) est A(8), et celui de
D% H est B¥'H = A(8,y) ; et on sait que y est une uniformisante de
B*' M. Par définition de y et de 8, nous avons (cf. (6.5) et (3.2.1))

y(xy") = (yx)y“ = cr'?t(x)y“+1 = xy"+1 + (1+r~)y“+1
By + (1+r)y"+1.

ye

6.9. Donc (ye-8y) e m** \m*2.

Notons B*'* = B. L’anneau B/ux"l+2 n’est pas commutatif. Mais, de la
relation (6.9) et du fait que B*H = A(8,y), 11 découle
aisément que :
(yb-by) € mF+1, pour tout b € B.

Donc 1’anneau B/mu+1 est commutatif. Alors, comme en [7], (7.5), on
peut dire que B et Da'“ sont d’indice numérique pu.

Notons k(8) = C le corps résiduel de B. Comme B/m29§L commutatif
[car p 2 1, et B/m"+1 est commutatif], 1’ invariant de B (cf. [8], §2)
est [C,idc]. Et cela achéve la preuve de la proposition 4.3.

7. LE DERNIER RESULTAT.

Revenons au cas général : de nouveau, on ne fait plus d’hypothése
sur la caractéristique de K.

On indiquera ici la définition de 1’application 91 de k
G(K), annoncée en (1.3), mais sans démontrer que c’est un

(B8)

dans

homomorphisme injectif de groupes.

k(fB)

Notons T : —— k 1’application définie par

t((ay), o) = ¥ (a)PB .
B'BeB’ Tpzp B

Soit p un "relévement" de k dans UKU{O}, i.e. une application telle
u
1}
Br(K) définie en (4.0), et prolongeons la en une application encore
notée YT , de UK v {0} dans Br(K), en posant V?(O) = 0. Enfin, posons
e, = ,j.v‘l‘ p.T (J est défini en (1.0))

que p(a) = a, pour tout aek. Considérons une application ¥ UK———e
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Groupe de Brauer d’un corps local
u

® T P " J
81 kT — s k —— U1 v {0} — Br(K) ———» Br(K)/Brnr(K).

On peut alors voir que cette application 81 est en falit

indépendante du choix du relévement p de k, et du choix de

1’uniformisante u intervenant dans la définition de Y? . On montre
ensuite que 81 est additive. Et 1’injectivité de 8, découle alors

facilement du résultat (4.4).

1

Dans le cas ou K est de caractéristique p, 81 coincide avec
1’ homomorphisme © défini en (1.1.5).

Bernard ROUX, Institut de Mathématiques,
Place E. Bataillon,
34060 - MONTPELLIER
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