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GENRE ET GENRE RESIDUEL DES CORPS DE FONCTIONS VALUES

Michel Matignon

Ce texte est un resume (sans demonstration) de [Ma 1,2]

Les valeurs absolues sont ultramétriques et non triviales.

(3. INTRODUCTION

On s’intéresse ici aux corps de fonctions d’une variable va-

tels que L/K soit un corps de fonctions d’une variable

on L (resp. K) est le corps residuel de L (resp. K) pour la valeur ab-

solue Dans une telle situation on desire comparer le genre de L/K

avec celui de L/K.

Cette étude a et6 abordée par M. Deuring pour

définir les fonctions zeta des courbes elliptiques sur un corps de

nombres. C’est la situation ou la valeur absolue est discrete et

genre (L/K)=1.

L’extension des résultats de Deuring au cas de genre quelcon-

que et de valuation discrète a été la motivation de plusieurs travaux

dont le resultat le plus fin est d’Q à

H. Mathieu en 1968 ([Math 1,2]). Il s’énonce ainsi :

Soient L/K un corps de fonctions d’une variable sur

K, des valeurs absolues sur L discrètes, distinctes qui

coincident sur K en une valeur absolue 1.1. On suppose que est

un corps de fonctions d’une variable pour ou Li est le corps

residuel de L pour la valeur absolue 1.1 i. Soient ez l’indice de ra-
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mificat ion ri Ie degre sur K du corps des constantes de

L , g(L/K) le genre de L/K (resp.Li/K) . Alors on a

(A) .

Rappelons-le, tous ces resultants n’ont ete montres que lorsque

la valeur absolue est discrète.

Dans on généralise A) au cas ou la valeur absolue n’est

pas nécessairement discrete (signalons que la formule obtenue améliore

aussi A) meme si la valuation est discrete) .

La méthode de Mathieu utilisant de manière essentielle la va-

luation discrete elle ne peut s’adapter au cas non discret.

Pour ce faire nous introduisons deux ingredients nouveaux :

le premier est Ie defaut des corps de fonctions values ; le

second est une notion de reduction des courbes algébriques qui per-

met de relier la dimension de "ses" invariants cohomologiques avec

ceux de sa reduction ; = ce sera la reduction analytique des courbes

algébriques definie par la geometric rigide.

0.0. NOTATIONS

So it (K,I .1) un corps value, on note son

anneau de valuation, K°*’=-(x~K ! son ideal de valuation,

K°

(K~!.))= 20142014 et (K, I . 1 )..... Ie complete.
KOO

So it un espace vectoriel norme sur un corps valué

(K, ! . D ~ on note 
" 

= , c’ est un

I 

K-espace vectoriel. Si E est une algèbre normée, E" est un E-module.

Une base d’un K-espace vectoriel norm6 
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(de dimension finie) est dite orthogonale (resp. orthonormale) si

r r

~ E 03BBiei~=max |03BBi|.~ei~ (resp.~ 03A3 03BBiei~=max IÅi I) pour tout

i=l i i=l i

Notons que l’espace vectoriel admet une

base orthogonale (resp. orthonormale) si et seulement si

dimKE= 03A3 dimKE"(resp. désigne un système multi-

plicatif de representants de modulo 

I. LE DEFAUT DES CORPS DE FONCTIONS VALUES.

Soient un corps value, KCL un sous-corps, f(L/K,I.I)=
I

dimKL, le degré résiduel de L/K, , l’indice de

I
ramification de L/K pour 1.1. . Si L/K est fini et si K est comptet

[ L : K]

le quotient 2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 est un entier appelé le défaut

d’Ostrowski de L/K pour et noté d(L/K,1 .1). Si car K=0 on a

d(L/K)=1, si car K=p&#x3E;0, on a d(L/K)=p~ ou ([Os 3) p 355) et

si le K-espace vectoriel normé L admet une base ortho-

gonale pour 1.1-

Definition Soit (K, ) . )) un corps value, K(T)=K(T1,T2,...,Tn) le

corps des fractions rationnelles à n variables (i.e une extension

transcendante pure de degré n sur K). On appelle valeur absolue de

Gauss sur K(T) associée à 1.1 et £ T, la valeur absolue notée

et definie sur KrT] par

!Sa, , ..., i T I ... Tin|g=max |ai i... i I. . 11 1 suit que 
1 2 n 1 n 

~ 
12n

et que est le corps des fractions rationnelles

en notant T 1’image résiduelle de Ti.

Une valeur absolue sur K(T) prolongeant |.| est la va-
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leur absolue de Gauss associée à t . t et T si et seulement si

pour 1in et si les images résiduelles de dans

(K(T),|.|’) sont algébriquement indépendantes sur K.

On montre le théorème suivant (inégalité fondamentale)

THEOREME 1. Soient K un corps valué complet, K(T)=K(T1,T2,...,Tn) Le

corps des fractions rationnelles c~ n variables, muni de ta va-

leur absoLue de Gauss son complété, (Li)1is des exten-

s ions finies de to: vaLeur absoLue de Li prolongeant |.|g,

de Li 1 sur K(T). Soient L= T1 ’ 

1  i  s

normée par U(X1,X2’...’xs)U= max 
’

(L, 11.11) u =T1 (L j s [ . [ j ) ~ ~ ~ (Li, 1.1) 
11 t a projection canonique.

1  i  s

Soient E un sous-K-espace vectorieL de dimension finie de L,

rt un système de représentants de |Lxi|imodulo|Kx|.

ALors on a les relations suivantes

s
r EB T~" (E 11) s

d im~E+ ~ dim~ 2014=-20142014201420142014201420142014 ~ 2 di( ¿ d im~ ~11(E11»,
03BD~V - E11 - i=l 03BD~V

si de pLus dt=l pour ot~ a

s
r ? ’F~" (E" )-i s

dim~E+ ¿ dim~ 2014201420142014201420142014201420142014 - E E d im~ £~v(E")..- E" - i=l ~6~

( i . e . admet une base orthogonale) .

Le théorème 1 a pour corollaire le théorème suivant :

THEOREME 2 (définition du défaut des corps de fonctions 

Soient L/K u~t corps de fonctions à n variabLes, 1.1 une vaLeur

absolue sur L teLLe que L/K soit un corps de fonctions à n varia-

A
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bles, L Le complété de L, tets que et que

tes images résiduelles de Tl,...,Tn soient algébriquement
t

indépendants sur K, V un système de représentants de . Ators on a

~Kx~
dimgE

(1 ) , où le supremum es t pr i s s ur tous les

E I dim~E"
p ~ y

sous K-espaces vectoriets de L, de dimension finie.

,Si de plus K est complet, on a aussi

dimKF
(2) d(L/K(T)~)= sup , où le surpremum es t pr i s sur tous L es

F ~ dim~F"
M ~ V

sous K -espaces vectoriels L, de dimension finie.

dim~E _

L’ entier defini en (1) par sup 2014201420142014201420142014 s’ appelle Ie défaut

E ~ dim~E"

de L/K pour la valeur absolue 1.1 et se note 

Lorsque L/K est une extension transcendante pure de K on peut

definir plus élémentairement le defaut (cflma,Ohl). La même méthode

(en utilisant les résultats de Grauert-Remmert et Gruson 

CGru]) permet de définir le défaut des corps de fonctions values.

plus précisément on montre que d(L"/K(T)") ne depend pas du cho ix de

L’intérêt de la méthode adoptee ci-dessus reside dans le lien

entre defaut des corps de fonctions values et sous-espaces vectoriels.

Plus précisément le corollaire qui suit (c’est une retranscription du

théorème 1) montre que le defaut des corps de fonctions values "mesure"

le defaut des sous-espaces vectoriels à posséder une base orthogonale.

COROLLAIRE 1 . Soient L/K un corps de fonctions à n variables,

. 

(|.|i)1is 5 des valeurs absolues sur L qui coïncident sur K en une
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valeur absolue 1.1. . On suppose que (L,I .Ii)/(K,I .1) est un corps de

fonctions d n variables pour et que (K,I .1) es t complet. Soit

le défaut L/K pour la norme sur L définie

par [/x/[=max un système de représentants de

U i modulo (L, 11.11) 11... (L, 1.1 i) 
11

la projection canonique pour Soient E un sous-K-espace vectoriel

de dimension finie de L et , alors on a : .

dimKF+ ¿ dimK -L-J2014201420142014201420142014 $ I dii 03A3 dimK ~iv(E03BD)],
~~y - E" - i=l 

si de plus d1=d2=...=ds=l, on a

dim~E+ ~ dimi 2014J.2014201420142014201420142014 ]= ¿ S dimi ~, " (E") .- E" - i=l 03BD~V

(i.e, (E~~ .~) admet une base orthogonale sur K) .

Signalons pour terminer ce paragraphe le corollaire suivant

du théorème 1 .

COROLLAIRE 2. Soient K un corps valué complet, (Li), 1is, des extensic

algébriques finies de K ; 1.li la valeur absolue de Li prolongeant
s

cette de K, di=d(Li/K) Le défaut de L1 sur K. Soient 11.11 ~ La

i=l

norme sur L définie par U(X1,X2,...,xs)U= max 

s

Soient p~)R, p&#x3E; 0, E;": 
j=l

projection canonique, V un système multipticatif de représentants de

U i modulo , E un sous-K-espace vectoriel de dimension

finie de L. Ators on a les reLations suivantes
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(1) dimKE + 03A3 di( E dimK~iv(E03BD),

si de plus di=l pour j, on a

(2) dim~E + ¿ d img i - ~ = E ¿ 

(i . e admet une base orthogonale sur K~ _

Ce corollaire est une consequence du théorème 1 applique aux

extensions de K(T)". Nous ne connaissons pas de demonstration

de ce résultat sans passage E un surcorps transcendant.

II. GENRE ET GENRE RESIDUEL DES CORPS DE FONCTIONS VALUES.

On montre le théorème

THEOREME 3. Soient L/K un corps de fonctions d’une variable de genre g

et dont K est le corps des constantes. Soient des valeurs

absolues sur L distinctes qui coincident sur K en une valeur absolue

not~e ~ . ~ ; on suppose que (L,I .Ii)/(K,I .1) est un corps de fonctions

pour lis. soient l’indice de ramification,

le defaut de le genre de et ri

le degré sur (K, 1.1) du corps des constantes de (L,I.I i )/(K, 1.1).

Alors on a la relation

Quelques mots sur la démonstration.

Le resultant genera.1 se deduit du cas K complet par des argu-

ments classiques de géométrie algébrique.

Supposons donc (K, 1 .1) complet. On montre alors le théorème 4

suivant qui est une consequence du théorème 1 de qui décrit
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les parties affinoides d’ une courbe algebrique .

THEOREME 4. Soient L/K un corps de fonctions d’une variable,

des valeurs absolues indépendantes sur L qui coïncident

sur K en une valeur absolue not~e ~ . / . On suppose que (K,I -I) est

complet e t que (L,I.I i)/(K,I .1) es t un corps de fonctions d’ une va-

riable pour lis. Alors il existe TEL transcendant sur K tel que

3 soient exactement les prolongements d L de la valeur abso-

lue de Gauss 1 .Ig sur K(T) associée a T et à 1.1.

Choisissons donc un tel T. Soit D le diviseur des poles de T

dans L et L(nD) f I (f)+D0} et A. = . L(nD), c’ est une K-algèbre
’ 

n&#x3E;0

graduée et Proj A est une courbe algébrique non singulière dont le

corps des fonctions rationnelles est L. La norme sur L, ~f~d é fmax |f|i

permet de définir la K-algèbre graduée A alors

n~0

Proj A est une courbe algébrique sur K connexe et réduite dont

n (L, 1.1 i) est 1’anneau total des fractions. Le precede consiste

’ 

ensuite à comparer les caractéristiques d’Euler-Poincaré de Proj A

et Proj A. Plus précisément la caractéristique de Proj A est donnée

a partir de dimRL(nD) pour n»0, or le corollaire 1§I permet de

comparer dimKL(nD) aux dimk (L(nD) .,M .tD" - Le s-1 de la formule vient

de 1’ interpretation de la connexité de Proj A, ensuite on montre que

ae (L(nD),~.~v 
est un module gradué sur A et qu’ il définit un fais-

nO

ceau coherent sur Proj A dont on peut comparer la caractéristique

d’Euler-Poincaré à celle du faisceau structural. C’est ce qui permet

d’obtenir le théorème 3.

Remarque 1. La formule du théorème 3 permet d’obtenir des résultats
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non plus après extension finie du corps de base. Notons à ce propos

que si (L/K) est un corps de fonction value, alors il existe 

finie telle que pour toute extension K", avec K*CK"C(K~~)~ on ait

d(LK"/K")=l. C’ est un resultant de CMa.2]) .

Remarque 2. Comme corollaire immédiat on a g(L) &#x3E; g(L) pour un corps

valué L/K. En particulier si g(L)=0 on a g(L)=0. En fait on a un

resultat plus precis dans le cas ou L est une extension transcendante

pure de K munie d’ une valuation quelconque 

Remarque 3. Lorsque le corps (K,I .1) n’est plus complet le théorème 4

peut etre faux. Précisément Polzin ([pzJ) a montré que la validity du

theoreme 4 est équivalente à une propriety sur la reduction analyti-
A A

que de la courbe projective non singulière  sur K (dont LK est le

corps des fonctions rationnelles) elle est aussi equivalente à la

validity du problème de Skolem sur la courbe algébrique projective

non singulière ~~ sur K (dont L est le corps des fonctions ration-

nelles) selon Cantor, Roquette, Rumely ([Ca,Ro] jJ[Ro] ,[RuJ) .
~ 

H. Mathieu ([Math 2] , prop 4.1 p 88, prop 4.5 p 102) avait

montre le théorème 4 avec non nécessairement complet, L ex-

tension transcendante pure de degré 1 de K, non ramifiées

sur 1.1 et 1.1 est une valuation discrete.

Si est un corps valué non nécessairement complet, L

transcendant pur de degré 1 sur K, s=I, on peut construire assez

explicitement un T satisfaisant le théorème 4. ([Ma,Oh]).

On déduit immédiatement du théorème 5 Ie

COROLLAIRE Soient un corps valué, L/K un corps de fonctions
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d’une variable. Alors te nombre de vaLeurs absolues 1.1’ de L proton-

teLLes que (L,|.|’)/(K,|.|&#x3E; soit un corps de fonctions

d’ une variable avec g((L, t . ~ )/(Kj, ) . j) )&#x3E;1 est fini.

Remarque. Si est de valuation discrère, H. Mathieu a montré

le corollaire en remplaçant g((L,|.|’)/(K,|.|))  1 par

g((L~ ! . f )/(K, t . D)&#x3E;2 ; il le montre aussi lorsque car K~2,3 ou K

parfait ([Math 1], Satz 7, p 609).

On trouvera dans lMa2l§2.7.2 d’autres corollaires ainsi que

des exemples qui correspondent au cas d’égalité dans la for mule du

théorème 3. On a aussi donné au § 2.7.3 p. 96 une application aux

familles de courbes.
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