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OUVERTS ANALYTIQUES D’UNE COURBE ALGEBRIQUE EN GEOMETRIE RIGIDE

Q. Liu

Le but de cet expose est de donner une generalisation d’un

travail de Gerritzen et van der Put. Ils ont étudié dans "Schottky

groups and Mumford curves" (LN 817) les espaces analytiques de genre

zero et donné une caractérisation des espaces analytiques qui sont

le complémentaire dans Pi d’une partie compacte. Ici nous donnerons

des résultats analogues pour les espaces analytiques de genre fini

(cf definition 3). Lorsque le corps de base est maximalement complet,

tout espace analytique de dimension 1, connexe, régulier, séparé et

de genre fini est ouvert analytique d’une courbe algébrique 

reme 3). On caracterisera les espaces analytiques qui sont le com-

plementaire d’une partie compacte dans une courbe algébrique

(Theoreme 4).

Dans toute la suite, k désigne un corps algébriquement clos

complet pour une valeur absolue ultramétrique I. I. On désigne l’anneau

de valuation de k par k° = 1’ideal de valuation par

k°° = et le corps residuel par k=ko/koo.

Pour les résultats fondamentaux sur les espaces analytiques

rigides, sur l’analytification des varietes algébriques, sur la

reduction des espaces analytiques formels nous renvoyons à [F,PJ,

[Fr], [B.G.R.].
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Soit U une variety algébrique affine réduite de dimension 1 sur

k, on sait qu’ il existe (à isomorphisme une unique variety pro-

jective Z appelee "complete projectif de U" telle que U so it un ouvert

dense de Z et que tout point de Z-U soit régulier. Pour les espaces

affinoides on a le théorème suivant:

THEOREME 1. Soit R un espace affinoïde réduit de dimension 1 .

Alors il existe une variété algébrique projective C sur k telle que

R soit ouvert affinoïde de C. En plus C admet une réduction analytique

r:C~C telle que C soit le complété projectif de Rc (La réduction

canonique de R) et que OÙ Xu. r:R~Rc est La réduction cano-

nique de R.

REMARQUE. Malheureusement, C n’est pas unique. Dans ce qui suit, nous

essaierons d’etendre ce théorème à des espaces analytiques plus

généraux.

DEFINITION l.Soient R un espace affinoide réduit de dimension 1, Z le

complete projectif de R~. On appelle genre de R et on le note g(R) le

genre arithmétique de Z (i.e dim; 

On sait que si Rl est un ouvert affinoide de R, alors

([P2]).

DEFINITION 2. Soit X un espace analytique réduit de dimension 1, on

appelle genre de X et on le note g(X) le nombre

ouvert affinoide de On dit que X est de genre

fini si i g (X) est fini.

Si C est une courbe algébrique projective sur k, munie de sa
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structure d’espace analytique, elle est de genre fini et on a

g(C) = genre arithmétique de C ([L]t) . Ceci entraine que tout ouvert

analytique de C est de genre fini.

On considère dans la suite les espaces analytiques X qui véri-

fient la condition suivante :

(*) X es t de dimension 1 , connexe, séparé, régulier et de genre fini.

On dit que X (de dimension 1) est régulier si tout point xEX

possède un voisinage isomorphe à Spm(kT&#x3E;), qu’ il est connexe si l’al-

gebre des fonctions holomorphes sur X n’a pas d’autres elements idem-

potents que 0 et 1. L’espace X est toujours isomorphe à la somme

directe de ses composantes connexes. Enfin on dit que X est s6 par 6 si

la diagonale de XxX est un fermé analytique. Tout espace affinoide est

s6 par 6, toute variété algébrique séparée munie de sa structure d’espace

analytique est tout sous-espace analytique (ouvert ou ferme)

d’un espace analytique séparé est 

Tout ouvert analytique connexe d’une courbe algébrique non-

singulière sur k vérifie la condition (*). On veut voir si inversement

un espace analytique vérifiant (*) est ouvert analytique d’ une courbe

algebrique.

THEOREME 2. Soit X un espace analytique vérifiant (*). ALors on a L es

propriétés suivantes :

a) si X n’ est pas une courbe projective, alors ~L existe une suite

d’ouverts affinoides connexes Xn de X tels que et que tout

ouvert affinoide de X soit contenu dans un Xn. Pour tout faisceau co-
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hérent F sur X, on a Hi(X,F)=O, pour t out i~1 et F es t engendré par

ses sections globales.

b) L’espace X possède une réduction préstable (voir définition 3).

c) Si X est ouvert analytique d’une courbe projective, ators iL est

ouvert analytique d’ une courbe projective de genre égal à g(X).

DEFINITION 3.On dit qu’ une réduction X-*X est préstable si X (qui est

un schema localement de type fini sur k) a un nombre au plus dénom-

brable de composantes irreductibles, si ces composantes sont des

courbes non-singulières et si les seules singularités de X sont des

points doubles ordinaires.

L’existence d’une reduction préstable pour une courbe projec-

tive non-singuliere a ete d’abord démontrée par Deligne et Mumford

([D.M] 1969) sur un corps de valuation discrete et généralisée aux

corps values complets ultramétriques par van der Put ([P2] 1981) et

Bosch, Lutkebohmert ([B.L] 1985). La demonstration de b) provient

essentiellement de a) et de ce resultat.

THEOREME 3. On suppose k maximatement complet. Alors tout k-espace

analytique X vérifiant (*) es t ouvert analytique d’ une courbe

projective non singulière de genre arithmétique g(X).

THEOREME 4. Soit X un espace analytique vérifiant (*) (k n’ es t pas

nécessairement maximalement comptet). Ators les propriétés

suivantes sont équivalentes.

i) L’ espace X est ouvert anatytique d’une courbe projective non-

singulière C et C-X est une partie compacte,
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ii) Les fonctions holomorphes bornées s ur X sont constantes.

REMARQUE. Dans les théorèmes 2,3,4, l’hypothèse X régulier (contenue

dans (*)) n’ est pas essentielle Par contre, l’hypothèse sur k

dans le théorème 3 ne peut etre supprimée, car pour tout corps k non

maximalement complet, il y a un contre-exemple ([L]).

EXEMPLE d’ un espace analytique de genre infini.

Soit une série formelle de rayon de con-

vergence infini et telle que soit strictement décroissante.

On considère X={(03BB, )~k k ( et 

Les Xn sont des espaces affinoides et ils forment un recouvrement de X,

cela définit une structure d’espace analytique sur X. En choisissant

bien les coefficients de f(S), on a Spm D’ ou par

n-1

un calcul simple, donc X est un espace analytique de

2

genre infini.
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