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CONGRUENCES DYADIQUES ENTRE NOMBRES DE CLASSES DE CORPS QUADRATIQUES

Pilerre Jean Desnoux

1. NOTATIONS ET PRINCIPE DE LA PREUVE
Dans les généralités p-adiques, qui seront ensuite spécifiées & p = 2, nous utilisons les
notationstraditionnelles (cf. [A], [W], [Bar]...). w est le caractére de Teichmiiller:; <> est le
caractére défini sur Z; par <@ =(w(a)) 'a.

*Nous utilisons les fonctions Lp (fonctions | p-adigues ) (cf. [K-L],[W]p.56,[Bar]p 13)..):
Nous fixons le choix d'un plongement de @ dans Cp; soit x un caractére de Dirichlet primitif,

dont les valeurs sont vues dans Cp. Soit pp = qp'“(p'1 ). Les B X sont les nombres de

Bernoulli généralisés. Alors :

Théoréme O : a) 11 existe une unigue fonction Lp(s,x). méromorphe (analytique si x #1) sur
- % - - 1- -n n-1 -

D(1,pD ) telle que YneEN*, Lp(1 nx)=-(1-(xw "Xp)p )(Bn.xw n/n)

b) pour tout multiple entier non nul F de g et du conducteur f de x,
Lp(s) =(1/FX1/(s-1)) | Fepx(@) @™ o1 =9)B (EY (tw])

c) st(1+s.x)=‘,§rm(1/fp“)o$§'§fph x(a) @™ ([K-L];[Bar])
Remarques: 1) xw " est le produit (primitif) des deux caractéres x et w™"; 2) £' désigne une
sommation sur les entiers premiers & p; 3) Pour x€Cp, (," ) = x(x-1)..(x-j+1)/)! ; 4) La

formule ¢) est imprimée par erreur dans [Bar ] avec un signe moins.

d désignera un entier libre de carrés positif. K, =Q(v'd ), K_ =Q(v-d ). x, (respectivement
x_) est e caractére quadratique associé & K, (respectivement K_) . h(K,) (respectivement

h(K_) ) est 1e nombre de classes de K, (respectivement K_). D, et D_ sont leurs discriminants.

Nous noterons € (respectivement u, respectivement n) T'unité fondamentale (> 1) de K,
(respectivement le générateur du sous-groups des unités positives de Z[ v'd ], respectivement
le générateur de norme 1 du sous-groupe des unités positives de Z[v'd ]) ). C'est-a-dire qu'on
au=a+Bvd,avec x et B> 0, ot a®-dp=+1, tous les autres éléments de [ v'd ] vérifiant des
conditions analogues étant une puissance de u, tandis que n =R + $ vd , avec R et $ >0, et

R2-ds? = 1, tous les autres éléments de Z[V'd] vérifiant des conditions analogues étant une

31



J.P. Desnoux

putssance de n; n = u ou u” sutvant que a®-dp°= 1 ou a®-ap*= -1. Classiquement (cf.[S5]p.78),

u=¢,sauf sid=1[4]ete=(a +bvd )/2avec a=b=1[2],00u=c Nous poserons u =¢S5,

On dispose alors, pour 1'évaluation des deux nombres de classes, de deux formules:

*Une formuls valable dans les corps abéliens totalement complexes L,cf.[W]p.42:
() n7(L)=w(L). Q(L). I [ (-”2)81-)(]
ou: h™(L) est le quotient (entier) de h(L) par h*(L) (h*(L) est le nombre de classes du
sous-corps réel maximal L*deL );
w(L) est e cardinal de W(L), groupe des racines de 1'unité contenues dansL ;
E(K) désignant e groupe des unités d'un corps K, Q(L) est 1'indice [ECL):W(L)E(L*)];
le produit TI[ (-1/2) B, X ] est étendu aux caractéres impairs y de L.

*La formule analytique p-adique du nombre de classes pour les corps abéliens totalement réels
M (cf. [W]p.71 )
() 2"'h(M ) (Ry(MY VATFY ) =II[ 1 - (x(p)/p) T Lp(1.x)

oU: nestle degré de M, d(M) est son discriminant;
le produit IT[ 1 - (x(p)/p) ]" Lp('1 ,X ) est étendu aux caractéres non triviaux de M ;
Rp(M) est le régulateur p-adique de M; la définition en général de ce régulateur
dépend d'un certain nombre de choix de plongements du corps dans C ou CD, cf. [W]p.70;
le régulateur, et 1a racine, sont en fait déterminés au signe prés; la formule signifie qu'on
peut faire un choix donnant 1'égalité. Toutefois, un résultat d'Amice et Fresnel (cf. [A-F] )
indique comment faire ce choix: dans le cas qui nous intéresse, 18 quotient (Rp(K+ ¥VD,)
désigne log(e)/x/D_; (o0 1a racine de D, et celle qui figure dans € ont été plongses de la

méme fagon dans C; ).

Nous calculerons les dif férents facteurs qui interviennent dans (1).et (I1) . Ainsi, (1) raménera
h(K_) & L,(0,x,). On aura alors une relation entre h(K,) et h(K_), affectés de certains
coefficients, exprimée & I'aide de la différence A =L,(1,x,) -L,(0,x,).

Cette idée de ramener 1a comparaison de nombres 'de clas§es 4 celle de valeurs prises par une
fonction Lp en 0 et en 1 figure dans Washington (pour retrouver un résultat de divisibilité par
3 des nombres de classes de Q(v3m) et Q(v-m ), cf. [W]p.83).
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Ici, il faudra aller plus loin dans 1'étude de A. Nous utiliserons la description des fonctions Lp
par les séries Ig due & Iwasawa, (cf.[Iw]), et une explicitation de ces séries due & Barsky
(cf.[Bar]). A pourra 8tre alors calculé mod 16 . En comparant les différents A obtenus pour d
et 2d (d impair), on peut obtenir une relation mod 64, ou 1a contribution des fonctions L, est
exprimée en termes de congruences des diviseurs de d. Nous renvoyons & [D], ol 'on trouvera

aussi tous les détails des calculs et des preuves.

2. LE THEOREME ET SES APPLICATIONS
La quantité 1x =a[n
THEQREME : Soit d un entier libre de carrés, d)S; soient h(d) et h(-d) les nombres de classes

] vaut 1 six =a[n], et 0 sinon.

au sens restreint (deux idéaux sont équivalents s'ils différent d'un idéal principal engendré par
un élément du corps de norme strictement positive) de Q(vd ) et Q(vV-d ) respectivement.

Alors, modulo 16 :

| 8'1psz3:7[16] sid=pou2p
| (p premier impair)
R .
cyh(-d)+c(RS/2)(-1)"h(d) = | 8.19513 [8]‘%5:3[8] sid =pgou 2pq

|
| 0 sinon

olc,=1sid=1,2[4];c,=0sid=7[8];c,=2sid=3[8].
¢, =1,sauf sid=5[8] et si 'unité fondamentale € de Q(V'd ) vérifie e € Z[vd J ol c,=3.

(p, g premiers impairs )

(R,S) est 1a solution minimale en nombres entiers de R? -ds? =1,

En détaillant suivant les valeurs de d, on peut obtenir de nombreux résultats prouvés
séparément et par divers auteurs dans la littérature, notamment pour d =p =1 [8] (Williams),
d=p=5[8](Kaplan et Williams), d =2p, p =1 [4] (Kaplan et Williams), d =pq, pet g=1[4]
(Kaplan et Williams)... On obtient aussi des résultats nouveaux, pour d = 2p,p = 3[4],d =pq,
p=q=3[4], ou pour 1(d)33. Nous renvoyons & [D] ol figure une comparaison systématique des
résultats contenus dans le Théoréme et des résultats antérieurs ou démontrés simultanément.

Georges Gras nous a adressé, aprés 1'achévement de ces travaux, un papier ou il étudie les
valeurs des Lp(s,x) pour y pair associé & une quelconque extension abélienne finie de Q (cf.
[G]). N y donne notamment une congruence générale pour Lp(s.x )- Lp(t,x) modulo une
puissance de p variable mais, dans le cas d'un corps quadratique par exemple, grosso modo
d'autant plus élevée qu'il y a de diviseurs du discriminant. Ces résultats sont évidemment trop
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généraux pour paraitre vraiment explicites. Par ailleurs, quand i1 y a peu de diviseurs, ces
énoncés ne fournissent pas dans tous les cas une congruence suffisamment élevée. Mais
T'auteur explique également comment on peut raffiner dans certains cas, et traite en exemple
celui ol x est quadratique pair de conducteur 8p, p premier , p=1 [4], suivant des techniques
susceptibles d'étre généralisées. Tous ces résultats fournissent en tout cas un guide précieux

pour des recherches ultérieures qui exploiteraient les méthodes que nous avons utilisées.

3. PREMIERES EXPLICITATIONS
Soit K = @(v'd ) un corps quadratique de discriminant D; y associé & K est un caractére
primitif, d'ordre 2, de conducteur |D |(valeur absolue réelle de D), explicitement: x =(R)
(SoitmeZ;simAD #1,(R)=0;
simAD=1,(B =y (T 1[2] B (= o umee (™).
ouv,( m) est 1a valuation p-adique de m ,(},l) est le symbole de Legendre si p est impair,

(R) vaut (-1 )((Dz'1 Y/8) si DA2=1,et 0 sinon.)

On vérifie alors, si w le caractere de Teichmiiller 2-adique:
Proposition1:x_=x,w.Sid=1,2[4]:x_(2)=0;sid=3[4} x_(2)=(-1 Jd-0m gy
d=1[4]: x,(2)=(~1 YD g 2,3[4]: x,(2)=0.

Les notations se simplifient dans un corps quadratiqus imaginaire, (1) s'écrit  h(-d)= - B4 X
Puis, par définition des fonctionsL, ,avecn=1:

- _ -1 - _ P | =
L(0,x,) =-(1-(x 0 X2) )51,x‘w" =-(1 x-(Z))BLx_, (iciw™ =w).
Ainsi (1) s'écrit encore : L,(0,x,) = (1 - x_(2)) h(-d), ou, par 1a Proposition 1:
Proposition2:L,(0,x,)=¢, h(-d),avec ¢, =1, sauf sid=3[8]:¢,=20usid=7[8]:c,=0

Nous exprimons ensuite 1og(€) en fonction de log(n), pour unifier les notations (x2~dy2 =148

toujours des solutions) et surtout pour pouvoir approximer le terme log(€)/ /5~

En partant de: 2h(K, ) log(e) =h(d) log(n)s™', de 1a valeur de 1 - (x,(2)/2) (Proposition 1)
et en distinguant suivantd =1[8],d=5[8], d& 1[ 4], 11 vient:

Lemme 3: (1 - (x,(2)/2)) 20(K ) (log(€)/ /5~ ) = ¢, Th(d)

ouc,=1,sauf sidas[a]etsie=u(i.e,s=1)toﬂcz=3,etT=log(R+S\/F)/2ﬁ :

Lemme 4. : On a I'un des deux cas suivants (dans les deux cas, TEZz):
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1) Rest impair, S est pair, et

) 1
b 2 k
2R K3 0 2k+1( )d

2) R est pair, S est impair, et

T=

R R2k
245 k3 0 2k+1 TR

Démonstration: RP-ds?=1=Rou$est impair; mais ils ne le sont pas tous les deux, sinon,
mod 8, 1-d =1, absurde. Si R est impair et S pair, écrivons log(R+Svd ) = log(R) +
10g(1+(S/R)VT ); on a fci [(S/RWT < 1: log(R+SVT )=log(R)+ .5 ,((-1)™* 1 /n)((S/RWD",
de méme: log(R-SV@ ) =log(R) + T | ((-1)"*T/n )(~(S/RIVD"

T=

Mais R%-ds? = 1, donc 1a somme de ces deux lignes est nulle; par dif férence, 1l vient:
2log(R+SVd ) = =5, ((- =M 0 ) ((S/RWVEIN(1-(-1)"); d'oit le résultat pour T.

On sait la série écrite convergente a priori (on le revérifie sans peine), sa somme est donc
dans Q2 (complet) et en fait dans 22 (car S/2R est 2-entier ainsi que tous les termes de la

série). Preuve analogue si R est pair et S impair.

Proposition 5: L,(1,x,) =¢, (RS/2) (-1)%*"h(d) [16]

Démonstration: Onal,(1,%,)=¢, Th(d) ( formule (1) plus Lemme 3). Si R impair, R =1[8],
d'ou d$%= 0 [8]=5 =0[4], et alors R =1[16]. Dans 1), ona 2 en facteur de la séris, dont le
terme général est de valuation au moins 4k; pour une évaluation mod 16, on peut donc s'arréter
au premier terme. |1 vient: T = (S/2R) = (RS/2) [16]. Si R est pair, d est impair; de plus
N(u)=1 donc 2 | h(d) =2h(K, ): 11 suffit de connaitre T mod 8. Dans 2) le terme général est de
valuation au moins 2k, et dépasse donc 3 pour k» 2. On garde donc ici deux termes. En remplagant

5% par R - 1, 11 vient T = (RS/2)(1/(R? - 1))(1+R%/3(R?-1) )=-(RS/2) [8].

Proposition 6 : Notons A(d) la quantité L,(1,x,) - L,(0,x,), x, étant le ceractére associé &

Q(VA) . Alors: ¢,h(-d) + ¢,(RS/2) (-1)*h(d) = - A(d) [16].
Démonstration: I suffit de recoller les morceaux. |1 reste & évaluer A(d) mod 16.

4. FACTORISATION DES CARACTERES
On obtient sans difficulté les deux lemmes suivants ( [Bar]):
Lemme 7 : On a un isomorphisme: [: (1 + 0z, x)—(Z,,+
u Av—> - log (u)/log(1+q)
de réciproque : @: (Zp ,+)— (1 + 42y, x)
v a—> exp(-log(1+q)v).
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L vérifie: I0(a) - [(b)| = la-bl/lql et transforme 1 +qpth en pth; en particulier:
ZD/Dth = (1 + qu)/(1 + Qpth) (nﬂté Gh)

. . . h> yx 2
Lemme 8 : on & un deux isomorphismes: B, : (Zp/qp Zp) uw)“ ) X Gy,

et B: (Z/mqphz)* = (Z/qu)* x Gy, (par 1I'application naturelle).

Ceci pérmet d'obtenir une factorisation des caractéres.

Un caractére de Dirichlet x est dit “de premiére espéce” (sous-entendu : par rapport & p) s'il

est de conducteur f, telquef, =m oumg(avecmAp=1)

X

Pour définir les caractéres "de deuxiéme espéce”, reprenons 1'isomorphisme Bh dulemme 8, et
B - h - ) . h 2

notons encore: 8, : (Z/gp"2Z)* = um)u ) X Gy, d'od <By>: < (2/qp'Z)*> = < "xo(u)“ » x <6p>

(Pour G un groupe commutatif, <G> est mis pour le traditionnel G, groupe des caractéres de 6 ).

Tout élément de < Gh > peut donc se voir comme un caractére modulo qph, trivial sur 1'image

réciproque par B, de § lp(q)(1) x {1}: un tel caractére de Dirichlet sera pour nous, par

définition, un caractére de deuxiéme espéce mod gpM . Il est de 1a forme xa—s (X3 ) pour
un tp€<6h>. Et:

Propgsition 9 : Soit x primitif, supposons fx = mqph ;alors <(Z/mqphz)* > & <(Z/qu)*>
X <Gh> fournit une décompositiony = X1 Xg ou Xjest de i® espace . On a unicité au sens que
x Fet x) (caractéres primitifs induits)sont uniques ; x = x§ x3. Si f'X =mg, xf=1X

(conducteur mg) et ¥ ¥=1 ( conducteur 1). Si fx = mqph S, fx =M ouma, et fxf .

On peut préciser les caractéres de deuxiéme espéce. |1 suffit d'étudier les caractéres sur 6.
Un caractére sur Gh ast défini par sa valeur sur un générateur de Gh (on peut prendre par
exemple 1 + g, 0u 1 + mg, ...) pourvu que cette valeur soit dans uph( 1) .

Pour simplifier les calculs finals , nous prendrons 1 + q comme générateur. Nous signalerons
les modifications que cela entraine par rapport au papier de Barsky ([Bar]) (ol c'est 1+mq qui
a été choisi ).

Ainsi, pour tout hy0, pour tout cheix de L€ uph(1 ), il existe un unique caractére y sur Gy, tel

que x(T+q ) = "' ; nous le notons o {hv— @, est une réalisation d'un isomorphisme
BN E Gy

Proposition 10 : pour tout ade 1462 , ona ®(a)= U)oyl est 1'isomorphisme du lemme 7.
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Démonstration: Soit L€ uph( 1) CC(’) est défini par 1a série 5 ({-1 * (K@) o0, pour xECp,
(X) = (x(x=1)..(x-k+1))/kl | (I';(a)EZp . donc | (K@) <1 ; de plus, pour L€ uph(1 ) d'ordre

_ olD-1
=127 1a série est donc convergente.)

o(Z), on a classiquement |L-11<1,car [{-1]| =p
Pour a et b dans 1+qZp. tels que a =bmod 1'eqph2p ,onal({a)=0(b)mod pth donc C“a) =
Cub). C'est dire que av—> Ct(a) est définie sur Gy, ; de plus, c'est un caractére de Gn,

puisque b est un morphisme. Enfin l;“ ) ot par unicité, on a le résuitat attendu.

Corollaire 11 : tout caractére de deuxisme espace x,, vérifie: VEE(Z/qphZ > x,(a)= @
ou encore Ya€Z\p2Z, xz( a)={V@

ou y(a) =-1log(<a>) /log (1 +q) , pour un unique LE uph(1 ) (h30).

Définition 12 : pour h30 et L€ uph(1 ), nous notons my e caracté’re de deuxisdme espace

vérifiant les propriétés du corollaire 11.

S. CALCUL DE A PAR LES SERIES lg
Soit 8 un caractére de Dirichlet primitif de premiére espéce, de conducteur m ou mq (m
premierdp), Ke I'extension de Qp engendrée par les valeurs de 8, Oe son anneau d'entiers.
Une construction des séries '8 d'lwasawa est détaillée dans le papier de Barsky ([Bar], p.16 st
suiv.). Toutefois, le choix de 1+q et non 1+mg comme générateur conduit & modifier les
dif férentes fonctions intervenant aux différentes étapes de la construction. On obtient de
fagon analogue une série Ig (de Og[[ T]]) telle que:

lg((1+49)°L - 1) =L (s,8m7),
ou m vérifie : Ya€Z\pZ, nc(a) =C“’(°) avec $(a)=-log(<a>)/ log(1+q).

On trouve dans [Bar]le lemme suivant (lemme 8, p.21):

Lemme 13 : ¥h30, Vk/ 04ksp“—1 , les nombres entiers a satisfaisant aux deux conditions:

(1) Ocasmap-1 ot aAmp=1 et (2) ly(a) -kl ¢p™
constituent unp(mg)-uplet, qui est un systéme complet de représentants de (Z/mqZ )*.
Ona:{a; (1)} =5 Y pn_y {8:(1),(2) }, V'union étant disjointe.
Démonstration: Soit b =(1+q)“‘€zD (w(b) =k). Alors: | w(a)-w(b)| ¢ p M <= |l <@ )L( <b>)
cp M-l ¢l gph] <= @ =D dans Gy,- On conclut en considérant I'isomorphisme
B:(2/mgp"2)* = (Z2/mqZ)* x G x v——( X L0 ).
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Définition.: Zi’““"" désigne une somme étendue aux a tels que (1) et (2).
Remarque : Z:'““" 8(a) =0 vu 1a preuve du lemme13.

Nous choisissons alors pour 'B la description de 1a proposition 9 de [Bar]:
Proposition 14: pour tout h 30, il existe l; e Oa[[T]] et Jg (T) € Og[[T]] telles que:
h
Ig{T) =1g 4(T) + [(1+T)P -1]Jg 1(T). Ona:

h &
-1 m,k,h @ -(1+
g =-28 | erf g (MM gy @ (el
k= map
Lemme 15: Soit x un caractére de Dirichlet primitif de conducteur f =m premier a p (auquel
cas nous noterons h, =0) ou de 1a forme mqpho (m Ap=1),différent de w. Alors
Lp(0x) =lim, - (1/mgp" )0 ¢5emgph_y X(8) <@

et en fait, dés quehzho.Lp(O.x)-—-(qup )oes quph_| x(a) <a>

Démonstration: La premiére égalité résulte du Théoréme O, c) avec s = -1. La deuxiéme vient
deb) avec s=0.

¥*
Démonstration de 1a propgsition : Définissons pour h 0 ‘a,h(T) comme dans la proposition; il
s'agit d'une série & coefficients dans OB par définition d'une somme Z:'““".

Soith, 3 0fixéet L€ upho(1 )% =an( satisfait aux conditions du lemme.

]

Pour h 3 hy, soit Lp(O. x) - (1/mqph) o‘g‘m@h_‘ x (8) <a>

- (quph) os);ﬁmqvh-le(a)c\b(a)(a)

" o€k < ph-t z(m'm (8(a) {¥(@)ear mqph)
Mats |w(a) - k| ¢p" puisqu'on somme sur des a tels que (1) et (2); 0, h> yhy = cD =1, donc
%@ =gk ainsi

' {
Lp(O. X) =" ek e pho e ":,"'“” (8(a) <a>/ mapM).
Pour utiliser ce résultat, i1 nous faut une série a coefficients entiers, ce qui n'est pas le cas.

Mais on a remarqué: Z:’“”" 8(a) =0, donc Z:’"“” B(a) (1+q) ™ =0. D'oix

Lp(0. %) == o T ¢ gy EFEM™M B(aX( @ - (140) %)/ mapM),

* ¥*
Ainsi, yhy: -1)= Y=1g(L-1); i -1) =1a(L -1).
nsf, pour hy hy 'B.h(c 1) Lp(O,BﬂC) IB(C 1) enparticuherle‘ho(c 1) IB(C 1)

En oubliant V'indice O, nous avons obtenu lg p(l-1)= IB(C - 1) ¥h30; la proposition en résulte
par un Lemme de continuité de la division euclidienne (cf.[A], Lemme 4.4.2. p.128.)
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Désormais, p = 2 (donc q = 4) (ce qui pourra nous autoriser a utiliser la lettre p ailleurs que

devant -adique).

Soit d un entier positif libre de carrés, d»5; K, = Q(v'd ) est associé au caractére X 4. de
conducteur D. x , est primitif et d'ordre 2. Deux cas se présentent:

* d est impair: alors D =d ou 4d : x, est de premiére espéce; sa factorisation est x, =y, 1=
X 4+ Ty . Nous poserons B=y,etm=d,etonax, =0m,.

* g est pair: alors D = 4d = 8m en posant m = d/2 (impair). lci fx, = m4.2'. On a une
factorisation x, = X, X, donc aussi X, = xfx; ; posons 8 = y J¥(caractére primitif de
premiére espéce, de conducteur m ou 4m); x,(8) = @(<@> ), o y est un caractére sur 6, =
u2(1 )={1, -1}. 9, ne pouvant &tre trivial, correspond & -1, i.e. x,=1_, (qui est primitif): on
ay,=6m,.

Pour les deux cas, on peut donc noter: X, = BTTC. ol B est un caractére primitif pair de
conducteur m ou 4m, avec m =d (resp d/2) et L =1 (resp -1) si d est impair (resp pair).

Nous disposons alors de la série Ig telle que: le(SsC -1)=Lg(s,x,)

En application de la Proposition 14, nous pouvons énoncer:

Proposition 15: Y, Ly(sx,) =lg (S50 - 1) [2"2 ]

h
Démonstration: Ig(T) =lg n(T) + [(1+T) -1]Jg y(T), ot ;Je,h(T)foe[[T]]hZz[[T]]ici ).
Substituons a T: SS(h— 1, et r:gardons le terme & = (SSC)% - 1. L% =1 puisque hy1; sis =0,
a=0;sis =1, 0 =(2).4+(2).4% +.;or v,(()4") 3h+2 pour k»1. Comme Jg h(5°C - 1) est
entier, on a le résultat annoncé .

Corollaire 16 : A =Ly(1,x,)-L,(0.x,) = Ig (ST -1) =1g n(L - 1) [2M2]

6. PRINCIPE DU CALCUL
On a ainsi:

o2 kK (mkh) @ -5% | _he2
a= zE 0 etz MV e 2

L'idée du calcul est de traiter séparément la contribution de 8 st celle de (<z=>~5"‘)/m2"’2 dans

la somme Z:'“m . Pour cela, nous scindons cette quantité A en deux parties:

"1 kK (m,kh) <> -5"* h+2
- by - bN ey oA
I I AL CE P S 2]
"1 ok k (m.k,h) @ -5* h+2
= T - z ! - _—
V= T o e I e S 12 )
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Onaalors: - mA = U+v [2M2].

On voit que U ne contient que des choses connues, ou au moins connaissables. 11 suffira d'étudier
I'ensemble des a sur lequel on somme, puis de faire apparaitre d'une part la somme des a sur cet
ensemble, d'autre part son cardinal . Nous obtiendrons alors une expression générale en h. Nous
expliciterons pour h=2. Pour Y, on pourrait penser qu'on n'a rien gagné par rapport a A. En fait,
on a gagné seulement quantitativement: comme c'est une 2:"‘“" qui intervient, 8(a) # 0, donc
B8(a) € {1, -1},d'0d 21 8(a) - 1. Gréce au 4 qui apparait dans 551, nous avons deja 8 = 2° en
facteur. Nous allons alors découper la ™% gn expiicitant (<a>-5%)/2™2 mod 2273 11 va
apparaitredes £ (B(a) - 1 ) étendues & certaines classes d'entiers, avec des coefficients

connus. Nous constaterons que, pour h = 2, la somme se duplique: nous gagnons un 2
supplémentaire,etV=0[161]

7. ETUDE DE VU

2“-1 K @ -5* h+2
= = 1z @-5
U= k=0 © (5" D& @ o (2" ]

o (1) est mis pour ( 0ga <2*%m et aA2m=1),et (2) pour <8> = 5™ [2™2 ] Cette derniére
condition se scinde en (a = S*[2™? ] )et (a = - 5% [2™ 1). Nous allons donc étudier
I'ensemble A(‘", en général seulement noté A:

AY . ={ 8;0¢a<2™?m, e Am=1,a=u[2"2 ] } (ou u est une 2-units).
Pour & un diviseur positif de m, soit Af,"’ (ouA, ) V'ensemble: { a; 0¢a<2™?m, §la, a = u[2"?]}. A
et les Ay sont tous dans A, ={ a; 0 ¢a < 2™, a=uy (%21 ), gue nous prenons comme
ensemble de référence. Alors A =(\} A, ).

Soit I(m) =n (longueur de m), sofent p,....,p, les diviseurs de m (m =p,..p_ ). On s'assure que
(1 B désignant la fonction caractéristique de I'ensemble B ):

14=0<ke nl -1 * . ‘°’=“1Au =Fim (-1 y @ 1A°_
Ag est, lui, facile & décrire: introduisons b(S) tel que b(8) & = 1 [2™? ]. Par Bezout, les deux
conditions (a = u [2"? 1)et (a=0[8])équivalent & (a=b(8)su [2™%5] ). On doit donc
chercher les entiers v telsque les entiers a =b(§)3u +2*%3y satisfassent 0 ¢ 8 < 2"2m, ce
qui donne:: (-b(8)5u/2™28) ¢v < (-b(8)8u/2™28) + (m/8).
Comme (m/8) est entier, onobtient (m/8 ) solutionsenvy :
v=-E(b(8)5u/2™2) + j, avec 0 ¢j<(m/8),

et (m/8) solutions en a correspondantes. (E désigne 1a partis entiére).
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En particulier, !A,‘,“’l =(m/8) (indépendant de u).

Comme |A"] =5 (-1 IA‘(’U)" 1A ne dépend pas de u non plus et vaut :
1Al =%, (-1 (m/8) =(-1)™ 5, (-1)®5,

X _ _ 4Nk _ _ayk
Or pour «€N: 4 Flo (1-p7) =4 Fe (1) (lsi,<§<lksnpir'“pi:)_OSEin( D' gim Do k8"

= 5 (-1)® 8% Ainsi: |A] =(-1)!™ 1l n1-9) = 1l n(P; = 1) que nous noterons D(m).

Nous cassons le terme <a> - 5"‘ en deux, ce qui donne U=U' - U", avec
U =0 T oo L (8K-1) T (/2™ et U= | F on LK (SK-1) Z(st/2™2),
- -k
ou les sommes sont étendues @ a € A( $Mu A( -57) (T'union est disjointe).
U" est immédiatement calculé, puisque ce qu'on somme ne dépend pas de a:
Y ek
U= os{szh_‘ck (5k__1 ) (S-klzhbz ) I A(s )UA( S )
= 0T eon LK (85-1) (57/2M2 )( 20(m))

11 reste a sommer deux progressions géométriques, de raisons { et £/S : en supposant h 31, la
premiére est de somme nulle (resp. 2“) si { = -1 (resp. L =1); on peut donc noter sa somme

h .
2‘1C=1 etona

. -2h_
U =- 9(_m_) (Zh.1 S R )y (16)

! =1 (1/5)-1

Lemme 17 : 5 <a> =%, (-1 Y m (2[b(8 )5"‘] -2*%) o la premisre somme est étendue aux
n -«

a€ AlSu A( -57) , 8t ol 1e crochet [n] désigne le reste de la division de n par ™2
Démonstration: La somme se casse en deux: T <a> =3 a -3 _a,si I, désigne la somme étendue
aux a€A4S™) Elle vaut donc %, (~1)'® (54 8 - §-8), si §, désigne 1a somme étendue aux
a€A{5™) En revenant & 'étude de A, ona:

Teadd 8= 0<% (o) -1 (D(8)8U+ 228 (~E(D(3)u/2™*) + 1))

=m { b(8)u - 2™2E(b(8)u/2™?) } + 2™'s (m/8 )((m/8) -1).

Or pour ¢ entier, n - ¢ E(n/c) est e reste de la division euclidienne de n par c, soit [n]; de plus,
[n]-[-n]=2[n] - c, quand [n] # 0. lci b(8)u est impair , donc son reste par 2™2 | soit
[b(8)u], est nonnul, et: };ﬁu(..) a=m[b(8)u]+2™'s (m/8)((m/8)-1),puis

he2
;Ab(u) a- M-m a=m( 2[b(8)u]-2"° ), et 1alemmse est prouvé.
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) . he2 | .

I vient alors U =(m/2™°) , . (-1) ® o‘fszh_@k (5K-1 )(2[b(8)57%] - 2™%).

Gracea , [l (1-pf) = §,.(-1)'® 5% (avec a=0), 1a contribution du terme constant 22
est nulle quand on somme. Finalement, nous avons obtenu:

U= (m/2% D3O o Foon L0 (5K-1) [b(8)5*) (18)

Pour U, avec { = 1 8t h =2, il vient donc: U" = - D(m)(43/125). Or 5™ = 1-12 [16], d'oi
U"=-D(m).43.5 = -7D(m) = D(m) [16]. (ici, et pour 1a premiére fois, nous utilisons que d# 2
(puisque d»S), donc m a au moins un diviseur premier (impair): D(m) = ,f,—'m (1-p) est donc
pair).8i { = -1, il vient (D(m)/8) (624/6.125) =D(m) [16] . Ainsi dans les deux cas:

U =D(m) [16] (19)

Pour U, il faut calculer =, 2 < 24 (5%-1)[b(8)57%].
D'une part, on peut remplacer 5k par 1-4k qui lui est congru mod 16 dans le crochet, puisque ce
dernier désigne un reste mod 16; d'autre part, il faut évaluer-S mod 128, compte tenu du 8 en
facteur au dénominateur, pour un résultat mod 16. 11 vient
S=4C([13b(8)] -[Sb(8)])+24[9b(8)] [128].
11 suffit de calculer S pour les 8 restes impairs b mod 16, de transformer la correspondance
b(§)v-> S en correspondance §->S (par b(8)8 =1 [16], qui est la définition de b($)). Il vient:
S=4l(8- 16‘18 =9, 11,13, 15 [16]) +24(8 + 8‘18 = ]) [128]
=320 4248+ 6405 _, 5 11 y314670128]

1,7,9,15[16

Par Fm (-1 8% =}, (1-p*), 1a sommation de la quantité 327 (indépendante de § )sur § est
nulle ; celle de § fait apparaitre D(m); il vient:

U =3m -0 Dim) v 8mFi 15y 5 4y g3 p1e][16] (20)

Nous noterons f(8) =1 S 1 Nous avons obtenu:

=1,7,11,13[16

Lemme 21: U/m = ( D(m)/m ) +3(-1)"™ D(m) + 8, , 1(§)[16]
D'ol:

Proposition 22

¥sim =p premier: u/m 58,10513'17[16] [16]

*sim =pg (p, qpremiers): U/m =81, _.308] etq=4+3[8] [16]
*sil(m)»y 3: U/m =0[16]
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Démonstration: a) Puisque m impair, (1/m) = m [8]; donc (D(m)/m) = mD(m) [16].
b)Si1(m)33,8|D(m); de plus, 2|m+3(-1)*™; les deux premiers termes de U/m sautent.

¢) Sim=pq: les deux premiers termes de U/m fournissent: (p-1)(q-1)(pq+3);sipoug=1
[4]. 1n'enreste rien; sinon, pg =1 [4], et il n'en rests rien non plus.

d) Sim =p: les deux premiers termes de U/m donnent (p-1)(p-3) = 8.1 p=57.13.15 [16] [16]

e) 1 reste & étudier la contribution des f(§ ). Nous étudions leur somme mod 2.

Lemme 23: 1+ 1(x) + f(y)+ f(xy)=g(x) g(y),0ug(x)=1, _ £3[8]"

Démonstration : On fait un tableau & double entrée, ou x et y prennent les différentes
congruences possibles mod 16. Le tableau serait 8x8 a priori, mais 1a symétrie en x et y et
l'invariance de la quantité & étudier par xa—> x+8 (car f(x+8) = f(x)+1, et f(xy+8y) =

f(xy)+1)raménent & 10 calculs .

f ) On peut alors appliquer le lemme au cas ol m = pq, qui s'en trouve réglé.
Le cas ol m =p s'obtient en ajoutant au résultat de d) la quantité 8.(f(1) +f(p)); il vient :
8484, 151115 [16]
Enfin, sim =p..p, (1=m»H3) :
§,mf(8)=§,”_m_' f(8) +§l|°'91»--l’] f(8)= §,p'_um(f(8) +(py8))
_ —okl
= Fipgm o L9C39(py) - (glpy )+ 1] =0(p)) 3y, , 9(8) (cor Fyp ) 1=27"=0).
Mais on s'apercoit (miracie!) que g{x) + g(y) + g(xy) =0 (cette fois-ci, par 1a symétrie g(x) =
g(-x), il ne reste & voir que les couples (1,1),(1,3) et (3,3)).

En recommengant alors 1a manipulation faite sur 1a somme initiale avec ?;,p‘mm_‘ g(3), ilvient

§|D1.,4p‘_1 g(s)= §|p|mm_2 g( p]"1 ) =2L29(p]_1 ) =0‘

8. ETUDE DE V
h -k
ve =271 K sk z(m"“’(e( )-1) @-5* [2"? ]
k 0 2 h+2
2"1 K, K a -5* h+2
= k 0 L (5-1) (%xm (8(a)-1) pree [2 ]

ou (1)désigne les a tels que 0 <a < 2™%m et 8 A 2m =1, et (2)les a tels que <a> = 5* (2™

Nous notons r(a) pour 8(a) - 1.
Intéressons nous & h=2. Nous sommons sur 8 A 2m =1, donc B(a) # 0; comme 6 est quadratique,

on a donc alors 21r(a). Par ailleurs, 4/5*-1. 11 nous suffit donc de préciser (<a>-5)/16 mod 2

pour avoir ¥ mod 16. |1 vient:
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(1) (2)
(s1(2') désigne < = S*[32] et (2") <@ = 5* + 16 [32] ), et finalement

V= (s*-1) = 16]. Puis:
1s%¢3 G ( )m(z__)r(a)[ 1 Puis

Z ra)[(«@-5%)/16] = oy (820 T r(a).1[4]

S -1=(1+4) - 1=ak[16]0tV=, T, 3%k Ire)=4 = r(a) [16]

(ou (2_i) désigne <a>=5"+ 16 [32] ).

Nous utilisons alors le lemme suivant:

LemMe 24+ § o . 16m, fo2m =¥, <a>mu32] T(8) =0 cacam, (02m) =T, 0 mu12m, w-bm, .. s 16m(32) (8) -
Démonstration : Nous omettrons systématiquement la condition a A 2m = 1 pour alléger les
notations. Alors:

05a<t6m 30l (®) =0y am Faur321™(®) * amcacom, Faurz () +
=0ca<am, 5m0(3217(8) * 0 cocam. Fuu-ami3z) () +.

=0sa<4m,§-u,u—4m,u—8m.u—12m[32]r(a) '

(Ceci grace a r(a+4m) =r(a)). Puis:
0sa< 16m,§a>-u{32]r(a) =0sa<16m, %-u,—u[32]r(a)
=0ga<dm, );‘--u,...,u—|2m;—u,...,—u—12m[32]r(a)

=0ca<dm, Fau,...v-12m;urdm,...urt6m[32)"(3)
(6race 8 g . . am. Faul32] "(8) =0 co<am, 5adm-u(32) "(8) Par le changement &' = 4m-a (B est

pair)).

Achevons alors le calcul de V: 1a sommation écrite au lemme, appliduée du=57+ 6, est en fait
étendue & 8 congruences différentes mod 32 (car m = 1 [2]), et qui se raménent toutes & 1 mod
4 (car5+16 =1 [4]). Chacune des deux sommes: m}(:z.o r(a) vaut donc

0cacam, 3u1(4)(8).00NC YV =8 . 40 5. 4(qr(a) =0 [16]

9. CONCLUSION
Pour d > S, libre de carrés, on réunit
La proposition 6
-mA(d)=U+V [16] (cf.S) (avecm =d si d impair, et (d/2) sinon )
Le calcul de U/m (Proposition 22)
Y = 0[16] que nous venons d'établir

qui fournissent le Théoréme .
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