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LE THEOREME DE MACINTYRE SUR LES ENSEMBLES
DEFINISSABLES DANS LES CORPS p-ADIQUES

Luc Bélair

§0. INTRODUCTION

Soit p un nombre premier, Qp le corps des nombres p-adiques, 2p 1'anneau
des entiers p-adiques et vp la valuation p-adique sur Qp . Considérons d'abord

trois types de sous—ensembles de 1'espace p-adique, que nous appellerons ensembles

de base.

Ensembles de base

I. { x € Qs : f(x) =01}
1II. { x ¢ Q? : vp(g(x)) < vp(f(x)) 1
III. { x € Qg : il existe y € Qp t.q. f(x) = y"}

ou f,g e Qp[xl,...,xm] , m,n € N

m
P

obtenu en prenant un nombre fini d'intersections, d'unions et de complémentaires

Une combinaison bool&enne d'ensembles de base est un sous-ensemble S de @

d'ensembles de type I, II et III. Un ensemble définissable est un ensemble obtenu

par un nombre fini de projections et de complémentaires de projection & partir de
tels ensembles S . Ainsi D = { x ¢ Q: 3y e Qﬁ (x,y) € S } est 1'ensemble défi-

+k

nissable obtenu de S c Q$+k par la projection Qz - Q: . Les entiers p-adiques

forment un ensemble définissable qui est en fait du type III. En effet on a
Zp ={xe Qp 3y e Qp 1+ px2 - y2 =0} . Le théoréme de Macintyre donne la

structure des ensembles définissables comme combinaisons booléennes d'ensembles de

base.
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L. Bélair

+ . .
Théoréme de Macintyre ([M]). Soit S c Q: k une combinaison booléenne d'ensembles

de base alors D ={ x € Q: :3ye Q; (x,y) € S} est aussi une combinaison boo-

léenne d'ensembles de base.

Tel quel, ce théor@me a &té utilisé par J.Denef ([D]) en conjugaison avec des
méthodes standard pour montrer la rationalité de séries de Poincaré définies sur
2 . Une analyse plus fine des ensembles définissables lui a permis de donner des
démonstrations élémentaires et de généraliser ces ré&sultats. Dans un autre ordre
d'idée, le théoréme de Macintyre s'avére un &lément clé dans 1l'introduction par
E.P.Robinson d'un schéma affine, le spectre p-adique ([R],[B3,[S]1,[B-S1), qui
en un mot se veut 1'analogue p-adique du spectre réel introduit par M.-F.Coste-Roy

et M.Coste en géométrie algébrique réelle ([C-RI]).

Nous présentons ici une démonstration essentiellement compléte du théoréme de
Macintyre, qui fait appel 3 la théorie des modéles. Nous avons voulu réduire au
minimum les ingrédients de logique mathématique nécessaires. Il existe maintenant
des preuves directes [W], [DI] et les ensembles définissables sont &tudiés de fa-
¢on plus précise dans [D],[D1],[D2]. La théorie des modéles fournit cependant une
démonstration qui compense son caractére non constructif en &tant plus concep-
tuelle. La théorie des mod&les de Qp fut d'abord étudiée dans [A-K] et [E]. Celle
de ses extensions finies est trait@e dans [P-R] oii, par exemple, on généralise le

théoréme de Macintyre.

§1. THEORIE DES MODELES

On peut exprimer le théor&me de Macintyre en termes logiques. A tout ensemble

S c QE comme ci-dessus on associe la formule ¢S(§) qui décrit S 1i.e. les con-

ditions qui définissent S méme, o x désigne la multi-variable (xl,...,xm);
Exemple. Soit f,g,h € Qp[xl,...,Xm] alors

3 s=({ x: £(x)=01°n {x: yp(l) < vp(g(x)_l) Hulx: ByeQP y=h(x) .}
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Le théoréme de Macintyre sur les ensembles définissables dans les corps p-adiques
on associe ¢s(;) 1= ( £(X)#0 A vp(l) < Vp(g(;)_l) Yy v (( 3y y'=h(x) )

Notons que ¢S ne contient pas de quantificateur 3,v sauf ceux provenant de
la description d'ensembles du type III. Traduit en ces termes le théor&me de Mac-

intyre devient:

. + : . .
Théoréme de Macintyre. Pour tout S c Q? k comme ci-dessus il existe une formule

Y(y) sans quantificateur sauf ceux provenant de la description d'ensemble du ty-

pe III telle que dans Qp on ait 3Ix ¢s(;,§) ssi Y(y) .

L'idée fondamentale de la théorie des modéles pour é&tudier Qp est de le rem-
placer par une classe de corps qui partagent de mémes propriétés de premier ordre

dans un langage appropri&. Pour &tudier les corps on adopte le langage de premier

ordre L qui contient les opérations et constantes habituelles *,-,',_1,0,1,
des variables x,y,z,... qui prennent leurs valeurs sur les éléments des corps

en question, ainsi que les signes logiques standard A,v,Vv(négation) et les
quantificateurs 3,V sur les variables. On s'intéresse 3 Qp en tant que corps
valué i.e. muni d'une valuation au sens de Krull (groupe de valuation pas forcé-
ment 2 ), la valuation p-adique. On introduit donc un langage des corps valués
L(V) en ajoutant & L un symbole de relation 3 une variable V(x) pour dési-
gner 1l'anneau de valuation dans un corps valué donné. Ainsi on lit V(x) comme

x € V . On introduit les notions suivantes.

Définition. Soit f,g € Z[Xl,...,Xm]

(1) Les formules de base de L = 1les f(x) =0
(2) Les formules de base de L(V) = on ajoute les V(f(;)-g(f)_l)
(3) Les formules de L, L(V) = 1la plus petite classe contenant les formules

de base et close p/r a A,v,Vv,3,V .

(4) Les formules sans quantificateur de L, L(V) = cette fois on cldt p/r
4 A,v,Vv seulement. Par exemple, pour les corps, toute formule sans quantifica-
teur de L est équivalente 3 une formule du type fl(;3-0 ALLA fk(§)=0 A g(X)f0.

(5) Un énoncé ¢ = une formule ol toutes les variables sont quantifiées. Par
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exemple 3x f(x)=0 .

(6) Une théorie T = un ensemble d'énoncés. Par exemple dans L on a la thé-
orie CAC des corps algébriquement clos. Soit fn(x’Yi""’Yn) le polyndme géné-
rique unitaire de degré n alors CAC = axiomes de corps + {Vy3x fn(x,;)-o : netN},
Dans un corps donné on interpréte les formules de la fagon &vidente et on dit
qu'un corps K est un modéle d'une théorie T si tout &noncé de T est vrai
dans K .

(7) On écrit T w® 0 ssi O est vrai dans tout modéle de T . Par exemple dans

L soit T=CAC et 0 ., := 3x ...3x o 493 xif Xy alors Tk 0,,, puisque tout

corps algébriquement clos est infini.

Toutes ces notions de formules etc. sont définies relativement 3 un langage fi-
x8, ici L, L(V), L(V,Pn) (ci-dessous) auquel on ajoutera 3 1'occasion des cons-
tantes pour pouvoir parlér des extensions d'un corps fixé. Un théor&me fondamental
de la théorie des modéles est le théor&me de compacit&. C'est 1'outil principal de
la théorie des modéles que nous allons utilisé&. Nous renvoyons a [Ek] pour une

preuve utilisant les ultraproduits.

Théordme de compacité. Soit T wune théorie et 0 un énoncé alors T k 0 .ssi il

existe un sous-ensemble fini T' de T tel que T'v o .

Par exemple on a vu que CAC F %100 ° Mais pour voir qu'un corps algébriquement
clos poss@de au moins cent &léménts il suffit de savoir que tout polyndme de degré
inférieur ou égal 3 cent admet une racine, ce qui est bien donné par un sous-en-
semble fini de CAC . Notons que la contraposée de ce thé&oréme nous dit, en pre-
nant par exemple 0:= ¥x (x#x) , qu'un ensemble d'énoncés admet un modéle si et
seulement si tout sous—ensemble fini en admet un (Nous n'utiliserons cette remar-

que que dans 1l'appendice).

Avant de revenir 3 QP rappelons qu'un anneau de valuation V d'un corps
détermine une valuation sur ce corps de fagon essentiellement unique et qu'on peut
décrire (dans L(V)) les opérations algébriques et la relation d'ordre du groupe de
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Le théoréme de Macintyre sur les ensembles définissables dans les corps p-adiques

valuation et du corps des restes de la valuation associée grace a la structure
d'anneau de V . De sorte que bien qu'ayant fixé le langage L(V) pour préciser
nos résultats il sera commode par la suite de parler en termes de la valuatiom in-
duite que nous noterons génériquement par v . On pourra consulter [Ri] pour les
€léments de théorie des valuations utilisés ici. Nous introduisons maintenant la

classe de corps valués associée a Qp .

Définition. La théorie des corps p-adiquement clos, CpC , est celle qu'on ob-
tient en traduisant dans L(V) les propriétés suivantes de corps valué . (K,v) .
Soit wval*K 1le groupe de valuation et res K 1le corps des restes :

1) (K,v) satisfait le lemme de Hensel et est de caractéristique O
2) wval K est un Z-groupe, plus précisément v(p) y est le plus petit

élément positif et pour chaque n 2 2 on a ¥y 3§ y = n.y-+ r.v(p) pour un O<r<mn

3) res K est (canoniquement) &gal a- Fp .

En particulier Qp avec la valuation p-adique est un corps p-adiquement clos
de méme que les nombres algébriques p-adiques i.e. la cldture algé€brique relative

de Q@ dans Qp avec la valuation induite. Par abus, on parlera '"des CpC"

Définition. Une théorie T d'un langage L admet l'élimination des quantifica-
teurs, ou EQ, si pour toute formule sans quantificateur ¢(x,y) de L il existe
une formule sans quantificateur Y(y) de L[ t.q. dans tout modéle de T on ait

3Ix ¢(x,y) ssi ¥(¥), autrement dit t.q. TF Yy (3x ¢(x,y) < () .

Sous la deuxiéme forme oii nous 1'avons énoncé le théoréme de Macintyre men-
tionne des formules '"sans quantificateur sauf ceux provenant de formules du type
3y yn=f(;) "; Or ces formules ne sont nulles autres que les formules sans
quantificateur qu'on obtient en ajoutant les nouvelles formules Pn(f(;)) com-
me formules de base et en les interprétant dans tout CpC comme 3y yn=f(;) .
Plus précisémént, on introduit le langage L(V,Pn) qu'on obtient en ajoutant a

L(V) un symbole de relation 3 une variable Pn(x) pour n=2,3,... . On ajoute

les Pn(f(;)) aux formules de base et Pn(x)fa Iy yn-x aux axiomes de CpC .
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On peut maintenant formuler précisément le thé&oréme de Macintyre.

Théoréme de Macintyre. La théorie CpC admet EQ dans le langage L(V,Pn) .

On a un critére de la théorie des modéles pour EQ en termes de sous-stuctures.
Pour notre propos il suffit de dire qu'une sous-structure A d'un modéle K
correspond dans L 3 un sous-corps, dans L(V) 3 un sous-corps muni de la va-
luation induite, et dans L(V,Pn) 3 un sous—corps muni de la valuation induite

dans lequel on distingue les ensembles Pﬁ =Ank".

Proposition I. Une théorie T admet EQ ssi pour toute paire de mod&les Kl’KQ

de T ayant une sous-stucture commune A , pour toute formule sans quantifica-

teur ¢(x,y) et pour tout a € A , la formule 3Ix ¢(x,a) est vraie dans K

ssi elle 1'est dans K2

K1 K2 modéles de T , 3x ¢(x,a) vrai dans K

\\ // ssi vrai dans K

A sous-stucture

1

2

Une preuve utilisant le théor@me de compacité se trouve en appendice. Nous

utiliserons la notion voisine de théorie mod&le-compléte.

Définition. Une théorie T est modéle-compléte si le critdre énoncé dans la
proposition précédente est valide quand A est un modéle de T . Ce qui est
donc équivalent 3 ce que, pour toute paire de modéles K c K' ol K est une
sous—-stucture de K' , pour toute formule ¢(x,y) sans quantificateur et tout

K e K, on ait 3Ix ¢(x,k) vrai dans K ssi vrai damns K'

Exemple. ([Ro]) Dans L 1la théorie CAC est modéle-compléte.

En effet soit K < K' algébriquement clos.Comme on l'a déj3a remarqué une
formule sans quantificateur Q(E};) , pour CAC , peut se ramener 3 la forme
f1(§,;)=0 A LA fs(i,i)-o A g(X,¥)#0 ot £..8 ¢ 2[X,¥] . Ainsi il faut vé-

rifier qu'étant donné un systéme (§)
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Lé théoréme de Macintyre sur les ensembles définissables dans les corps p-adiques

(s) fl(I)=o s eeens f.s(Z)no , g(x)#0 » £5.8 € K[X] .

le systéme (§) a une solution dans K ssi il en a une dans K' . Ceci est une
forme du théoréme des zéros de Hilbert mais nous présentons la preuve de Robinson
puisque nous suivrons un schéma analogue pour traiter le cas p-adique. Une direc-

tion est triviale. Supposons donc que (§) a une solution x caXp dans K' .

120"

On peut supposer que x; ¢ K pour quelque i . Considérons

a a a
K c K(xl) c K(xi,x2) ve. © K(xl,...,xm) c K'

e 2 désigne la cldture algébrique. Ceci nous domne une suite croissante de
corps intermédiaires algébriquement clos Ki t.q. (§) a une solution dans le
dernier corps de la suite et le degré de transcendance deg tr Ki+1/Ki =1 . 0n
peut donc supposer deg tr K'/K = 1 puisque si on &tablit le ré&sultat dans ce cas
alors de proche en proche (§) aura une solution dans tous les K. et donc dans
K . Soit donc deg tr K'/K = 1 . Alors (§) a une solution dans toute extension
algébriquement close propre K" de K puisque K" contient un sous-corps algé-
briquement clos de degré de transcendance 1 sur K qui est isomorphe 3 K'

Ainsi on a -
CAC + A(K) + { t # k : k e K } F 3x ¢(x,k)

dans le langage L auquel on ajoute une constante k pour chaque élémemt k ¢ K

et une autre constante t , et ot A(K), appelé le diagramme de K , est 'la table

3
qui sont vraies dans K . Il est clair qu'un mod&le de I = CAC+A(K)+{t#k : keK}

. . . " ie. +k = ok =
.de multiplication de K " i.e. toutes les formules k1 k2 k, , k1 k2 ka, k1#k2

n‘est rien d'autre qu'une extension K'"/K comme ci-dessus avec un t e K"\K .
Par le théor&me de compacité il existe un sous-ensemble fini ' de I t.q.

£' B 3x ¢(x,k) et donc en particulier on a
CAC + AK) + { £ # k ,...,t #k T F 3x$Kx,K)
pour certains ki € K en nombre fini. Mais K 1lui-méme est un mod@le de

CAC+A(K)+{t#ki:i=1,...,n} puisque K -est infini. D'od 3x ¢(x,K) est vrai
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dans K 1i.e. (§) a une solution dans K .
Corollaire. CAC admet EQ dans L .

En effet dans notre critére pour EQ on pourra tester la véracité de la formule
_ - . . a .
Ix ¢jx,a) , a € A, dans la cloture algébrique A de A , dont les deux modéles
contiennent des copies isomorphes au-dessus de A . Notons que ce corollaire, in-
terprété en termes de sous—ensembles, est le théoréme de Chevalley affirmant que
. . ' . m+k cm
la projection d'un ensemble constructible de € sur est de nouveau un
ensemble constructible de €° . Le théoréme de Macintyre peut donc &tre interpré-

té en termes de constructibles p-adiques 3 savoir les ensembles S .

Nous allons suivre ce schéma pour démontrer le théoréme de Macintyre dans sa
version logique. Les ingrédients essentiels dans la preuve ci-dessus était
1) 1'existence et l'unicité de la cldture algébrique sur un corps de base et
2) le fait que les conditions { t # k : k € K} pour K algébriquement clos

Ps

déterminent 1'extension K(t)/K 3 K-isomorphisme prés.

§2. LE THEOREME DE MACINTYRE

Nous allons d'abord voir qu'on a une 'cldture p-adique" . Pour (K,v) un

corps valué, V_ désigne l'anneau de valuation. Soit R wun anneau alors R’

K
désigne le groupe multiplicatif des &léments inversibles et '™ le sous-groupe
des puissances n-iémes pour n=2,3,... .
Proposition 2.1. Soit (K,v)/(E,v) une extension de corps valué oli K est

un CpC et E est relativement algébriquement clos dans K . Alors E est un CpC .
Démonstration. Il est clair que E est hensélien et que res E = Fp . La propo-

sition découle donc du lemme suivant.
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Lemme 2.2. Pour chaque -un22 , K /K" =~ Qé/Qén avec mémes représentants dans N.

. r n ) . 2v_(n)+1
Plus exacfément pour tout xeK' on a Ap xeK’ pour quelque A=1,...,p P

p /X, et quelque Osr<nm .
Démonstration. On a v(x) = n.v(y) + r.v(p) pour quelque yeK , Osr<n . Ainsi
v(xy-np_r) = 0 et donc xp_r =u mod K'® ot v(u)=0 . Or par le lemme de

Hensel u e K'" ssi u "e" (VK/(P.))'n ~ (2/(p%))"" on s-2vp(n)+1 .0

La preuve de la proposition suivante est reprise de [P-R].

Proposition 2.3. Soit (K,v) un CpC . Alors (K,v) est maximal de dimension
(dans la terminologie de F.Delon) i.e. pour toute extension E/K finie on a
[E:K]=ef oll e est l'indice de ramification et £ 1le degré résiduel.
Démonstration. Le sous-groupe Z.v(p) de val K engendré par v(p) est un sous-
groupe convexe. On peut donc considérer la valuation composée w :
w

K~ > val K —+ val K/Z2.v(p)

Le corps des restes Kw de (K,w) est de caractéristique O et on vérifie ai-
sément que, par image réciproque, v induit une valuation sur Kw , qu'on no-
tera aussi v , et telle que res (Kﬁ,v) = res (K,v) et wval Kw = 2.v(p)

D'autre part (K,v) hensélien implique que (K,w) et (Kw,v) le sont aussi.

Or la théorie des valuations assure que (K,w) &tant hensélien avec corps des
restes de caractéristique 0 , et (Kw,v) étant hensélien de caractéristique

0 avec groupe de valuation isomorphe &4 2 , sont tous deux maximaux de dimension,
Montrons qu'alors (K,v) est lui-méme maximal de dimension. En effet on peut re-
produire cette construction dans une extension finie E/K en prenant cette fois
la cldture convexe de 2Z.v(p) dans val E qui sera égale a3 Z.v(®w) pour un

certain Te¢E . On a alors les extensions (E,w)/(K,w) , (Ew,v)/(KH,v) et
[E:K] = [Ew:Kw] [val E/Z.v(m):val K/Z.v(p)]

Comme K, est maximal de dimension et 2.v(p)=Z.v(m)nval K on peut développer
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le membre de droite et obtenir 1'égalité voulue. 0

En particulier un CpC n'admet aucune extension algébrique immédiate propre.

Lemme 2.4. Soit (L,v)/(K,v) une extension de corps valués o K,L sont des CpC
et L/K est algébrique. Alors L = K .
Démonstration. Comme val K et val L sont des Z-groupes avec méme plus petit
élément positif om a n.val K=n.val Lnval K pour tout entier m . Or L/K algé-
brique implique que val L/val K est torsion d'oll val L=val K , 1l'extension est

immédiate, et L=K . [

On a donc une cldture p-adique pour un sous-corps valué d'un CpC : sa cldture
algébrique relative. Cependant cette cldture n'est en général pas unique en tant
que corps valué car il y a plusieurs fagons de plonger un groupe abélien ordonné
discret dans un Z-groupe. La proposition suivante montre que c'est le seul obsta-

cle.

Proposition 2.5. (Unicité de la cldture p-adique dans le langage L(V,Pn))

Soit (Ai’vi) c (Ki’vi) i=1,2 ol Ki est un CpC et Ki/Ai est algébrique. Soit

via f

f : A1:§ A2 un isomorphisme de corps valué t.q. K%n Aq= Kén n A2

1

pour tout n . Alors f se prolonge en un isomorphisme de corps valué Kl o~ K2

Démonstration. Il suffit de prolonger f 3 un sous~corps intermédiaire Ai t.q.

"
n.val A1 n.val Klnval A1

pour tout n , car alors  val Ai sera un Z-groupe et

vh
2

ra conclure par le lemme 2.4 . I1 suffit évidemment de considérer n=q premier .

en passant au hensélisé Aih o~ AT = f(Ai)h les Aih seront des CpC et on pour-

Soit donc q premier, a eAl, a2=f(al), t.q. v(al)/q e val Kl\val A1 . Notons

1

que x% - a, est irréductible sur Ai . On peut supposer que aleKiq (cf.2.2)

. .q . q .n
€ = e n=2.3 K
et donc aussi a, K2 . Soit yleK1 t.q. y1 81 et neN 2,3... t.q. eny1€ 1"

Nous allons prolonger f a Ai(yl) tout en préservamt ses propriétés ce qui
assurera v(a;)/q € val(dom f) . Ainsi un isomorphisme partiel maximal prolongeant

f et préservant ses propriétés nous donne 1¢ prolongement de f cherché. Notons
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que la valuation induite sur Al(yl) est complétement déterminée : on a

q1
+ (S -
v(co Clyl + .>+ Cq—l ) min v(c. y )

car v(yl)‘val A1 et q est premier. Il s'agit donc de bien choisir

une racine q-iéme de a,. On la choisit comme suit.

(€)) 3y, € K, t.q. yg =a,et ey, e Kén pour n=2,3...

(§) = la proposition : soit un tel Y, - On a un isomorphisme de corps valués

T : Al(yl) 4¥»A£y2) qui prolonge f et t.q. f(y1)=y2 . Il faut voir que

.n .n . - . -

K1 nAl(yl)-K2 nA2(y2) via f . Soit xleAl(yl) N x2=f(x1) . 0na v(x dlyl) =0
_ o . 3o .

pour un dleAl. Posons d2 f(di) , ainsi v(x2d2y2) 0 . Il existe AeN t.q.

v(A)=0 et Ax dly1 (c.f.2.2) et donc aussi Ax d2y% 2 (c.f.2.2 et le
. sy _ s s . .n . n .
fait que VAi/(p ) VKi/(p ) =2/(p”) ). D'old x €Ky ssi )\diy1 ssi
-j ,.n . -j ,.n .n . .n
)\dlen eKl ssi )\dzen eK2 (Ad e eA ), ssi Ad2y2 5 ssi x2€K2

Preuve de (§) : notons d'abord qu'il y a le méme nombre de racines q-imes de

1 dans les K.1 : elles sont contenues dans le hensélisé de (Q,vp) c (Ki’vi) .
Si il y en a une seule alors il y a un seul y, et rien 3 montrer puisque dans

ce cas X ¢ Kin ssi xquinq et (enyi)q=e a €A etc. Soit donc zeK2 une racine

171

primitive q-iéme de 1 et b t.q. bq=a2 . Alors les racines g-iéme de a, sont

b,bz,...,bzq—l . Supposons (§) faux. Alors il existe n

SYEERE

q-1 tel que

. n. n.
b | N . - -1 | .
enjbz ¢ K2 et donc e, bz ¢ k ol n ppcm(nj) (en enje Ki ) . Mais

o, . q .nq ' q, _ q .nq nyq_
ey, € K1 implique ea, ¢ K1 , d'oll e a, (enb) € K2 . (enbx ) =1

pour un certain x € K2 , et ensz € Kén pour quelque j , contradiction. 0

De la méme fagon que pour CAC le théoréme de Macintyre est donc un corollaire

de la proposition suivante.
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Proposition 2.6. CpC est modéle-compléte dans le langage L(V,Pn) .
Démonstration. Soit (K,v) c (K',v) des CpC . Notons que K est nécessairement
une sous-structure i.e. PE =k"=Ka k" car par ce qui précéde K est rel.

alg. clos dans K' . La formule test ¢(x,k) est ici de la forme

fl(§)=o AcoaA fl(;)=0 A g(x)#0

AW (IR (G A (AW (Vg @ GOT)
i] st

ij
ol les f,g,h € K[Xl,...,xm] et ol (V) indique qu'on a possiblement une néga-
tion. Encore une fois on montre 1'implication non triviale. Supposons que

3x ¢ (x,k) soit vraie dans K' . En passant aux cldtures p-adiques on peut sup-
poser, comme pour CAC , que deg tr K'/K =1 . On a deux cas :

(1) val K' = val K : soit b e K'\K . Alors b est transcendant sur K et K'

est la cldture p-adique de K(b) . Soit

L =0CpC + AK,v) + {t # k : k € K}

+ {v(t-—ko) =v(k) : ky,k, € K et v(b—ko)=v(k1)}

on montre que

Lk 3x ¢(x,k)

oti A(K,v) est le diagramme de (K,v) dans L(V) dans le sens évident (cf.
1'exemple CAC), et oli on laisse le soin au lecteur de traduire les égalités
V(t-£0)=v(k1) dans L(V) . En effet, soit (X",v) » (K,v) un modéle de I ,
t € K"\K satisfaisant les conditions données. Alors les résultats de Kaplansky
sur les suites pseudo-convergentes d'Ostrowski disent précisément que (K,v)
n'admettant aucune extension algébriqué immédiate propre, les conditions
v(b—k0)=v(k1) déterminent (K(b),v) & K-isomorphisme pré&s. On a donc un
K-isomorphisme de corps valués f:K(t)=%K(b) t.q. f£f(t)=b . Soit K(t‘_)p_ad
la cldture p-adique de K(t) dans K" . En utilisant le fait que val K(t)=val K
on montre comme en (2.55 que (K(t)p_ad)'nn K(t) = (K')'“r\ K(b) . D'oli, par
(2.5) , K(t)p_ad ~ K' et donc 3x ¢$(x,k) est aussi vraie dans K"
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Par le théoréme de compacité, comme pour CAC , on se raméne 3 résoudre dans K

un systéme

t # ki x=1,...,n0

)y = vk ) j=1,...,n

v(t-k. .
( 3,0 1,1 1

sachant que b en est une solution dans K' . Des réductions comme dans [Ro] pour

le cas des corps valués algébriquement clos, qu'on trouvera en appendice, nous ra-

ménent 3 un systéme

v(iy) =0 , v(y-ci) =0 ot cieK et v(ci)=0 .

Mais ce systéme n'est rien d'autre que y # 0 , y # < dans le corps des restes

res K = res K' = F ce qui nous assure qu'il y a une solution dans K .
(2) val K g val K' : soit b e K' t.q. v(b) e val K'\val K . Notons que
n.val K=n.val K'nval K , n=2,3... . On considére cette fois

I = CpC + AK,v) + {t # k : k e K}

+ {v(ko) < v(t) < v(ki) : kieK , v(k0)<v(b)<v(k1)}
. iy o0 -
+ (Pn(ent) : eneN enbe(K ) , n=2,3... }
Comme précédemment, en suivant encore de plus prés (2.5), on montre que

Z bk 3x ¢(x,k) (N.B. v(Z kihl) = min v(kibl) par hypothése sur b et la remar-

que ci-dessus). Par le théor@me de compacité on se raméme 3 résoudre dans K :

t#ki )i= y"'tQ'
§ < v(t) < v , en passant au min. et au max., §,yeval K
Pn(ent) , en passant au p.p.c.m.
en sachant que b est une solution dans K' . On a kp_rb = y'n pour quelque y'

dans K' et A,r comme en (2.2). On en dé&duit que enlpr e (k)" . l-k~1 , d'ol
enlpr e k' , et que &-r.v(p)<n.v(y')<y-r.v(p) . Soit &-r.v(p) = n.B+s.v(p)
oli Beval K et 0<s<n , et soit yeK t.q. v(y) = B+v(p) . Alors enzpryn e kT
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et 8 < v(pty" - etz a1E1s
v(py) <Y . Comme K posséde une infinité d'éléments ayant méme valua-
. <. . . r n
tion on peut choisir y tel qu'on ait aussi Lpy # ki et alors lpryn est une

solution dans K . [

APPENDICE

I. Réduction du systéme dans (2.6)

On a le systéme

(§) t # ki . V(t-kj) = Yj ol k.leK , Yjsval,K

3 résoudre dans K en sachant que b en est une solution dans K' et que val K

est égal 3 val K' . On remplace d'abord t#ki par v(t—ki)='yi ol Yi=v(b-ki)

qui appartient 3 val K . On a maintenant

(s") v(t—kj) = Yj i=1,...,2 .

Si ki=kj pour i#j alors Yi=Yj . On peut donc supposer que ki#kj pour i#j .
1 s = =m [N .

D'autre part si Yi#Yj alors v(k.1 kj)-mln(Yi,Yj) . D'ol par exemple si Y5 <Y;

alors on peut omettre v(t—k.l)=v.1 puisque v(x—kj)=yj implique v(x—ki)=Yi . En

répétant ce processus on se réduit 3 un nouveau systéme

(s v(t—kj) =Y j= ,...,m .

Par ailleurs si v(kl—kj)#y alors v(b—kj)=min(y,v(k1—kj)) et par le méme genre

d'argument que précédemment on peut omettre de tels kj du systéme. On peut donc
supposer que v(kl—kj)=y , j=1,...,m . Soit keK t.q. v(k)=y . Posons y=(t—k1)/k

et cj=(kj-k )/k . Alors (§") devient v(y) =0 , v(y—cj) =0 ot v(c.)=07 et
J

si y est une solutiom alors t=ky+k1 est une solution de (§")
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I1. Démonstration de la Proposition I

On travaille dans les langages L,L(V),L(V,Pn) plus des constantes, et avec une
théorie T dont les modéles sont des corps et oill Pn est bien formé des puissances
n-iémes. Si T admet EQ alors la condition est satisfaite car il existe une formule

sans quantificateur Y(y) &quivalente 3 3x ¢(x,y) dans K K, et la véracité de

1?
Y(a) ne dépend que de la sous-stucture A seule. On vérifie ce dernier point di-
rectement sur les formules de base et facilement sur les formules sans quantifica-
teur. Réciproquement, soit T satisfaisant la condition et ¢(x,y) une formule

sans quantificateur. Consid&rons l'ensemble X des formules sans quantificateur

V(&) t.q. T B Vy(Ex ¢(x,Y)29(F)) . On montre que T + {Y(a) : YeX} E 3x ¢(x,2)
dans le langage oli on ajoute des constantes Z=al,...,am . Dans ce cas le théoréme

de compacité implique qu'il suffit d'un nombre fini \pl,...,\j}n de wi dans X
d'ot T v?(le)A...AwnG)—aa; ¢(x,y¥)) et puisque les llJiEX on a en fait &

3 la place de —3 et le tour est jou&. Soit donc K un modéle de T+{{(a):PeX}

et §=al,...,amg K . Soit A le sous-corps engendré par les a; qui est de la

fagon &vidente une sous-structure de K . Montrons que la théorie T+A(A)+3x ¢(x,a)
posséde un ﬁodéle. En effet si tel est le cas on aura un autre modéle K' de T
ayant A comme sous-structure et ol 3x ¢(x,a) est vrai. Par hypothése 3Ix ¢(x,a)
devra donc aussi @tre vrai dans K (dans L(V,Pn) on met aussi dans A(A) les
Pn(a) pour les aeK'n) . Par le théoréme de compacité il suffit de montrer que
tout sous—-ensemble fini de T+A(A)+3x ¢(;,§) possé&de un modé&le. Or une partie fi-
nie de A(A) est Eéquivalente, en prenant la conjonction de tous ses membres, i
une formule sans quantificateur Y(a) . Puisque Y(a) est vrai dans K alors

wW(a) ¢ X d'ol on conclut que T+Y(a)+Ix ¢(x,a) a un modéle .0
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