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LE THEOREME DE MACINTYRE SUR LES ENSEMBLES

DEFINISSABLES DANS LES CORPS p-ADIQUES

Luc Bélair

§ 0 . INTRODUCTION

Soit p un nombre premier, p le corps des nombres p2014adiques, Zp l’anneau

des entiers p-adiques et v la valuation p-adique sur Qp . Considerons d’abord
trois types de sous-ensembles de l’espace p-adique, que nous appellerons ensembles

de base.

Ensembles de base

Une combinaison booleenne d’ensembles de base est un sous-ensemble S de Qm
P

obtenu en prenant un nombre fini d’intersections, d’unions et de complementaires

d’ensembles de type I, II et III. Un ensemble definissable est un ensemble obtenu

par un nombre fini de projections et de complementaires de projection a partir de

tels ensembles S . Ainsi S } est l’ensemble defi-

nissable obtenu de par la projection Qm+kp ~ Qmp . Les entiers p-adiques

forment un ensemble definissable qui est en fait du type III. En effet on a

1+px ? -y ? =0}.Le theoreme de Macintyre donne la

structure des ensembles definissables comme combinaisons booleennes d’ensembles de

base.
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Theoreme de Macintyre ([M]). Soit une combinaison booleenne d’ensembles

de base alors D =* { x ~ Qmp :  y E Qk (x,y) E S } est aussi une combinaison boo-

leenne d’ensembles de base.

Tel quel, ce theoreme a été utilise par J.Denef (CD]) en conjugaison avec des

methodes standard pour montrer la rationalite de series de Poincare def inies sur

7 . Une analyse plus fine des ensembles definissables lui a permis de donner des

demonstrations elementaires et de généraliser ces resultats. Dans un autre ordre

d’idle, le theoreme de Macintyre s’avere un element cle dans l’introduction par

E.P.Robinson d’un schema aff ine, Ie spectre p-adique qui _

en un mot se veut l’analogue p-adique du spectre reel introduit par M.-F.Coste-Roy

et M.Coste en géométrie algebrique reelle ([C-RJ).

Nous presentons ici une demonstration essentiellement complete du theoreme de

’ 

Macintyre, qui fait appel a la theorie des modeles. Nous avons voulu reduire au

minimum les ingredients de logique mathematique necessaires. II existe maintenant

des preuves directes [W], et les ensembles definissables sont etudies de fa-

con plus precise dans La theorie des modeles fournit cependant une

demonstration qui compense son caractere non constructif en etant plus concep-

tuelle. La theorie des modeles de Q fut d’abord etudiee dans [A-K] et Celle
P

de ses extensions finies est traitée dans [P-R] ou, par exemple, on generalise le

theoreme de Macintyre.

~I. THEORIE DES MODELES

On peut exprimer le theoreme de Macintyre en termes logiques. A tout ensemble

comme ci-dessus on associe la formule 03C6S(x) qui decrit S i.e. les con-

ditions qui definissent S meme, ou x designe la multi-variable (xl,...,xm);
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on associe := ( v P (g(x~)’~) ) v ( 3y Y =h(x) ) . .

Notons que ~S ne contient pas de quantificateur 3,V sauf ceux provenant de

la description d’ensembles du type III. Traduit en ces termes Ie theoreme de Mac-

intyre devient:

Theoreme de Macintyre. Pour tout comme ci-dessus il existe une formule

03C8(y) sans quantif icateur sauf ceux provenant de la description d’ ensemble du ty-

pe III telle que dans Qp on ait ssi t~(y) .

L’idee fondamentale de la theorie des modeles pour étudier Qp est de le rem-
P

placer par une classe de corps qui partagent de memes proprietes de premier ordre

dans un langage approprie. Pour etudier les corps on adopte le langage de premier

ordre L qui contient les operations et constantes habituelles +t"t*t 0,1,
des variables x,y,z,.., qui prennent leurs valeurs sur les éléments des corps

en question, ainsi que les signes logiques standard et les

quantificateurs 3,V sur les variables. On s’interesse en tant que corps

value i.e. muni d’une valuation au sens de Krull (groupe de valuation pas force-

la valuation p-adique. On introduit done un langage des corps values

L(V) en ajoutant a L un symbole de relation a une variable V(x) pour desi-

gner l’anneau de valuation dans un corps value donne. Ainsi on lit V(x) comme

x e V . On introduit les notions suivantes.

Definition. Soit f,g E 

(t) Les formules de base de L = les f(x) = 0

(2) Les formules de base de L(V) = on ajoute les 

(3) Les formules de L, L(V) = la plus petite classe contenant les formules

de base et close p/r a 

(4) Les formules sans quantificateur de L, L(V) = cette fois on clôt p/r .

à seulement. Par exemple, pour les corps, toute formule sans quantifica-

teur de Lest equivalente à une formule type A...A "

(5) Un enonce a = une formule ou toutes les variables sont quantifiees. Par



18

L. Bélair

- exemple 3x f(x)’=0 . s

(6) Une theorie T = un ensemble d’enonces. Par exemple dans L on a la the-

orie CAC des corps algebriquement clos. Soit f (X’Y1’...’Y) Ie polynôme géné-

rique unitaire de degre n alors CAC = axiomes de corps + f (x,y)"0 : 
Dans un corps donne on interprète les formules de la façon évidente et on dit

qu’un corps K est un modele d’une theorie T si tout enonce de T est vrai .

dans K. 
’

(7) On ecrit T h 0 ssi 0 est vrai dans tout modele de T. Par exemple dans

L soit T=CAC et Q100 := 3x ...=!x /~. xi~ xj alors T ~ Q100 puisque tout

corps algebriquement clos est inf ini.

Toutes ces notions de formules etc. sont definies relativement a un langage fi-

xe, ici L, L(V), L(V,P ) (ci-dessous) auquel on ajoutera a l’occasion des cons-

tantes pour pouvoir parler des extensions d’un corps fixe. Un theoreme fondamental

de la theorie des modeles est le theoreme de compacite. C’est l’outil principal de

la theorie des modeles que nous allons utilise. Nous renvoyons a pour une

preuve utilisant les ultraproduits.

Theoreme de compacite. Soit Tune theorie et 03C3 un enonce alors o ssi il

existe un sous-ensemble fini T’ de T tel que T’f 0 .

Par exemple on a vu que CAC  03C3100 . Mais pour voir qu’un corps algebriquement

clos possede au moins cent elements il suffit de savoir que tout polynome de degre

inferieur ou egal a cent admet une racine, ce qui est bien donne par un sous-en-

semble fini de CAC. Notons que la contraposee de ce theoreme nous dit, en pre-

nant par exemple 0:= x (x~x) , qu’un ensemble d’énoncés admet un modèle si et

seulement si tout sous-ensemble fini en admet un (Nous n’utiliserons cette remar-

que que dans l’appendice).

Avant de revenir à Qp rappelons qu’un anneau de valuation V d’un corps

determine une valuation sur ce corps de fafon essentiellement unique et qu’on peut

décrire (dans L(V)) les operations algebriques et la relation d’ordre du groupe de
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valuation et du corps des restes de la valuation associee grace a la structure

d’anneau de V. De sorte que bien qu’ayant fixe Ie langage L(V) pour preciser

nos resultats il sera commode par la suite de parler en termes de la valuation in-

duite que nous noterons generiquement par v. On pourra consulter [Ri] pour les

elements de theorie des valuations utilises ici. Nous introduisons maintenant la

classe de corps values associée à Qp .

De’finition. La théorie des corps p-adiquement clos, CpC, est celle qu’on ob-

tient en traduisant dans L(V) les proprietes suivantes de corps value (K,v) .

Soit val K le groupe de valuation et res K le corps des restes :

1) (K,v) satisfait le lemme de Hensel et est de caracteristique 0

2) val K est un Z-groupe, plus précisément v(p) y est le plus petit

element positif et pour chaque n ~ 2 on a Vy 36 y = n.Y’-’*’ r.v(p) pour un 0rn

, 3) res K est (canoniquement) egal a F .

En particulier Qp avec la valuation p-adique est un corps p-adiquement clos

de meme que les nombres algebriques p-adiques i.e. la cloture algebrique relative

de Q dans Qp avec la valuation induite. Par abus, on parlera "des CpC" .

Definition. Une theorie T d’un langage L admet l’élimination des quantifica-

teurs, ou EQ, si pour toute formule sans quantificateur de L il existe

une formule sans quantificateur ~(y) de L t.q. dans tout modele de T on ait

3x ~(x,y) ssi t~(-y) ~ autrement dit t.q. T ~ ~fy (3x ~(x,y) ++ ~(y)) .

Sous la deuxieme forme ou nous I’avons enonce le theoreme de Macintyre men-

tionne des formules "sans quantificateur sauf ceux provenant de formules du type

3y y =f(x) ". Or ces formules ne sont nulles autres que les formules sans

quant if icateur qu’ on obtient en a j outant les nouvelles formules P (f (x) ) com-

me formules de base et en les interpretant dans tout CpC comme 3y yn=f(x) .
Plus precisement, on introduit le langage L(V,P ) qu’on obtient en ajoutant à

L(V) un symbole de relation à une variable Pn(x) pour n-2,3,... ’ On ajoute

les Pn(f (x) ) aux formules de base et y ’ -x aux axiomes de CpC .
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On peut maintenant formuler precisement le theoreme de Macintyre.

Théorème de Macintyre. La theorie CpC admet EQ dans le langage L(V,Pn) .

On a un critere de la theorie des modeles pour EQ en termes de sous-stuctures.

Pour notre propos il suffit de dire qu’une sous-structure A d’un modele K

correspond dans L a un sous-corps, dans L(V) a un sous-corps muni de la va-

luation induite, et dans L(V,P ) a un sous-corps muni de la valuation induite

dans lequel on distingue les ensembles A n Kn .

Proposition I. Une theorie T admet EQ ssi pour toute paire de modeles 

de T ayant une sous-stucture commune A, pour toute formule sans quantifica-

teur ~(x,y) et pour tout a E A , la formule 3x ~(x,a) est vraie dans K1
ssi elle dans K2 . °

K K2 modeles de T , x 03C6(x,a) vrai dans K1k2 modèles de T ’ x 03C6(x,a) 

vrai KA sous-stucture 

ssi vrai dans K2
A 

sous-stucture
Une preuve utilisant le theoreme de compacite se trouve en appendice. Nous

utiliserons la notion voisine de theorie modele-complete.

Definition. Une theorie Test modèle-complète si le eritère énoncé dans la

proposition precedente est valide quand A est un modèle de- T . Ce qui est

done equivalent ~ ce que, pour toute paire de modeles K c K’ ou K est une

sous-stucture de K’, pour toute formule ~(x,y) sans quantificateur et tout

k E K , on ait 3x ~(x,k) vrai dans K ssi vrai dans K’ .

Exemple. ([Ro]) Dans L la theorie CAC est modèle-complète.

En effet soit K C K’ algebriquement clos.Comme on 1’a deja remarque une

formule sans quantificateur ~(x,y) , pour CAC, peut se ramener à la forme

...A f (x,00FF)-O A g(x,00FF)~O où Ainsi il faut vé-

rifier qu’etant donne un systeme (§)
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le système (§) a une solution dans K ssi il en a une dans K’. Ceci est une

forme du theoreme des zeros de Hilbert mais nous présentons la preuve de Robinson

puisque nous suivrons un schema analogue pour traiter le cas p-adique. Une direc-

tion est triviale. Supposons donc que (§) a une solution x ,...,x dans K’ .

On peut supposer que K pour quelque i. Considerons

ou 
a 

designe la cloture algebrique. Ceci nous donne une suite croissante de

corps intermediaires algebriquement clos K. t.q. (§) a une solution dans le

dernier corps de la suite et le degre de transcendance deg tr 
1 
= 1. On

peut donc supposer deg tr K’/K = 1 puisque si on etablit Ie resultat dans ce cas

alors de proche en proche (§) aura une solution dans tous les K. et done dans
i

K . Soit donc deg tr K’/K = 1 . Alors (§) a une solution dans toute extension

algebriquement close propre K" de K puisque K" contient un sous-corps alge-

briquement clos de degre de transcendance 1 sur K qui est isomorphe à K’ .

Ainsi on a . 

’

dans le langage L auquel on ajoute une constante k pour chaque element k E K

et une autre constante t, et ou A(K), appele le diagramme de K, est "la table

.de multiplication de K 
" i.e. toutes les formules k3 , k18k2=k3’ 

qui sont vraies dans K. 11 est clair qu’un modele de E = keK)

n’est rien d’autre qu’une extension K"/K comme ci-dessus avec un t E 

Par le theoreme de compacite il existe un sous-ensemble fini E’ de E t.q.

~x ~(x,k) et done en particulier on a

CAC + A(K) + ( t 1 kl , ... , t ~ kn ~ ~ 3x ~(x,k)

pour certains k. E K en nombre fini. Mais K lui-meme est un modèle de

puisque K eet infini. 3x 03C6(x,k) est vrai
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dans K i.e. (§) a une solution dans K. ..

Corollaire. CAC admet EQ dans L.

En effet dans notre critere pour EQ on pourra tester la veracite de la formule

3x 03C6(x,a) , a E A , dans la clôture algebrique A de A, dont les deux modeles

contiennent des copies isomorphes au-dessus de A. Notons que ce corollaire, in-

terprete en termes de sous-ensembles, est le theoreme de Chevalley affirmant que

la projection d’un ensemble constructible de sur em est de nouveau un

ensemble constructible de Le theoreme de Macintyre peut donc etre interpre-

te en termes de constructibles p-adiques a savoir les ensembles S .

Nous allons suivre ce schema pour demontrer le theoreme de Macintyre dans sa

version logique. Les ingredients essentiels dans la preuve ci-dessus etait

1) l’existence et l’unicité de la cloture algebrique sur un corps de base et

2) ~e f ait que les conditions ~ t ~ k : k ~ K } pour K algebriquement clos

determinent 1’extension K(t)/K a K-isomorphisme pres.

§2. LE THEOREME DE MACINTYRE

Nous allons d’abord voir qu’on a une "cloture p-adique" . Pour (K,v) un

corps value, VK designe 1’anneau de valuation. Soit R un anneau alors R’

designe le groupe multiplicatif des elements inversibles et R’n le sous-groupe

des puissances n-iemes pour n=2,3,....

Proposition 2.t. Soit (K,v)/(E,v) une extension de corps value où K est

un CpC et E est relativement algebriquement clos dans K. Alors E est un CpC .

Demonstration. Il est clair que E est henselien et que res E = F. La propo-

s it ion decoule done du lemme suivant.



23

Le théorème de Macintyre sur les ensemables définissables dans les corps p-adiques

Lemme 2.2. Pour chaque -n&#x3E;_2 , K-/K-n Q-p/Q-np avec memes représentants dans N.

Plus exactèment pour tout: xEK. on a 03BBp-r x~-n pour quelque À=1,...,p’ p
p , et quelque 0rn .

Demonstration. On a n.v(y) + r.v(p) pour quelque Ainsi

0 et done u mod K’n ou v(u)=0 , Or par le lemme de

Hensel U E K.n ssi u "~" ou " 0

La preuve de la proposition suivante est reprise de [P-R].

Proposition 2.3. Soit (K,v) un CpC. Alors (K,v) est maximal de dimension

(dans la terminologie de F.Delon) i.e. pour toute extension E/K finie on a

[E:K]=ef ou e. est l’indice de ramification et f le degre residuel.

Demonstration. Le sous-groupe 7.v(p) de val K engendré par v(p) est un sous-

groupe convexe. On peut done considerer la valuation composee w :

Le corps des restes K 
w 

de (K,w) est de caractéristique 0 et on vérifie ai-

sément que, par image réciproque, v induit une valuation sur K , qu’on no-

tera aussi v, et telle que res (K.,v) = res (K,v) et val K = 

w w

D’autre part (K,v) hensélien implique que (K,w) et (K ,v) le sont aussi.
w

Or la theorie des valuations assure que (K,w) étant hensélien avec corps des

restes de caractéristique 0, et (K ,v) étant hensélien de caractéristique

0 avec groupe de valuation isomorphe à 7, sont tous deux maximaux de dimension.

Montrons qu’alors (K,v) est lui-même maximal de dimension. En effet on peut re-

produire cette construction dans une extension finie E/K en prenant cette fois

la cloture convexe de Z.v(p) dans val E qui sera égale à Z.v(n) pour un

certain 03C0~E . On a alors les extensions (E,w)/(K,w) , (E ,v)/(K ,v) et
w w

Comme K w est maximal de dimension et K on peut développer
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le membre de droite et obtenir l’égalité voulue. 0

En particulier un CpC n’admet aucune extension algebrique immédiate propre.

Lemme 2.4. Soit (L,v)/(K,v) une extension de corps values où K,L sont des CpC

et L/K est algebrique. Alors L~= K .

Demonstration.. Comme val K et val L sont des Z-groupes avec même plus petit

element positif on a n.val K-n.val Lnval K pour tout entier n . Or L/K alge-

brique implique que val L/val K est torsion val L-val. K , 1’extension est

immediate, et L=K. 0

On a done une cloture p-adique pour un sous-corps value d’un CpC : sa cloture

algebrique relative. Cependant cette cloture n’est en general pas unique en tant

que corps value car il y a plusieurs façons de plonger un groupe abelien ordonné

discret dans un Z-groupe. La proposition suivante montre-que c’est le seul obsta-

cle.

Proposition 2.5. (Unicite de la cloture p-adique dans Ie langage L(V,P»
Soit (A.,v.) c (K.,v.) i=1,2 ou K. est un CpC et K./A. est algebrique. Soit

f : A1  A2 un isomorphisme de corps value t.q. Kin n Ai- K- n A2 via f

pour tout n. Alors f se prolonge en un isomorphisme de corps value K1 ~ K2 .
Demonstration. II suffit de prolonger f à un souscorps intermédiaire Ai t.q.
n.val A’=n.val K1~val A’1 pour tout n, car alors val A* sera un Z-groupe et

en passant au henselise A* = les Aih seront des CpC et on pour-

ra conclure par le lemme 2.4 . 11 suffit evidemment de considerer n=q premier .

Soit done q premier, a eA , a2=f(al)’ t.q. v(a )/q E val K1Bval A . Notons

que ai est irreductible sur A.. On peut supposer que a1~K-q1 (cf.2.2)

et donc aussi Soit t.q. et en~N n=2,3... t.q. 

Nous allons prolonger tout en preservant ses proprietes ce qui

assurera v()/q E val(dom f) . Ainsi un isomorphisme partiel maximal prolongeant
f et preservant ses proprietes nous donne Ie prologement de f cherche. Notons
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que la valuation induite sur Al(Yl) est complètement determin~e : on a

car Ai et q est premier. II s’agit done de bien choisir

une racine q-ieme de a2. On la choisit comme suit.

(§} ~ la proposition : soit un tel Y2. On a un isomorphisme de corps values

f : qui prolonge f et t.q. f(Yl)=Y2. II faut voir que

via f. ° Soit ° 

pour un d1~A1. Posons , ainsi Il existe t.q.

v(~.}=Q et (c.f.2.2) et donc aussi (c.f.2.2 et le

fait que ~/ (ps} ) . ssi ssi

03BBd1-jn~K-n1 ssi 03BBd2e-jn~K-n2 (03BBd1e-jn~A1), ssi 03BBd2yj2~K-n2 ssi x2~K-n2.

Preuve de -(!)_: : notons d’abord qu’il y a le même nombre de racines q-ièmes de

1 dans les K. : elles sont contenues dans le hensélisé de c (K.,v.) .
Si il y en a une seule alors il y a un seul y2 et rien à montrer puisque dans

ce cas ssi xqEK-nqi et etc. Soit donc z~K2 une racine

primitive q-ième de 1 et b t.q. bq=a2. Alors les racines q-ième de a2 sont

. Supposons () faux. Alors il existe tel q ue

. n.. 
1 

n.

en . bzJ, K2. J et donc où n=ppcm(n.) J (e e n. E K: 1 J) . Mais
J 

n 2 J n 
J 

i

eny1 ~ K-n1 implique eqna1 ~ K-nq1, d’où e eqa =(e b)q E 

pour un certain x E K2 et enbzj e K2n pour quelque j , contradiction. 0

De la même façon que pour CAC le theoreme de Macintyre est donc un corollaire

de 1a proposition suivante.
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Proposition 2.6. CpC est modèle-complète dans le langage L(V,P) .
Demonstration. Soit (K’,v) des CpC. Notons que K est nécessairement

une sous-structure 1.e. . K n K’n car par ce qui prece ~ -d e K est rel.
n

alg. clos dans K’. La formule test est ici de la forme

ou les f,g,h E et ou (~) indique qu’on a possiblement une nega-

tion. Encore une fois on montre l’implication non triviale. Supposons que

3x ~(x,k) soit vraie dans K’. En passant aux clotures p-adiques on peut sup-

poser, comme pour CAC, que deg tr K’/K = 1 . On a deux cas :

(1) val K’ = val K : soit b E K’BK . Alors best transcendant sur K et K’

est la cloture p-adique de K(b) . Soit

on montre que

ou A(K,v) est le diagramme de (K,v) dans L(V) dans le sens evident: (cf.

l’exemple CAC), et ou on laisse le soin au lecteur de traduire les egalites

dans L(V) . En effet, soit (K",v) ~ (K,v) un modele de E ,

t E K"BK satisfaisant les conditions donnees. Alors les resultats de Kaplansky

sur les suites pseudo-convergentes d’Ostrowski disent pr6cisEment que (K,v)

n’admettant aucune extension algébrique immédiate propre, les conditions

determinent Kb&#x3E;,v&#x3E; ’ K-isomorphisme pres . On a done un

K-isomorphisme de corps values f:K(t)K(b) t.q. f(t)-b. Soit K(t)p-ad
la clôture p-adique de K(t) dans K". En utilisant le fait que val K(t)=val K

on montre comme en (2.5) que K(t) - (K’)’~n K(b). D’ ou, par

(2.5), K’ et done 3x ~(x’,k) est aussi vraie dans K" .
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Par Ie theoreme de compacite, comne pour CAC, on se ramène à resoudre dans K

un systeme

sachant que b en est une solution dans K’. Des reductions comme dans CRo] pour

le cas des corps values algebriquement clos, qu’on trouvera en appendice, nous ra-

menent a un systeme

Mais ce systeme n’est rien d’autre que y ~ 0, y ~ c. i dans le corps des restes

res K = res K* = F ce qui nous assure qu’il y a une solution dans K .

(2) val K  val K’ : soit b ~ K’ t,q, v(b) e val K’Bval K. Notons que

n.val K=n.val K’nval K, n=2,3.... On considere cette fois

Comme précédemment, en suivant encore de plus près (2.5), on montre que

E ? 3x 03C6(x,k) (N.B. v(E k.b ) = min par hypothèse sur b et la remar-

que ci-dessus). Par Ie théorème de compacité on se ramène a résoudre dans K :

en sachant que b est une solution dans K* . On a = y* pour quelque yt

dans K’ et ~,r comme en (2.2). On en deduit: que ~ (K‘)‘n , ~=~-1 ~ d’ou

K* , et que Soit 5-r.v(p) = 

ou ß~val K et 0sn , et soit yeK t.q. = ß+v(p) . Alors ~ K-n
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et 6  v(pryn)  y . Comme K possède une infinite d’éléments ayant meme valua-

tion on peut choisir y tel qu’on ait aussi 1k. et alors lpryn est une

solution dans K. 0

APPENDICE

1. Reduction du systeme dans (2.6)

On a le systeme

a resoudre dans K en sachant que b en est une solution dans K’ et que val K

est egal a val K’ . On remplace d’abord par ou y.=v(b-k.)

qui appartient a val K . On a maintenant

Si k.=k. pour ifj alors y.=y.. On peut done supposer que k.,k. pour ifj .
1 J 1 J 1 J

D’autre part si y.fy. alors v{k.-k.)=min{y.,y.) . D’où par exemple si y.y,
1 J 1 J 1 J 1 J

alors on peut omettre v{t-k.)=y. puisque v{x-k.):y. implique v{x-k.)=y.. En
1 1 J J 1 1

répétant ce processus on se réduit à un nouveau système

Par ailleurs si alors et par Ie même genre

d’argument que précédenment on peut: omettre de tels k. du système. On peut done

supposer que v(k1-k3)~ , j=1,...,m . Soit keK t.q. v(k)=~ . Posons y=(t-k1)/k
et ~k . Alors (§") devient: v(y) =’ 0 , v(y-c.) = 0 ou v(c.)=0~ et

si y est une solution alors est une solution de (§") .
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II. Démonstration de la Proposition I .

On travaille dans les langages L,L(V),L(V,P ) plus des constantes, et avec une

theorie T dont les modeles sont des corps et où Pn est bien forme des puissances

n-iemes. Si T admet EQ alors la condition est satisfaite car il existe une formule

sans quantificateur equivalente a x 03C6(x,y) dans Kl,K2 et la véracité de

03C8(a) ne depend que de la sous-stucture A seule. On verif ie ce dernier point di-

rectement sur les formules de base et facilement sur les formules sans quantifica-

teur. Reciproquement, soit T satisfaisant la condition et une formule

sans quantificateur. Considerons 1’ensemble X des formules sans quantificateur

$(y) t.q. Vy(3x~ ~(~y)-~~(y)) . On montre que T + 

dans le langage ou on ajoute des constantes Dans ce cas Ie theoreme

de compacite implique qu’il suffit d’un nombre de 03C8i dans X

d’ou et puisque les 03C8i~X on a en fait ~

a la place de 2014~ et le tour est joue. Soit done K un modele de 

et a=a.,...,a e K. Soit A Ie sous-corps engendré par les a. 
1 

qui est de la

faqon evidente une sous-structure de K. Montrons que la theorie T+A(A)+3x 

possede un modele. En effet si tel est le cas on aura un autre modele K’ de T

ayant A comme sous-structure et où 3x est vrai. Par hypothese 3x 

devra donc aussi etre vrai dans K (dans L(V,P ) on met aussi dans A(A) les

pour les Par Ie theoreme de compacité il suffit de montrer que

tout sous-ensemble fini de possede un modele. Or une partie fi-

nie de A(A) est equivalente, en prenant la conjonction de tous ses membres, a

une formule sans quantificateur . Puisque t~.~(a) est vrai dans K alors

03C8(a) ~ X d’ou on conclut que a un modèle . Q
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