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COMPARATSON ENTRE LA COHOHOLOGIE ALGéBRIQUE
ET LA COHOKMOLOGIE p-ADINUE RIGIDE
A COEFFICIENTS DANS UN HIODILE DIFFERENTIEL

I
par Francesco BALDASSARRI ()

0. Introduction. - Je résumerai ici les résultats et les iddes des démonstrations
contenus dans deux papiers, de parution prochaine, qui portent le méme titre que

cette conférence.

On se donne une variété algébrique XO , irréductible et non singulidre, définie

sur le corps KO = Q?lg des nombres algébriques. On a encore un O, -module loca~

X

lement libre de type fini Y muni d'une connexion intégrable :

0
1
(0.1) N %(O/KO BV, .

Ciassiquement on fait correspondre & (X. , Yo Vb) un triplet d'objets com-

Y., vcl) (" c1 " signifie "classique") (ef. [11],

plexes analvtiques (Xcl y ¥

[41).

&n analyse p-adique, ou mieux en géonétrie rigide p-adique, il existe encore wmn

Y v.) 3 3 Y v .
correspondant naturel de (XO » Yo O) ; on le dénotera (Xrig » ¥ig rig)
Ici, par exemple, X . est une variété rigide analytique, irréductible et lisse

rig
sur K = un corps p-adique complet et algébriquement clos, choisi & 1l'avance ([9],

[21).

On peut donc considérer les couplexes de De Rham correspondant & ces modules &

connexion :
. Y Y] — (R, Y
OR(X /Ky 5 (¥y Vo)) = OR(Y,)

\)
0 ~F 2 Y

0 —=> ¥ e § 2V . 2 ¥ - ...

0 7XO/KO 0 O)(O/KO 0

il

(0.2) @ﬁ(xcl/g ;

—~
Q
]
-
<
o
-
~
N—”
i
2
Ovd
=
N

v "
=0 —— _cl 3 Y > F LA .
=0-=>Y¥, > QXcl/gg el T Ckcl/c ¥ T e

@oz(xrig/x ; (vrig , VL)) =0RY )

Y
+ 1
= —_— A —tE
0 > rig > Qx

2
d ¥ . =——> 2y N —— eee
i nJK rig > Xrig/K rig

et leurs groupes d'hypercohorologie ("cohomologie de De Rhau") :

(k) Francesco BALDASSARI, Sewminario Matematico, Universita di Padova, 7 Via
Belzoni, I-35131 PADOVA (Italie).
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Hp(Xy/Ko 5 € 0 %)) =4 BXE, , OR(¥)))

.o

(0.3) HR(x ./C

-e

v = a
(Ycl 4 cl)) aérf E—(Xcl i QR(Ycl))
q . ' - q
HDR(Xrig/K ’ ézrlg ! vrig)) Taéf E-(Xrig ’ QR(Y;ig)) *

Le théordme de comparaison de Grothendieck-Deligne affirme que, si (V. , Vb)

est régulier & 1'infini, les houmomorphismes naturels
. q . ; 5 g4 .
(0.4) £ %, p(/Ko 5 (G 0 %)) —> Hpp(Xp/C 5 (g 5 V)

sont des isonorphismes pour tout q 20 ([6],et [4], Chap. II, y 6).

Le théoréme de comparaison de Kiehl [87], affirme d'autre part que, si

(%, v) = (oxo , dXO/KO) ,

on a des isoworphismes canoniques

(0.5)  xa Hpp(Xo/Ko 5 (g s ) > mRp G, /K5 (B, vy ) s

c'est-a-dire que
. q ~ . 7l
(0.6) K ®K0 HDR(XO/KO) = HDR(Xri JK) .

Dans le cas classique, 1'égalité entre cohomologie algébrique et analytique fait
défaut dés qu'il se présente une singularité irrégulidre & 1'infini. Dans 1lc cas

p-adique rigide, je conjecture que les houonorphismes naturels.

v_.))

(0'7) K d%b H%R(XO/K i (%)’ Vb)) - H%R(Xrig/K i G&ig ’ ‘rig

sont des isomorvhismes pour tout q >0 , sans hypotheéses sur (YO , Vb) , et en

particulier si (VO y Vb) a des sgsingularités irrédgulitres & 1'infini.
Nous pouvons prouver la conjecture précédente dans les deux cas suivants ;

(a) X, est une courbe ;

(v) (Yo y Vb) est régulidre 3 1'infini.

Nous allons maintenant esquisser la démonstration de notre conjecture dans les

deux cas (a), (b).

1. Réduction au cas locale. — La suite spectrale de Leray pour un recouvrenent de
Zariski de XO (qui donne aussi un recouvreuent aduissible de Xrig ) nous permet

de supposer XO affine. La résolution des singularités nous permet aussi de sup-

poser que XO est le couplénentaire dans une variété propre et lisse XO d'un

diviseur 3 croisements normaux Yb .



19-03

On a donc
(1.1)

et donc

On a alors un diagrauue cow.utatif, od on a noté par (X , X, ¥, V, i, «..)
les extensions algébriques de (x. , XO , «ee) 2 K :)Kb :

E*(X s Ju (D(R(V)) -g'él—' ’Ifé(x , @R(‘a’))

(4) (1)

% N/

(1.3) H (X, (3 0R(Y)), )

1 ()

e . (2) %
B (Rip o dpggn OR(V, ) =5 E (Xpp 0 ORE 5 .)) -

A\ g

La fléche (1) est simplement (0.7) : on veut prouver qu'elle est un isonorphisme
La fldche (2) (resp. (5)) est un isonorphisme parce que le norphisue jrig
(resp. j ) est acyclique. La fldche (4) est un isonorphisue & cause des théorimes
GAGA p-adiques [9], qu'on peut appliquer puisque X est propre. Finale.ent pour
prouver que (0.7) sont des isomorphisnes, il suffit de prouver que la fleche natu-

relle (3)

3¢
: s _ .
(1.4) E R, Ge0fW) ) > E @y s Jngen® %))

g g

est un isouorphisne. Les conplexes

(35 0R(¥)) e OR(Y(M) ot 3 wR(V ) =50 0R(V(-))

rig “aé
. N s ¥ .
ne different que le long de Yrig Xrig
GrAce & 1'existence de voisinages tubulaires de Yrig dans Krig [6], on peut

se limiter & considérer un tel voisinage U (déerit plus loin), et & déuontrer

que les couplexes
(1.5) ORY (#))(U) ——> 0R(¥(-))(U)
sont quasi isouorphes. Or la situation sur U est la suivante (cf. [8]) :

A = K-algdbre de Tate régulidre et intégre,

B=A<X1,‘..,XS>>,

U = Sp B &> Xrig , ouvert aduissible,

Z=Y . nU d'équation x, «ee x_ =0 dans U,
rig 1 s

d = faisceau de OU—modules associé a Z ,
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’

U' =0 -2Z2=X_. nTU
rig

i: U!'C~->U, restrictionde j . a U' ,
rig

V = B-nodule libre fini,

V= Gh—module associé a V ,

F(#) =1n 50 0T = (5, %)

wl 5 ’
i rlglU
U(") i* i—l NV =

V() = T(*)(v)
v(-) = ¥(=)(v)

i

jrig*(yrig)lU ’
(3, Y)rig(u) = Vo B(¥) ,

(

Il
Il

Jrig* leg)(U) =V QB B(—) .

La connexion sur ¥ induit un norphisme K-lindaire satisfaisant la régle de

Leibnitz, et intégrable (dans le sens usuel)

(1.6) V08)  V(H) > G 95 V(X

d'ou les couplexes de De Rhanm

il

(1.7) DR, (V(*))
et

(1.8) = (V(-))

0 —=> V(#) —> C%/K 2 V(#*) —> ...

1l

0 == V(=) —=> (%/K o V(=) —> ... .

Coniuie
DR (V(¥)) = (3, V)rig (v)
et
DR (V(=)) = (G g ¥y ()

on conclut facileunent que notre conjecture équivaut au fait que le plongeuent de

conplexes K-lindaires
(1.9) DR (V(¥)) > DR, .(V(-))
est un quasi-isonorphisme. L'hypothése de 1'origine algébrique de notre connexion

(0.1) jouera un rdle fondauental dans la déuonstration, puisqu'elle permettra d'ex-

clure 1l'apparition des nombres p-adiqueuent Liouville.

2. Le cas des courbes (dim Xj = 1) « = Ici

A=K,

B = K&X> = {Zﬁ Xt 3 2 € K qui convergent dans n(o , 1+)} ,

B(*)

B(-) = {Ziez a; X' ; a; €K qui convergent dans (o , 1) \ {03},

—~

20 %i
K[ x71]

]

vV = B , et 1la connexion V équivaut 3 un opérateur différentiecl.
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(2.1) L = (a/dx) - ¢ : B(*)® —— B(*)*

% T
avec G € Mnxn (B(*)), @& "rationnelle sur KO ",

On a un carré couutatif

B(%)n _E_> B(-:e)n
(2.2) T I

B Lo a0

et on doit prouver que les wnorphismes naturels

(2.3) Ker (L) &> Ker (L)
B(#)" 3(-)"

et

(2.4) Coker o L —=> Coker = L

B(%) B(-)

sont des isomorphismes. La nature locale de notre probléne nous peruet de supposer
que L est dans la forme canonique de Turrittin [17], donc que G est triangulaire.

On neut alors filtrer le couplexe
DR(V(¥)) = 0 —> B(*)™ 2o B(*)® —> 0
et se rauener, par la suite spectrale des objets filtrés, au cas n =1 .

Ce cas se traite toujours localement & la nain si L est régulier, et & 1'aide

de [10], si L est irrégulier.

3. Le cas de (YO , vo) régulier 3 1'infini (din X 2 1) « = Ici la filtration
de DRK(V(:f)) , induite par le wnorphisme lisse

U ——> Sp A (A C—-> Akx g e o XS>) '—“-B)

1
(filtration de Hodge) permet de reuplacer DRK(V(:)) par les couplexes de De Rhan

relatifs & A

3 3 VA 1 2 .
(3.1) V(D)) = 0 = V(=) —=—> Oy, @ V() —> 0y @ V(E) ——> ...
ou VA(f) : V() — Q}];/A & V(f) est induite par v(E) . v(ff) S O%/K ® V(f) .

On suppose que VA(*) a des singularités logarithuiques le long de Y . Cela

signifie que dans une base e = (e cee en) de V sur B, ‘VA(*) équivaut

1 b
a1 systeue différentiel intégrabdle
Y
v —_
(3.2) AiB—X—i-_Hi Y

H e M (B) , i=1, «e. 4, 8 . Le fait que \7A('X‘) provient d'une connexion abso-
1 nxn

lue (et "rationnelle sur Ko D) peruet de prouver que les natrices
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(3.3) 1“j = Hj(o) € Mnxn(A)

ont leurs valeurs propres dans K, (donc non-Liouville). Par localisation, on peut

aussi supposer que les natrices Fj sont triangulaires sundrieures.
On utilise raintenant deux résultats intéressants.

ler résultat : Théorie foruelle relative des singularités régulidres (a la Gérard-

Levelt). = On pose

td»
i

A[le y eee xsﬂ ,

=Bey v,

<}>

ﬁ(%) - ﬁ,gB v(*)
%A(*) = extension naturelle de VA(*) .

On veut prouver qu'il existe une base f = (f

l 7
3 éléments dans U telle que
" 53 dx .
% - =
(3.4) ) e =2 —-ixj ® T, ,

ou les matrices Fj sont triangulaires supérieures a éléments dans K , et sont

telles que les termes diagonaux de fj - Tj sont dans N .

On arrive & un tel résultat en &tendant la théorie de Gérard-Levelt [5] du cas
d'un corps de base algébriquement clos de caractéristique O au cas d'un anneau
de base intégre A , grfce au fait que les matrices I, sont triangulaires et que

leurs valeurs propres sont dans un sous-corps (K) de 4& .

2e résultat : Théoréme de Clark relatif & plusieurs variables. - Il faut mainte-

nant prouver que les éléments de la base f de (3.4), a priori dans
V=V8 Aﬁxl y see xsﬂ ,

se trouvent en effet déja dans A“xl/e y eee s xs/€> , pour quelque ¢ >0 . On
rappelle que la K-algdbre de Tate A est intdgre, et donc ([2], (6.2.4), Th. 1)
sa. structure de K-algebre de Banach est définie par sa norme spectrale

| lsup = || . |
dans A qui convergent dans A~ pour nxlﬂ yoeee s dlxgil S

rd e < rd - b . .
. Les éléments de A<xl/e g see xs/€> sont les séries & coefficients

Si on écrit f = eF , on voit que F satisfait au systéme différentiel

dF ~ .
(3.5) Xosr=Fy - EF, G=1, .., 8.
J

Or (3.5) est un systéme régulier (d'ordre n® ) 34 exposants non-Liouville dans
K , et a coefficients dans A<x1 y ses xs? . I1 admet une solution "formelle"

Fe Mnxn(ﬁ) .

Pour examiner la convergence de F , il vaut mieux changer les notations.
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THROREME 3.6. — Soit

s

Y .
(3.6.1) Xj T =6 Y, i=1, .. ,s

3 J

gvec Gj € Mnxn(B) un systome différeatiel intégrable. On suppose gue la matrice

S o . ’ . Ve Ve s
Zj:O Gj(O) € Mnxn(A) est triangulaire supérieure i éléments diagonaux non-—

Liouville dans K . Alors une solution formelle Y de (3.6.1) est dans

(A<x1/ y eee xs/e>)n pour quelque € >0 .

€

Démonstration. - Soient Yy o0 oeer s Vg indéterninées, et soit AY = A<yl,m,ys>

équipée de sa norme spectrale ﬂ ﬂ . On a le lemme suivant.

LEHME 3.6.2. - Soit
z(xl y see xs) € Aﬂxl g ses xsﬂ et zy(t) = z(yl t, eoe Yq t) € Ayﬂtﬂ .

Alors

Z € A<x1/€ y eee xs/€> <> ZY € AY<t/e> .

Démonstration. — BEn fait, pour z = E%Eyf a, x> ’
1im| o] = ';\aa“ e'al =0 <==> lim, (max|a|=i iiaail) e:lo‘I =0 .
C. Q. F. D.
Considérons le systéme induit par (3.6.1) sur la "droite générique" X; =Y to

i=1, 00,8 ,d &% (ty=(ty,, «ov, tv))

dy _ L -
(3.6.3) b= §§=1 X, o = 2?:1 Gj(ty) Y=0(%) Y.

PN S
Oon a G(t) € AY<t> et G(0) = Zj=1 Gj(o) .

Grice au lemme, on peut donc supposer s =1 dans 1l'énoncé du théoreme, et

(3.6.1) prend la forme

(3.6.4) x-%% =a(x) Y

i . > 7
= € ~ >
avec G(x) =T + 21?1 Gi =, Gi Mnxn(A) , L€ Mnxn<A) , triangulaire s;pe-
rieure & éléments diagonaux non-Liouville dans K . Ecrivons Y = §£>0 X,
Yi e A" pour la solution formelle, qui existe par hypothése ; Y satisfait done

aux formules de récurrence :

s _Si-1 $ >0 .
(3.6.5) 1-1)7, 085 Y5y 120

On déduit du théordme 2 de [3] que Y a un ravon de convergence positif.
C. Q. F. D.
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Les résultats précédents nous raménent gréce & la suite spectrale de Leray, au

cas d'une connexion de la forme

dX .
.7 v (%) £ = 28 Lo rf
(3 ) A( ) j=1 —;E-Q ij

z

avec Tj € Mnxn(K) sous forme canonique de Jordan et & éléments non-Liouville. On

peut donc filtrer les complexes DRA(V(f)) par des sous-complexes, et se réduire

au cas de l'ordre 1 & coefficients dans K

.8 * -8 _Jd
(3.8) v,(*¥) £ i %, 8 vyt

Bf =V, Yj € K , non-Liouville. Ce cas se traite comme dans [4] (Chap. II, lemme
6.9).
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