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COMPARAISON ENTRE LA COHOMOLOGIE ALGÉBRIQUE
ET LA COHOMOLOGIE p-ADIQUE RIGIDE

à COEFFICIENTS DANS UN NODULE DIFFERENTIEL

Francesco BALDASSARRI

0. Introduction. - Je résumerai ici les résultats et les idées des démonstrations
contenus dans deux papiers, de parution prochaine, qui portent le même titre que
cette conférence.

On se donne une variété algébrique XQ , irréductible et non singulière, définie
sur le corps des nombres algébriques. On a encore un QX0 -module loca-

lement libre de type fini V0, muni d’une connexion intégrable :

Classiquement on fait correspondre à 90) un triplet d’objets com-

plexes analytiques (X ~ ’~ , V ) ~" cl " signifie "classique") 
[4]).

En analyse p-adique, ou mieux en géométrie rigide p-adique, il existe encore un

correspondant naturel de va) ; on le dénotera , V . ) .

Ici, par exemple, X . g est une variété rigide analytique y irréductible et lisse

sur K = un corps p-adique complet et algébriquement clos, choisi à l’avance ([9],
[2]).

On peut donc considérer les complexes de De Rham correspondant à ces modules à

connexion :

e t leurs groupe s d’hypercohomologie de De 

( ) Francesco Seminario Matematico, Università di Padcva, 7 Via

Bel zoni , 1-35131 PADOVA (Italie).
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Le théorème de comparaison de Grothendieck-Deilgne affirme que, si 

est régulier à l’infini, les homomorphismes naturels

sont des isomorphismes pour tout q  0 ([6], et [4J, Chap. 6) .

Le théorème de comparaison de Kiehl C 8 ~, affirme d’autre part que, si

on a des isomorphismes canoniques

c’ est-à-dire que

Dans le cas classique, l’égalité entre cohomologie algébrique et analytique fait
défaut dès qu’il se présente une singularité irrégulière à l’infini. Dans le cas

p-adique rigide, je conjecture que les homomorphismes naturels.

sont des isomorphismes pour tout q  0, sans hypothèses sur (V 0 ’ B70) , et en

particulier si des singularités irrégulières à l’infini.

Nous pouvons prouver la c on jec ture préc édent e dans les deux c as suivants ;

(a) X~ est une courbe ;

(b) (V ~ est régulière à l’infini.

Nous allons maintenant esquisser la démonstration de notre conjecture dans les

deux cas ( a) , (b). 
’ 

’

1. Réduction au cas local. - La suite spectrale de Leray pour un recouvrement de

Zariski de X0 (qui donne aussi un recouvrement admissible de X. ) nous permet
de supposer X affine. La résolution des singularités nous permet aussi de sup-

poser que Xo est le complémentaire dans une variété propre et lisse Xo d’un

diviseur â croisements normaux Yo .
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On a donc

et donc

On a alors un diagramme commutatif, où on a note par (X, X, V)
les extensions algébriques de ...) à 

La flèche ( 1 ) est simplement (0.7) : on veut prouver qu’elle est un isomorphisme.

La flèche (2) (resp. (5) ) est un isomorphisme parce que le morphisme jrig
(resp. j ) est acyclique. La flèche (4) est un isonorphisne à cause des théorèmes

GAGA p-adiques ~9~, qu’on peut appliquer puisque X est propre. Finalement pour

prouver que (0.7) sont des isomorphismes, il suffit de prouver que la flèche natu-

relle (3)

est un isouorphisne. Les complexes

ne diffèrent que le long de Y . eX. 0

Grâce à l’existence de voisinages tubulaires de Y i dans X . [8J, on peut
r g rig

se limiter à considérer un tel voisinage U (décrit plus loin), et à démontrer

que les complexes

sont quasi isomorphes. Or la situation sur U est la suivante (c.f. [8]) :

A = K-alhèbre de Tate régulière et intègre,

B=A~x. ~ ... , 

U = Sp B 2014-,&#x3E; X . , ouvert admissible,~ ~~g

Z = Y . n U d’équation x1 ... x ==0 dans U ,
rig 

’ 1 s

S = faisceau de &#x26; -nodules associé à Z y
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i : U’ U , restriction de j. g à U’

V = B-Lodule libre fini,

V = associé à V ,

La connexion sur V induit un norphisne K-linéaire satisfaisant la règle de

Leibnitz, et intégrable (dans le sens usuel)

d’où les complexes de De Rhan

et

Conne

et

on conclut facilement que notre conjecture équivaut au fait que le plongèrent de

complexes K-linéaires

est un quasi-isonorphisme. L’hypothèse de l’origine algébrique de notre connexion

(0.1) jouera un rôle fondamental dans la démonstration, puisqu’elle permettra d’ex-

clure l’apparition des nonbres p-adiqueuent Liouville.

2. Le cas des courbes 1) . - Ici

V = Bn , et la connexion V équivaut à un opérateur différentiel.
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~B( r;~~ , G sur ~0 ".

On a un carré commutatif

et on doit prouver que les morphismes naturels

sont des isomorphismes. La nature locale de notre problène nous permet de supposer

que L est dans la forme canonique de Turrittin [1], donc que G est triangulaire.

On peut alors filtrer le complexe

et se ramener, par la suite spectrale des objets filtrés, au cas n = 1 .

C e cas se trait e toujours localement à l a nain si Lest régulier, e t à l’aide

de [ 10], si L est irrégulier.

3. Le cas de (B’0’ ~0) régulier à l’infini (dim X0  1) . - Ici la filtration
de induite par le morphisme lisse

(filtration de Hodge) pernet de remplacer DRK(V(*)) par les couplexes de De Rham

relatif s à A

On suppose que ~A(*) a des singularités logarithmiques le long de Y. Cela

signifie que dans une ... ~(~) équivaut
ai système différentiel intégrable

H E M (B) . i = 1 , ... , s . Le fait que ~A(*) provient d’une connexion abso-

lue (et "rationnelle sur K0 Il) permet de prouver que les matrices
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ont leurs valeurs propres dans K (donc non-Liouville). Par localisation, on peut
aussi supposer que les uatrices l’j sont triangulaires supérieures.

On utilise Laintenant deux résultats intéressants.

1er résultat : Théorie foruelle relative des singularités régulières (à la Gérard-

On pose

V (~) = extension naturelle de ~(~) . .

On veut prouver qu’il existe une base f == (f1, ... , f ) de V(*) sur B(*),
à éléments dans V telle que

où les matrices f. sont triangulaires supérieures à éléments dans K, et sont

telles que les termes diagonaux de f. - 1° , sont dans N.

On arrive à un tel résultat en étendant la théorie de Gérard-Levelt [5] du cas
d’un corps de base algébriquement clos de caractéristique 0 au cas d’un anneau

de base intègre A , grâce au fait que les matrices r , sont triangulaires et que
J

leurs valeurs propres sont dans un sous-corps (K) de A.

2e résultat : Théorème de Clark relatif à plusieurs variables. - Il faut mainte-

nant prouver que les éléments de la base f de (3.4) , a priori dans

se trouvent en effet déjà dans A~X1/e ’ ... , pour quelque e &#x3E; 0 .On

rappelle que la K-algèbre de Tate A est intègre, et donc ([2]~ (6.2.4) , Th. l)
sa. structure de K-algèbre de Banach est définie par sa norme spectrale

i’ |sup = li 1’ . Les éléments de Ax1/~,..., xs/~ sont les séries à coefficients

dans A qui convergent dans A pour , ... , e .

Si on écrit f = eF , on voit que F satisfait au système différentiel

Or (3’5) est un système replier ((Tordre n2) à exposants non-Liouville dans
et à coefficients dans ... , y x ~ . Il admet une solution "formelle"

F E M (Ê) .nx n

Pour examiner la convergence de F , il vaut mieux changer les notations.
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/ 1 .

avec G . E FI (B) un système différemtiel intégrable. On suppose que la matrice
---- J nxn 

u

G.(O) E M (A) est triangulaire supérieure à éléments diagonaux non-

Liouville dans K. Alors une solution formelle Y de (3.6.1) est dans

(Ax1/~, ... , pour qUelqUe e &#x3E; 0 . 
--

Démonstration. - Soient y , i ... , 03B3s indéterminées, et soit Ay = 
équipée de sa norme spectrale 11 Il . On a le lemme suivant..

3 . 6 . 2 . - Soit

Alors

Démonstration. - En fait, pour

Considérons le système .induit par ( 3 . 6 . 1 ) sur la "droite, générique " Xi = YjL t,

Grâce au lemme, on peut donc supposer s = 1 dans l’énoncé du théorème, et

(3.6.1) prend la forme

avec G(x) = r + 03A3i1 Gi Xi, Gi E M (A), r E Mn n(A), triangulaire supé-
rieure à éléments diagonaux non-Liouville dans K . Ecrivons y = 1. Y. Xi,

i, i

Yi E An pour la solution formelle, qui existe par hypothèse; Y satisfait donc

aux formules de récurrence:

On déduit du théorème 2 de [3] que Y a un rayon de convergence positif.
C. Q. F. D.
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Les résultats précédents nous ramènent grâce à la suite spectrale de Leray, au
cas d’une connexion de la forme

avec F e 1.i nxn (K) sous forme canonique de Jordan et à éléments non-Liouville. On

peut donc filtrer les complexes par des sous-complexes, et se réduire

au cas de l’ordre 1 à coefficients dans K

Bf = V , 9 K , non-Liouville. Ce cas se traite comme dans [4J (Chap. II, lemmeJ
6.9) .
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