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LES GROUPES TFORMELS D'ARTIN —-MAZUR ET
LES CONGRUEICES D'ATKIN - SWIMHERTON-DYER

par Jan STIENSTRA ()

Les congruences d'Atkin - Swinnertop-Dyer, pour un modle E sur Z (ou ZP)
d'une courbe elliptique, relient la fonction z&ta de E et la forme différentielle
canonique sur E (voir [2], [6], [8], [9]). De telles congruences existent aussi
pour d'autres classes de variétés & mod”les entiers et de genre pg-= 1 ; par exemple
pour certaines surfaces K 3 (cf. [16]). Dans cette note, on domne une démonstra-
tion de ces congruences. La méthode est fondée sur une analyse des foncteurs d'Artin-
Mazur, qui dans les cas considérés sont des groupes formels (ef. [1]). Le 1lien entre
ces groupes formels et les facteuré de la fonction z&ta de la variété est fourni par
la théorie de Cartier-Dieudonné et la cohomologie cristalline, en particulier la
suite spectrale des pentes ([197], [10]). Le lien entre ces groupes ormels et les
formes différentielles est établi, dans les cas considérés, par un calcul direct en
cohomologie de Cech de 1'espace projectif [ 17]. Les conecruences sont alors une tra-

duction précise du rapnort entre les deux descriptions,

Voici le plan de cette note. Au paragraphe 1, on rappelle la définition et quelques
propriétés élémentaires des groupes formels. Au paragraphe 2, on montre comment la
théorie de Cartier implique des congruences. Au paragraphe 3, on donne la définition
des foncteurs d'Artin - Mazur et leur lien avec la cohomologie du faisceau des vec—
teurs de Witt. Au paragraphe 4, on rappelle quelques résultats de la théorie de la
cohonologie cristalline, du complexe de De Rham -Witt et des fonctions z&ta. Au para-
graphe 5, on décrit une classe de variétés pour lesquelles on peut calculer les
groupes formels d'Artin -Mazur trés explicitement. Au paragraphe 6, on fait la syn-

thése et on décrit un exemple.

1. Rappels sur les groupes formels.
Pour la théorie générale voir [87, [9], [15], [19] .
lel. Soit X un anneau, commutatif avec unité. Soit HilalgsK: la catégorie des

K-algtbres commutatives associatives sans unité, dont les éléments sont nilpotents.

L'espace affine formel & n dimensions sur K est le foncteur

A; ¢ Nilalgsy ——- Ensembles

qui & un objet A (resp. un morphisme f ) de Hilalgs, associe 1'ensemble

A x ... x A (resp. l'application f x ... x £ ), produit cartésien & n facteurs.

(*) Jan STILHSTRA, Mathematisch Instituut, Rijksuniversiteit Utrecht, 6 Budapest-
lagn, FL-3508 TA UTRECHT (Pays-Bas).
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Un groupe formel de dimension n sur K (sauf mention dv contraire les groupes

formels, que nous considérons, sont lisses et commtatifs) est un ‘oncteur covariant
G EilalgaK -—> Groupes ahéliens

tel que le foncteur "ensembliste" sous-~jacent admette une hijection fonctorielle vers

A; « Une telle bijection fonctorielle, c : G —~=> AE s'appelle une paramétrisation
de G .

1.2. Le choix d'une paramétrisation c¢ § G ===~ é; fournit une loi de groupe

formel L(¢ ’ ﬂ) de dimension n sur K ; i. €. un n-uple L = (Ll y oo Ln)
de séries formelles & coefficients dans K en deux n-uples de variables
G,

g =

cee §n) et 7 = (WH y e V%) , tel que, »our tout A € NilalggK ct

tous « , g € G(4a)
cla & 8) = Llcla) , c(8)) ,

ot @® est 1'addition dans le groupe G(A) . Les axiomes de grouve commutatif pour

G sont alors équivalents aux identités suivantes, pour (g ’ q),

L(u(s, ), ¢)=u(s, u(n, ¢), we,0)=¢, Lls, =10, 8,

I

ou { est un autre n—uple‘d‘indéterminées et 0 = (0 , ees 5 0) . Aussi
L(g, T) =&+ 1 mod deg 2 2.
1.3. Ji 1l'homomorphisme K —-> KX ® Q est injectif, a toute loi de groupe formel

de dimension n sur K, L(g , M) , correspond un n-uple z(T) de géries formelles

4 coefficients dans K ® Q en n indéterrindes T = (Tl y eee s Tn) , tel que
4(7) =T mod deg =22

L(e , 1) = & 2(a(g) + (1) .

On appelle (T) 1le logarithme de la loi de groupe formel L(§ , %) .

1.4. Les exemples les plus simples sont le groupe formel additif Q; et le groupe

formel multiplicatif Q; ; ces groupes sont de dimension 1 et définis sur 2 . Ea
admet une paramétrisation pour laquelle la loi de groupe formel est L(g , M) = &7

et le logarithme est i) =71, g; admet une paramétrisation pour laquelle la loi

-

i)

I(T) = Zn n'-1 ™= - log(l - T) .

de groupe formel est L(g ’ g+ T - 80, et le logarithme est

il

2. Module des courbes et congruences.
Pour la théorie générale de Cartier voir ([5], [197, [15], [81).

2.1, La.théorie de Cartier associe & un groupe formel G de dimension n sur

un anneau K son module des courbes, défini par

e = 1im_ G(&[£]/(+")) .
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Ayent choisi une parandtrisation de G , on veut identifier CG avec 1l'ensemble
n . .
(t’[[t]])" des n-uples de séries Formelles, en une varlable, sans termes constants,
muni de 1'addition donnde par la loi de groume “nruel associde avec la paramétrisa-

tion de G .

2.2, CG est un module sur 1'anneau de Cartier de K . On dispose, en particuliey
d'élérents Vk (Verschiebung = décalage) et Fk (Frobenius), pour tout entier
k > 1, qui operent cou e suit:
s . . . . . . k
Vk correspond & 1'application isduite par la substitution t |--- 1t ;
P se dérinit par la formule

K
P (v(8)) = z;tl/k) & (P tl/k) O...0® y(gk tl/k)

pour (t) € CG , et { une racine k-idue primitive de 1'unité.

2.3, THFORHMIE. - Soit K wun anneau tel que K —> K @ Q soit injectif. Soit p

un notbre premier. Soit G un groupe formel de dimension 1 sur K, et G sa

réduction sur K/pK (i. e. la restriction du foncteur G & la sous—catégorie

Nilalgs K /oK de - Nilales p )« Etant donnée une parauétrisation de G , soit

. _ -1 n
(1) = ZnLJ n g T

le logarithme de la loi de groupe formel correspondante. Les ﬁn sont automatique-

nent dans K . Supposons qu'il existe des nombres entiers a e tels que
Pp ju 1 » G

1'opérateur

2 k-1
Fp + al I+ a2 Vp + a,3 Vp + eee + ak VP

stannule sur CG ( I = identité).

Alors on a les congruences : pour tout n 21,

3 : + + k-1 =0 mod p° si pln
vp T8y In/p + Pa, ﬁn/pZ cee TP 8 pn/pk B p P

(avec la convention G 0 si ng Z ).

Démonstration. — En utilisant la paramétrisation de G , on identifie CG avec
tK[[t]] . Par restriction de Nilalgsy a HilalgBK g+ on obtient une paramétri-
sation de G et donc une identification de CG avec t(X/pK)[[t]] . L'hypothdse

que Fp + a) Vg toeee +oay Vi—l s'annule sur CG inplique que cet opérateur opé-

rant sur CG a son image dans le noyau de (G ——> ¢G ; i. e., avec les identifica-

tions données, dans tpK[[t]] . En particulier, on a

(B, + 8 V9 4 ooe+ oy T(8) = tpE(E)

avec f(t) e K[[t]] . D'aprés les définitions de Fp , Vp et 4, le membre de

gauche s'éerit
1

k-
(P 4 e (5P a, () + ay 4(8F) + oou +oay L2 ),
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ol { est une racine p-itme primitive de 1, et + désigne 1'addition ordinaire

des séries. Un calcul simple montre que cette expression est ézale

a
-1 , k-1 £
7 R . i ——
¥ (Zﬁal<pnp +oa) Byt e, dn/p *oeee* P 8 5n/pk—1) n )

Par conséquent,

tn

S . . , k-1 ‘ x
n&l(pnp +a, ﬁn +.p&2 pn/p + eee + P ay Jn/pk—l) o

2pt(t))

]

- n
ot ot ot 2(t)

I

nzl
= une série formelle en t & cocfficients dans pK & Z(p) ’

ou Z(p) ={nmeq; (n,n)=(p, n) =1} .En conparant les coefficients de ces
es o

n trouve les consruences annoncées.

fdemarques = Un trouve des résultats analogues plus généraux, sans référence a la
théoric de Cartier, dans la théorie de Honda [9] et le "functional equation lemme!
de Hazewinkel [8].

3. Les foncteurs d'Artin -Magur. [1].

3.1. 30it X un schéma sur un anneau K . On lui associe les foncteurs d'Artin-

Mazur (pour i =0 , 1, 2, ees )

Hl(X , gm,X) : Nllalgsx:-> Groupes sbéliens
(dans [ 1] ce foncteur est noté & ), définis comue suit. Soit GX le faisceau d'an-
neaux structural sur X . Si A est une nil-K-algdbre, notons ©_, 8, A 1le faisceau

X K
pour la topologie dec Zariski sur X associé au pré-faisceau

(U <X ouvert) |—> (U , @X) B A,

et Q; X(A) le faisceau de groupes abéliens, tel que
?

rw , Q-;’X(A)) =G (U, 0, & 4) .

Alors le foncteur Hl(X , g associe a la nil-K-algébre A 1le i-ime groupe de

. R ~m X) .
cohoniologie, Hl(X , Qﬂ X(A)S , du faisceau Qm X(A) .
H ?

~

3.2. Supposons X/K propre. Alors;’si Hl(X , Qm X) est un groupe formel, son
H

nodule des courbes est donné par

C(E(x , & 1))

]

lin_ B (X, g, (K £1/(+7))

g (X , lim_ g;,x(tK[t]/(tn))

il

A

=Hi(X,C§mX).
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S

P ’ ) > s ’ N . ~ n . . 3
Le faisceau cgm’x , par deflnltlon $gal & lim gm’x(tK[t]/(t )) , s'identifie,
par une parauétrisation de G , su faisceau tG)K[[t]} rmuni de 1'addition

fOg=~7+¢g-~-"fg.

-~
Ce faisceau cgﬁ X est le faisceau des groupes additifs sousjacents au faisceau
1

des anneaux des vecteurs de Witt généralisés (cf. [5], [4], [10]).

3.3. 30it p un nombre premier. Supposons que tous les noubres previers #p

soient inversibles dans 1'anneau K . L'opérateur

:Z \ —1 | H " —— A
E £ el w(n) v F cgm,x > cg-m,X ,
ol u désigne la fonction de Kobius, est un projecteur. Son inage, uCG S x 0 stiden-
tifie wu faisceau WO, des vecteurs de Witt p-typiques sur X (voir [4], (5], [10],
{113, [12]), et 1'on a un isomorphisue
. (E ® n)n . ﬂ
T RO
G, x Cmmmmy- X!
n~V
n

o1 n parcourt les entiers positifs non divisibles par p (voir [4], [5], [107).
Les opérateurs Vet F , pour (n, p) =1, commutent avec Vp et Fp . Par
conséquent, E aussi comr.ute avec Vp et F_ . Donc, Vp et F_ opérent sur ?QOX,
ot cette acti : Scoupositi —— wo, .
et cette action couiute avec la découposition cgm,x > np[n QX

3.4, Soient Laintenant p un nombre premier, K un anneau tel que les nombres
pretiers # p soient inversibles dans K , et X un schéna propre sur K . Si
7 (x

A
’ gu X) est un groupe foruel, on a,d'apres ce qui précede, une décorposition
’

. . ZHT o, v, o
C(H(X'Qm,x)) >PYnH(x,eX),
coizutante avec l'action des opérateurs V et F_ ., En particulier, pour qu'un

opérateur Pp +a, I+ a, Vp oo oAy V‘ =1 , avec a. € 2 , s'annule sur
C(hl(X ’ *m X)) , 11 faut et il suffit qu 11 s'annule sur Hl(X ,ngX) .
,

4, Cohomologie cristalline.

~

Pour la théorie générale,voir [47, [10], [11], [12], [3].

4.1. Dans ce paragraphe, K désigne un corps varfuit de caractdristique p = o,
¢t X est un schéua projectif lisse sur K . ’)‘apres Brocu [ 4], DELIGNE et I.LLUSIE
([re], [11], [12]), 1a cohomologie cristalline H_ . S(X) de X s'derit comme (li-
wite de) 1'hypercohonologie d'un (pro ~-) couplexe de faisceaux pour la topologie de

Zariski sur X

(%) B (0) = 1n_ m(x, v, ) =E(x, #)
n

cris

Le pro—conplexe Xgi& , qu'on apnelle le pro-conplexe de De Rhat ~— Witt sur X ,
L]
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conbine le complexe de De Rhan C% d'une part avec le swsteue

B, o = {r ] = {®o_ /% Wt
O = ey Opdiny = WO PR,

des vecteurs de Witt tronqués sur X , d'autre part

Q, ===> coe oo ¥ Lfy ——— e ed
S

8
.

< ...4'..__-—:’?:5.{-——«0-0
<

1 d »
052 @X ——— s e e :
L \ 4 -
d o4 2 4 d . g 4
Do Bham € —om> (y ——> Of = oo = O
Witt

Dans ce diagramue, chaque ligne représente une algébre différventielle graduée,
et los fldches verticales donnent des hODOLOT)hlSﬂuS d'ADG's. Chaque colonne est nu-
2y . o ® . ¥ oJ ® u =
nie d'opérateurs V : " CX —> " 1 X et F il X > ' G qui pour j =0

(i. Ce WC& ), sont les V(= VP) et (= Fp) usuels, On a les relations
FW=VFP=p, FdV=d4d, pFd=4d, pdV = Vd .

Le comnlexe de De Rham ~Witt k& est la linite du pro-complexe ¥, (&'. Les opé-

rateurs V et F ypassent & la liuite et satisfont encore aux relations précédentes.

On construit un endouorphis:e F du complexe Qi en prenant pJ F en degré J

LCOMET (N RN sss . wsﬂ 4.,
o0 O O
F o P F

L'endomorphisme F de ‘WC% induit un endonorphisme en hypercohouologie

PR (X, N) > E(X, /YY)

pour chaque i . Via (#), cette opératinn corresnond & l'action par fonctorialité de

1'endorprphisne de Frobenius absolu sur X .

4,2, Par projection sur la partie de degré O , on obtient un homomorphisme du

conplexe de De Rhanm —-Witt sur le faisceau dcs vecteurs de Witt :
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U WO m WO s . o B s

o i

. ijX — O —=> .,
Cet hononorphisme com.ute avec F sur W(;. et F sur W@X « I1 induit, pour
£

27
}" vee ===> 0 ——> e e

tout i , un romoriorphisme

-6

P<

) BOZ) —> (X, wo,)

comutant avec les endomorphismes F ,
L'lionouorphisme T gs'identifie au composé

i - 01 _0i i
(X, Big) > B > B =B (X, ¥O)

ddduit de la suite spectrale (dite suite spectrale des pentes)
Ji WD) > B o
EY - B(x , (g) =>H (X, #y)
(voir [ 107, [4]). Cette suite spectrale dégéndre nmodulo torsion (loc. cit.) ; i. e.
les différentielles de la suite spectrale

Eii®Q=Hi(x, 3)®Q — (X, L) oQ

sont rulles. Par conséquent, l'application

T8 Qs gi(x Rep) @ g--)dl(A,WO)JQ

est surjective pour tout i . Come w & Q comiute avec T , un endonorphisme
PE 4 blﬁbl+...+mﬁ F+t%1,ewm b, , eee, b €Z, qui s'anmule sur

Crl”(x) @ Q , s'annule aussi sur H (X ’ YO )@ Q

4.3+ On suppose désornmais K = EP « La fonction zéta de X/Ep est définie par

-1 : n
2(x/E ) 5 1) exp(2 o, n " # X(2 ) T,

p

ol #‘K(E'n) est le nombre des points de X définis sur E—n .

P P
D'aprés DELIGNE [7] ot KATZM BSSING [ 13], on a

_ Pl(T).PB(T) P2N__1(T)
P LT E(T) oo s Py (T)

Z(X/E? ; 1)

avec N = din X , Pi(T) det(1 - TF|E

ori s(x) ®Q) , p(7) eZT] pour i=0,-,2N

¥ est 1l'endoriorphisme de Frobenius.

4.4, THﬁORiHE. ~ Soit X wune variété projective et lisse sur

nonbre entier positif < 2 dim X . Soit Pi(T) det(1 - TF la

e Soit i un
) Q) . On fait

sur F_ . Alors
F\-p—_—--

%
(x
1

1'hypothése que Hl(X ’ g; y) est un groupe fornel de dimen51on
[} $9

le polyndne Pi(T) gtéerit comme
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~ 2 k-1 Lk
Pi(T)_1+a1T+pa2T + eee + P g T

avec a

19 e s alceg, et 1'opérateur
2 o k-1
F+a11+aZV+a3V +...+akV

sur le module des courbes C(Hi(X , Q )) est nul.
~m,X —_—

Démonstration. - Le corps de base étant _Ep , le polygone de Newton pour l'action
de F sur Hi‘ris(X) ® Q coincide avec le polygone de Newton du polyndme Pi(T)

(ef. [14]). 31 Pi(T) =1+ b1 T+ eee + bk Tk , ce polvgone est la plus haute courbe
polygonale convexe dans B_2 entre (0, 0) et (x, ordp bk) qui passe par (ou
dessous) des points (5, ord.p bj) pour j=1, «eo , k o D'autre part, on a le

polygone de Hodge pour t de X : c'est le polygone de somuets (O ’ 0) et

(ZO<r<' n Z<r<’ rh™TY pour j=1, 2, ees , i les nT sont les
N T

= aim B5(X , &Z;) . D'aprds la conjecture de Katz, démon-

trée par LAZUR, OGUS et NIGAARD (3], [107, [11], [12]), le polygone de liewton est

situé sur (ou au-dessus) du polygone de Hodge. Par conséquent, si hOl =1, le

nombres de Hodge h

nombre bj est divisible par pJ—l pour j =1, 0o, k.
L'espace tangent de H (X , g;l X) , par dé*inition ézal &
?
i ~ ! 2
m(x, gy EL81/(D))

est isomorphe a B (X , f}() . Donc H (X , @) est de dimension 1 sur Ij_p , 1. e.

X
0i N . N .
h" =1, et d'aprds ce qui précéde, le polyndme ‘Pi(T) peut s'écrire

2 k-1 k
Pi(T)=l+aT+paT+...+p akT

1 2

avec a; y eeey B € Z . D'aprdés Cayley-Hamilton, 1'opérateur

k -1 -2 k-1
F+ale +pa2Fk + ese + P akI

s'annule sur Hzris(x) Q@ Q , et donc aussi sur Hl(X ,WOX) ® Q (cf. (4.2)). Sur
Hl(X ’ YZ(‘}() , on dispose de l'endomorphisme V , vérifiant FV =VF =p , et 1l'opé-

rateur ci-dessus peut s'écrire aussi

(F+a1I+a2V+a3V2+...+aka—1) =1L,

Comme Hl(X ’ Q;l X) est un groupe formel de dimension 1 , ou bien F est nul
? 3 :
sur son module des courbes, et donc aussi sur Hl(X ’ Wt'%() , ou bien F est injec-

tif sur le wodule des courbes et sur (X ,}’ZﬂX) .

Considérons d'abord le cas ou F est injectif sur Hl(X ,WOX) . Alors
F+a T+a,Vro.ta vl est nul sur w(x ,T’WOX) ®Q . Par ailleurs, comme
B (%, Q_; X) est un groupe formel, 1'endomorphisme v de H (X, YKOX) est injec-
tif [5]. Comue FV = p , il s'ensuit que B(x , }'?OX) est sans p-torsion et que
1'application Hl(X , qu) - Hl(X ’ WOX) ® Q est injective. Par conséquent,
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Ftra IT+a, U+ .o Vk- s'annule sur H (X , Rfk) , ot donc amssi sur le

module des courbes C(H;(A , X)) .

Considérons maintenant le cas o F =0 sur Hl(x P“ . Alors p=VF =0
swr H (X ,WOX) et donc H (X ,‘HOX) @Q=0.Par 1a Lneorie oénérale de la suite

spectrale des pentes ([4], [10], {117, [12]), toutes les pentes de ﬂ} (X) sont
alors > 1 . Pour le polynéme Pi(T) =1+ a; T +»p &, T2 + eee + pk— ak T , ceci
implique que chaque a, est divisible par p . Par conséquent, 1l'opérateur
F - 4 )

+ a I+a, V + + &y 1 qur Hl(x , BO ) , et sur C(Hl(X , gm,X)) , est
nul.

5. Revétements doubles de EF et logarithmes.

5.1. Soit N un entier 21 . Soit G(T,, ..., Ty) € 2 [T eee s Ty] une

O ?
forme homogtne de degré 2N + 2 . Soit X 1le revétement double de gz donné par

—~

1'équation
2
S = G‘(TO g oeee 9 TN) L)
On sait [17] que HN(X , gm,X>

plus, on dispose d'une paramétrisation pour laquelle le logarithme est

est un groupe formel de dimension 1 sur Z + De

-1
A1) = Zﬁa& n g T

n

avec
.. - yn-1 (n-1)/2
coefficient de (TO cee QN) dans (G(TO y eee s TN))
si n es8t impair
p =
n
0 si n est pair .

5.2. La sgérie L(T) admet aussi (loc. cit.) la représentation intégrale suivante

dt N eee N dt

1-N p
) = T/~ 1
n(T) (2' J ) “X(E)T) —1§Tf===ff=f=======f=)
ot le domaine d'intégration, X(¢ , T) , est domé (si G(TO y eee TN) n'est pas
s s 2
divisible par T ) par
g N+1 2 )
?((s,tl, ...,tN)eg t. q. S =G(1,t1,...,tN), Itllselg

(g, T) =%|tjl = e, pour 253N, [, & o0 @ t],-s“ll < |l

-1y ,
(arg(tl * e v tyes ) = arg T P

= (el g ses CN) est un n-uple de nombres réels positifs convenablement choisis.

et T appartient & un disque ouvert suffisament petit de centre O dans C
n) 3 2 3 _ 3 or 2
Pl) = TO(Tl +b T, Ty+c TO) avec 4b +27c#0,

5.3. Prenons N =1 et G(TO ,
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i. e, considérons la courbe eliiptique E donnée par 1'équation de ifvierstrass

3

32 =% + bx + c , alors le résultat de (5.1) fournit la description habituelle, en
termes du paramétre T = x/y a 1'infini, de la loi de groupe Tormel de E (volr
[i87]), et (5.2) n'est autre que 1'intdégrale elliptique classique.

6. Synthese.

Soit N un entier > 1 ., Soit G(T. , ..., TN) € Z[TO y see FJ un polyndue
honogéne de degré 2N + 2 .

- ol 3 e r .3 ~Iq ' d 3
Hels Soit X 1le schéma donmné comme revétement double de EZ par 1l'équation

52 = G(TO y eee TN) . Dlaprds (5.1), on sait que HN(X , Q; X) est un groupe formel
de dimension 1 sur 2 , et on a un logarithme z(T) pour c; groupe Tormel. Le lien
entre ce logarithme et la forme différentieclle de degré M , rdéguliére et sans zéros,
sur la partie lisse de la variété (algébrique ou analytique) XC , cst domné par

1'intégrale dans (5.2).

6.2. Soit p un nombre premicr. Soit XP/E_p la réduction wod p de X/z,; i.

<>
s le revétencnt double de £§L , donné par 1'équation S° = G(To g ses TN) mod p .

. - . ) N[ = “ s . . T ~ 2
On rontre, dans [17], que H (Kp , Qm,Xp) est la restriction de JN(X , gm,K) A

la sous-catégorie NilalgsP de HilalgBZ .
=~ 2

6.3, Il peut arriver dans (6.2) que Xp ne soit pas lisse sur Ep . Parce que la
thiorie de la cohomologie cristalline, du complexe de De Rhan~Witt et des fonctions
z8ta n'a ét4 développée qu'au cas lisse et projectif, nous ferons 1'hypothese supplé-

nentaire suivante.

Hypothése. — 11 existe un schéma lisse et projectif sur F_, ip , @t un morphisme

. —_ ' . i ve - , s > e o~ - '9 .
f Xp > Xp tel que R f Qi 0 pour tout i 21 et T % X

Cette hypothdse implique, d'aprds [17], que f induit un isomorphisme fonctoriel
N, ~ ~ . ~
1 (XP ’ Qm,ip) HN(}\p ’ ..Q'm,xp) .

- by IN A
6.4, La théorie du paragraphe 4 s'applique a HI(X » &%
D

facteur de la fonction zéta de iP/EP qui correspond & H"

) .« s0it Pu(T) 1e

k-1 k
P_(7) = det(1 - TF[HN ( ) ® Q) 1+a T+ pa, T2 4 .+ D a T,

- ' E - —1
avec eer 5 8 € Z o Alors 1l'opérateur F + a1+ 2, V4 oo + 8y Vk s'anmle

=F et V= vp ). Ce rodule
N

est isouorphe au rodule des courbes du groupe formel H p Qm,X ) , et ce groupe

P
E ]

fornel sur Ep est la réduction mod p du groupe fornel HI(X , Qm
Pour BN(X ’ gm,X)
(1) =2 nt By ™ avec

a
1’ - ~
sur le nodule des courbes de HN(XP ’ mexp) (n. b.

t=

,X) sur ‘_Zv .

, on a une parauétrisation qui lui associe le logarithre
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(coefficient de (TO * hee TN)n_l dans (G(TO y seb o Tn))(n-l)/Q
si n est impair
8, =
0 si n est pair .

D'apres (Z.BL on a donc les congruences :
i 2 . k-1 - S . S
ﬁn +a; pn/p +Ppa, ﬁn/PZ + eee + D ak dn/pk =0 mod p si p |n .

Dans
Dyer [ 2

le cas d'une courbe elliptique, on retrouve les congruences d'Atkin-Swinmerton-

1.

6.5. Exenple (cf. [167]).

—ne S m T
Prenons N = 2 et G(TO , o T TZ(LO + Tl)(Tl + Tg)(’l‘2 + O)
singularités de la surface X dt'Squation 3¢ = G(TO » Ty T2) sont des singulari-
tés, X est un surface K 3 . Pour cheque nombre premier p 7 2 1la réduction

Tl,T?_):T . Les

f : X —->X modp est encore une résnlution des singularités de Xp , et 1'hy-

P
pothése de (6.3) est satisfaite.

Le logarithme pour H2(X , Q; ) , fourni par le paragraphe 5, cst

4 X

»"»(%) = Inty ™
svoc Bn =0 8i n cst pair et

Somil T (- 1" Zk (112)3 .

Dans [16], on a déterniné la fonction z8ta de ip/gp le facteur correspondant a
2
H™ est

' 20 2 2
(1 - p°1%)

(1 - pT) T 5, 7 wod 8

0

.
iol

I

PZ(T) =

(1"PT)2O(1+(2P—4u§)T+p2T2) si p=1, 3 mod 8

o]
i

2 2 2
g d ) = + 2v u vV €7 .
avec u onne par p up p? p’ 'p %

Les congruences, qu'on déduit de la formule rénérale, se simplifient ici. On peut
, . 20 . £t .
ouettre le facteur (1 - pT) , et 1'on »btient les congruences équivalentes sui-

. _ r
ventes : si n =0 wod p , on a

li
[y

I
]

2 2 . _
. ; : d 8
4up) Jn/p + P ;n/ 5 Omod p si p ou 3 mo

p

(b, + (2p

(1 #)

ou 7 mod 8 ,

il
Ul

2 _ r .
pn -p pn/pZ =0 mod p si p

0 wmod pr et p=5

il

0 mod'pr gi n

]

(Cette derniére congruence équivaut a Bn

ou 7 mod 8 .)
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Considérons la série de Dirichlet L(s) , donnée par le produit Eulérien

_ . -3 . 2=2sy=-1
L(s) = rg¢2 (1 + “ P +e P )
avec
up =0 et p =" 1 si p=5 ou 7 mod 8
@ = 2p - 4u2 et ¢ =+ 1 si =1 ou 3 nod 8
P P P P ' )

AMors les congruences (¥#) pour tous n et tous p simultanément, sont équiva-

lentes &
> R
nz1 pn n L(S)
oi = s'interprite comme congruence dans le groupe multiplicatif des séries de
- ¢ -s ,
D;flchleisformelles 12521 c, n 5Ch €7, c, = 1} modulo le snus—groupe
( c,nm j ¢, €mng pour tout n, o, = 1} .

Grfce au choix ci-dessus des facteurs Eulériens pour les nombres premiers congrus

4 5 ou Tmod 8, L(s) n'est autre que la fonction L de ilecke

Le) = 1(s , 0 = T, (1 = (@)™

donné par x((/=2)) =0 et «(y) = ™ avec T un générateur dc ¢ si p # (J= 2).

ou . parcourt 1l'ensemble des idéaux premiers de 2./~ 2] et le caractére x est
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