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LES GROUPES FORMELS D’ARTIN 2014 MAZUR ET

LES CONGRUENCES D’ATKIN - SWINNERTON-DYER

Jan STIENSTRA

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. G. CHRISTOL, P. ROBBA)
12e année, 1984/85, n° 18, 13 p. 15 avril 1985

Les congruences d’Atkin - 9 pour un module E sur Z (ou Z )
d’une courbe elliptique, relient la fonction zêta de E et la forme différentielle

canonique sur ~a (voir [ 2], [ 6], [8], E9])* De telles congruences existent aussi

pour d’autres classes de variétés à modèles entiers et de genre p 
= 1 ; par exemple

pour certaines surfaces K 3 (cf. [l6]). Dans cette note, on donne une démonstra-

tion de ces congruences. La méthode est fondée sur une analyse des foncteurs d’Artin-

Mazur, qui dans les cas considérés sont des groupes formels (cf. [1J). Le lien entre
ces groupes formels et les facteurs de la fonction zêta de la variété est fourni par

la théorie de Cartier-Dieudonné et la cohomologie cristalline, en particulier la

suite spectrale des pentes ([l9’L L~G). Le lien entre ces groupes ’ormels et les

formes différentielles est établi, dans les cas considérés, par un calcul direct en

cohomologie de Cech de l’ espace projectif [17]. Les congruences sont alors une tra-

duction précise du rapport entre les deux descriptions,

Voici le plan de cette note. Au paragraphe 1, on rappelle la définition et quelques

propriétés élémentaires des groupes formels. Au paragraphe 2, on montre comment la

théorie de Cartier implique des congruences. Au paragraphe 3, on donne la définition

des foncteurs d’Artin -Mazur et leur lien avec la cohomologie du faisceau des vec-

teurs de Witt. Au paragraphe 4, on rappelle quelques résultats de la théorie de la

cohomologie cristalline, du complexe de De Rham - Witt et des fonctions zêta. Au para-

graphe 5, on décrit une classe de variétés pour lesquelles on peut calculer les

groupes formels d’Artin-Mazur très explicitement. Au paragraphe 6, on fait la syn-

thèse et on décrit un exemple.

1. Rappels sur les groupes formels.

Pour 1a théorie générale voir [8], [’9], fl5"L [l9Ï.

1.1. Soit K un anneau, commutatif avec unité. Soit Nilalgs K la catégorie des

K-aigèbres commutatives associatives sans unité, dont les éléments sont nilpotents.

L’espace affine formel à n dimensions sur K est le foncteur

NilalgsK --&#x3E; Ensembles

qui à un objet A (resp. un morphisme f ) de associe l’ensemble

. A x ... x A (resp. l’application f x ... x f ), produit cartésien à n facteurs.

(*) Jan STIENSTRA, Mathematisch Instituut, Ri jksuniversiteit Utrecht, 6 Budapeet-
laan, NL-3508 TA UTRECHT (Pays-Bas).
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Un groupe formel de dimension n sur K (sauf mention du contraire les groupes

formels, que nous considérons, sont lisses et commutatifs) est un foncteur covariant

G ; NilalgsK --&#x3E; Groupes abéliens

tel que le foncteur "ensembliste" sous-jacont admette une bijection fonctorielle vers

AnK. Une telle bijection fonctorielle, c i G --&#x3E; AnK s ’ appelle une paramétrisation
de G.

1.2. Le choix d’une paramétrisation c : G -"i’’-J&#x3E; A~ fournit une loi de groupe

formel de dimension n sur K ; i. e. un n-uple L = (L. y ... , Ln)
de séries formelles à coefficients dans K en deux n-uples de variables

i == S l ’ ... , 03BEn) et ’4 = 1’1’... , .&#x3E;g) , 0 que, .’)our tout À G NilalgsK 0

tous 03B1, d ~ G(A)

où ~ est l’addition dans le groupe G(A) . Les axiomes de groupe commutatif pour
G sont alors équivalents aux identités suivantes, pour L(§ y ’;)),

où 03B6 est un autre n-uple d’indéterminées et 0 = (0 , y ... , 0) . Aussi

1.3. Ji l’ homomorph isme K 2014&#x3E; est injectif, à toute loi de groupe formel

de dimension n sur K, L(~ y , correspond un n-uple ~(ï) de séries formelles

à coefficients dans K ~ Q en n indéterminées T = (ï , ... , Tn), tel que

On appelle ~(ï) le logarithme de la loi de groupe formel L(~ ~ ’11) .

1.4. Les exemples les plus simples sont le groupe formel additif GA et le groupe

formel multiplicatif ,. ces groupes sont de dimension 1 et définis sur Z . GA
admet une paramétrisation pour laquelle la loi de groupe formel est L( ï , ÍI) = 

et le logarithme est j( T) = T. GA admet une paramétrisation pour laquelle la loi

de groupe formel est L( ~ , TI) = S + Tj - et le logarithme est

2. Module des courbes et congruences.

Pour la théorie générale de Cartier voir (j"5~ [l9~ ~5]y [8D*

2.1. :a-. théorie de Cartier associe à un formel G de dimension n sur

un anneau K son module des courbes, défini par
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Ayant choisi une paramétrisation de G, on peut identifier CG avec l’ ensemble

des n-uples de séries formelles, en une variable, sans termes constants,

muni de 1 addition donnée par la loi de groupe associée avec la paramétrisa-
tion de G.

2.2. CG est un nodule sur l’anneau de Cartier de K . Ô;&#x3E;. dispose, en particulier

d’éléments Vk (Verschiebung = décalage) et F k pour tout entier

k  1, qui opèrent com e suit :

V correspond à l’application induite par la substitution t 1--.;&#x3E; tk ; ,

F. se définit par la formule

pour ~ CG, et Ç une racine primitive de ?_’unité.

Soit K un anneau tel que soit injectif. Soit p

un nombre premier. Soit G un groupe formel de dimension 1 sur K , et G sa

réduction sur K/pK (i. e. la restriction du fondeur G à la sous-catégorie

Etant donnée une parauétrisation soit

le logarithme de la loi de groupe formel correspondante. Les j sont automatique-

ment dans K. Supposons qu’il existe des nombres entiers a1, ... , y ak tels que

l’opérateur

s ’ annule àur C G ( 1 = identité).

Alors on a les congruences : pour tout n # 1 ,
,- ..

(avec la convention p =0 si 

Démonstration. - En utilisant la paramétrisation de G, on identifie CG avec

Par restriction de Nilalgsk à on obtient une paramétri-

sation de G et donc une identification de CG avec t(K/pK)[[t]] . L’hypothèse

que F + ai + ... + s vk-1p s’annule sur CG implique que cet opérateur opé-

rant sur CG a son image dans le noyau de CG 2014&#x3E; CG ; i. e., avec les identifica-

tions données, dans tpK[[f]] . En particulier, on a

avec f(t) E D’après les définitions de F , V 
D 

et 2, le membre de

gauche s’ écrit
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où ~ est une racine p-ieme primitive de 1 y et + désigne l’addition ordinaire
des séries. Un calcul simple montre que cette expression est à

Par conséquent,

= une série formelle en t à coefficients dans Z/ B y
où ~p) == ~ (n , m) = (p , m) = 1j . En comparant les coefficients de ces
séries on trouve les congruences annoncées.

Remarque* - On trouve des résultats analogues plus généraux, sans référence à la

théorie de Cartier, dans la théorie de Honda [9") et le "functional equation lemma"
de Hazewinkel [8].

3. Les foncteurs d’Artin-Masur. [1].

3.1. Soit X un schéma sur un anneau K. On lui associe les foncteurs d’Artin-

Mazur (pour i = 0, 1, 2, ...)

-’ , X) : Groupes abéliens

(dans ce fondeur est noté i), définis connue suit. Soit 0X le faisceau d’ an-

neaux structural sur X. Si A est une nil-K-algèbre, notons (9 X ~K A le faisceau

pour la topologie do Zariski sur X associé au pré-faisceau

et 
, 

le faisceau de abéliene, tel que

Alors le foncteur HI(X, G y) associe à la nil-K-algèbre A le i-ième groupe de

cohomologie, Hi(X, G" X(A)), du faisceau G" , (A) .
3.2. Supposons X/K propre. Alors, si G , ) est un groupe formel, son

module des courbes est donne par
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Le faisceau , par définition égal à lin G s’identifie,

par une paramétrisation de t-u faisceau t 19 Muni de 1 addition

Ce faisceau CG X est le faisceau des groupes additifs sousjacents au faisceau

des anneaux des vecteurs de généralisés (cf. [5], [4], [10]).

3.3. Soit p un nombre prenier. Supposons que tous les nombres premiers ~ p
soient inversibles dans l’anneau K . L’opérateur

A

désigne la fonction de es t un projecteur. Son s fiden-

tifie au faisceau des vecteurs de Witt p-typiques sur X (voir [41 f [5], 
et l’on a un isomorphisme

où n parcourt les entiers positifs non divisibles par p (voir [4J, [5J, (101).
Les V et F , pour (n , p) = 1 , , commutent avec V et F . Par

n n P P

conséquent, E aussi commute avec V 
p 

et F . P Donc, V p et F 
p 

opèrent sur WOX,
et cette action commute avec la décomposition CGm,X --&#x3E; 03A0 f 

1% ( .
’""’tl , ~ i.

3.4. Soient Laintenant p un nombre prewier, K un anneau. tel que les nombre s

premiers ~ p soient inversibles dans K, et X un schéma propre sur K. Si

G , X) est un groupe on a , d ’ aprè s ce qui précède, une décomposition

commutante avec l’action des opérateurs V et F . En particulier, pour qu’un

opérateur , F + al l + a2 V + ... + a.. Vkp1 avec a. E Z, s’annule sur

C(H1(X, 3§ , x)) ’ il faut et il suffit qu’il s’annule sur W0X) .

4. Cohomologie cristalline.

POlIT la théorie générale, voir [4j, [10], [11], [12], [3l.

4.1. Dans ce paragraphe, K désigne un cor.ps parfait dE; caractéristique p &#x3E; 0 ,

et X est un schéma projectif lisse sur K . BLOCH [4j, DELIGNE et ILLUSIE

([lOJ, ( L 1 ] , [12J), la cohomologie cri. s talline H*. ( X) de X s’écrit comme (li-

mite de) l’hypercohomologie d’un (pro -) complexe de faisceaux pour la topologie de

Zariski sur X

Le pro-complexe 03B3 03A9X, qu’on appelle le pro-complexe dE De Rham - Witt sur X ,
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combine le complexe de De Rham ri d’une part avec le systëue

des vecteurs de Witt tronqués sur X , d’ autre part

Dans ce diagramme, chaque ligne représente une algèbre différentielle graduée,

et Ica flèches verticales donnent des homouorohismes d’ADG’s. Chaque colonne est 
mu-

(i. e. ?0 ), sont les V(= V ) et F(= F ) usuels. les relations

Le complexe de De Rham-Witt &#x26;03A9v est la limite du pro-complexe W.03A9X. Les opé-
rateurs V et F passent à la limite et satisfont encore aux relations précédentes.

On construit un endomorphisme F du complexe 03A9X en prenant p F en degré j

F de induit un endomorphisme en hypercohomologie
.......

pour chaque i . Via (*), cette opération correspond à l’action par fonctorialité de

l’ endomorphisme de Frobenius absolu sur X .

4 . 2. Par pro j ec ti on sur la partie de degré 0 , on obtient un homomorphisme du

complexe de Je Rham - Witt sur le faisceau des vecteurs 
de Witt :
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. homomorphisme commute avec fi sur et F WOX. Il induit, pour

tout i , un homomorphisme

avec les endomorphisries F.

L’homomorphisme s’identifie au compose

déduit de la suite spectrale (dite suite spectrale des pentes)

(voir 1£r]) . Cette suite spectrale dégénère nodule torsion (loc. cit.) ; i. e.

les différentielles de la suite spectrale

sont r’.ulles. Par conséquent. Inapplication

est surjective pour tout i . Comme 03C0 ~ Q commute avec F y un endomorphisme

F + b. F " + ... + bk-1 F + bk I, avec bi, ’" ’ bk ~ Z, sur

Hicris (X) ~ Q, s’annule aussi sur y ~ Q.

4.3. On suppose désormais K = F .La fonction zêta de X/F est définie par

X(F ) est le nombre des points de X définis sur 

D’après DELIGNE [7J et on a

avec N = din X , Pi eT) = det(l - 0 W, Pi eT) pour i=O,..,2N;

? est l’endomorphisme de Frobenius.

4.4. Soit X une variété projective et lisse sur F . Soit i un

nombre entier positif  2 din X . Soit P.(T) = det(1- On fait

l’hypothèse que Hi(X, Gm,X) est un groupe formel de dimension 1 sur F . Alors
le polynôme Pi(T) s’écrit comme
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avec a. y ... , ak ~ Z, et l’opérateur

sur le module des courbes C(H (X , ~~~ est nul.

Démonstration. - Le corps de base étant F , le polygone de Newton pour Inaction
de F sur Hicris (X) 0 Q coïncide avec le polygone de Newton du polynôme 

(cf. [14]). Si P.(T) == 1 + b T + ... + bk T , ce polygone est la plus haute courbe

polygonale convexe dans R~ entre (0 , 0) et (k , b~) qui passe (ou

dessous) des points (j , ordp b.) pour j == 1 , ... , k . D’ autre part, on a le

polygone de Hodge pour Hi de X : le polygone de sommets (0 , 0) et

(~.h~~ , ~r~ ~’~~ ~ ~~- ~ ~ ~ "’ ~ ~ ~ ~ ~’~ senties

nombres de Hodge h ’ = dim Hi-r (X, 1 § ) . D’après la con j ec tur e de Katz, démon-

trée par hAZUR, OGUS et NIGAARD ([3], flO], fil’], [12]), le polygone de Newton est

situé sur (ou au-dessus) du polygone de Hodge. Par conséquent, si h = 1 , le
nombre b. est divisible par pour j == 1 , ... , k .

L’espace tangent de G^m, X), par définition égal à

est isomorphe à AX) . Donc 0x) est de dimension 1 sur F~ , i. e.

hOi = 1 , et d’après ce qui précède, le polynôme peut s’écrire

avec a , ... , a~ E Z . D’après CaYieY-Hamiitony 1 l’opérateur

s’annule sur If . (X) G.Q., et donc aussi sur Hi(X, WOX)~Q (cf. (4.2)). Sur

Hi(X , ?0,) , on dispose de l’endomorphisme V , vérifiant FV = VF = P , et l’opé-

rateur ci-dessus peut s’écrire aussi

Comme 3§ X) est un groupe formel de dimension 1 , ou bien F est nul

sur son module des courbes, et donc aussi sur ~) , ou bien F est injec-

tif sur le module des courbes et sur IT’(x , ~~) ’
Considérons d’abord le cas où F est injectif sur Alors

l + a2 V+...+a~ est nul sur ,~0~) 16) il..’ Par ailleurs, comme

H~(X / G" J est un groupe formel, l’endomorphisme V de est injec-

tif [5]. Comme FV = p , il s’ensuit que IT’’(x , est sans p-torsion et que

l’application 2014&#x3E; est injective. Par conséquent,
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F + al l + a2 V + ... +. ak Vk-1 s’annule sur et donc aussi sur le

module des courbes S X)) .
Considérons maintenant le cas où F = 0 sur W"’X) . Alors p = VF = 0

sur wo X) et donc H1 (X , = 0 . Par la théorie générale de la suite

spectrale des pentes ([ 4 J, [10], [11 J, [12]), toutes les pentes de sont

alors  1 . Pour le polynôme Pi (’1’) = 1 + al T + p a2 T + ... + pk-1 ak T , ceci
implique que chaque a. est divisible par p . Par conséquente 11 opérateur
F + al l + a2 V + ’- + ak vk-1 sur Hi(X, WOX), et sur C(Hi(X, Gm,X)), est

nul.

5’ ~ N 

5.1. Soit n un entier  1. Soit ... , TN) ~ Z [TO, ... , TNJ une

forme homogène de degré 2N + 2 . Soit X le revêtement double de P~ donne par

1’équation

On sai t [17] que HN (X, Gxm x) est un groupe formel de dimension 1 sur .f. De
,

plus, on dispose d’une paramétrisation pour laquelle le logarithme est

avec

5.2. La série admet aussi (loc, cit.) la représentation intégrale suivante 1

où le domaine d’intégration, x(~, ï) , est donné (si G(T~ , ... , T~) n’est pas

divisible par T2 ~ par

g = (el’ ... , eN) est un n-uple de nombres réels positifs convenablement choisis-

et T appartient à un disque ouvert suffisament petit de centre 
0 dans f

5.3. Prenons N=1 et avec 4b3+27c2fü,
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i. e. considérons la courbe elliptique E donnée par l’équation de 

..} == x + bx + c , alors le résultat de (5.1) fournit la description habituelle, en
termes du paramètre T = x/y à l’infini, de la loi de groupe formel de E (voir

et (5.2) n’est autre que elliptique classique.

6. 

Soit N un entier  1 . Soit G(T , ..., TU) ~ à To , ..., TN] un polynôme

homogène de degré + 2 .

6.1. Soit X le schéma donné comme revêtement double de ~ par l’équation
32 = ... , y T ) . Diaprés (5.l), on sait que G" y) est un groupe formel

de dimension 1 y et on a un logarithme pour ce groupe formel. Le lien

entre ce logarithme et la forme différentielle de degré 1-T, régulière et sans zéros,

sur la partie lisse de la variété (algébrique ou analytique) est donné par

l’intégrale dans (5.2). 
-

6.2. Soit p un nombre premier. Soit la réduction mod p de X/Z ; i..

8. le revêtement double de P-, y donné par l’équation S == ... , T1BT) mod p .
On montre, dans [l7], que est la restriction de If (x , G^m, X) à

la NilalgsFp de NilalgeZ.

6.3. Il peut arriver dans (6.2) que X 
p 

ne soit pas lisse sur 1’ . Parce que la

théorie de la cohomologie cristalline y du complexe de De Rham-Witt et des fonctions

zêta n’a été développée qu’au cas lisse et projectif, nous ferons l’hypothèse supplé-

mentaire suivante.

Hypothèse. - Il existe un schéma lisse et projectif sur X. et un morphisme
f : X 2014&#x3E; X tel que 

’~ ~ == 0 pour 
" == 0X .

Cette hypothèse implique~ d’après [.17~ induit un isomorphisme fonctoriel

6 La théorie du paragraphe 4 s’applique à , G le.4. a p ~ p p ~ ..~~ ~~
facteur de la fonction zêta de X /Fp qui correspond à. HN

avec a , ... , Z. Alors l’opérateur F + a1 1 + a2 V + ... + ak Vk-1 s’annule

sur le module dos courbes de HN(Xp, Gm,Xn) (n. b. F = F et V == V ). Ce module

est isomorphe au module des courbes formel G^m,Xp), et ce groupe
fornel sur F est la réduction L.od p du groupe fomel HN(X , G*m,X) sur Z.

Pour G" X), on a une paramétrisation qui lui associe le logarithme
~(ï) == Z n"~ ~ 

n 
~- avec
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D’après (2.3), on a donc les congruences:

Dans le cas d’une courbe elliptique, on retrouve les congruences d’Atkin-Swinnerton-

[2J. 
.

Prenons N = 2 et T2) = Ta T Tl)(T1 + T2)(T2 + ~’0~ Les
singularités de la surface X d’équation S = G(T0, T1, T2) sont des singulari-

tés, X est un surface K 3 . Pour chaque nombre premier p ~ 2 la réduction

f : X --&#x3E; X mod p est encore une résolution des singularités de X , et l’hy-
P P P P

pothèse de (6.3) est satisfaite.

Le logarithme pour H 2/ (X ~ G ~ , X) , fourni par le paragraphe 5, est

c P 
n 

n est pair e t

Dans [16], on a déterminé la fonction zêta de X /F : le facteur correspondant à

H 
~ 

est 

’ 

P T

avec u2 donné par
P

Les congruences, qu’on dédu.i t de la formule générale, se simplifient ici. On pfut

le ( 1 - pT) 20 , et l’on obtient les congruences équivalentes sui-

vantes : si n = 0 mod pr , on a

(Cette dernière congruence équivaut à ~ == 0 mod p r si n = 0 mod px et p == 5

ou 
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Considérons la série de Dirichlet 1,( s) , par le produit Eulérien

avec

Alors les congruences (**), pour tous n et tous p simultanément y sont équiva-

lentes à .

où = s’interprète comme congruence dans le groupe multiplicatif des séries de

Dirichlet formelles cn ; cn E Z, ci = 1J module le sous-groupe

(Z Cn n ; Cn pour tout n, y 

Grâce au choix ci-dessus des facteurs Eulériens pour les nombres premiers congrus

à 5 ou 7 mod 8, L( s) n’est autre que la fonction L de Hecke

où ~ parcourt l’ensemble des idéaux premiers de 2*] et le caractère x est

donné par ~((~"T)) = 0 et x( j;) = rr a~ec n un générateur de ~ (~/-- 2).
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