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DIAGONALES DE FRACTIONS RATIONWELLES ET ﬁQUATIONS DE PICARD-FUCHS

par Gilles CHRISTOL ()

Introduites & 1l'origine pour é4tudier le produit de Hadanard de deux séries en=-
tidres ([ 2] et [16]), les diagonales de fractions rationnelles interviennent natu-
rellenent dans plusieurs domaines. Il en est ainsi en analyse combinatoire ou de
nonbreuses fonctions génératrices s'obtiennent comue diagonale d'une fraction ra-
tionnelle. Mais il semble que ce soit dans les travaux d'APéRY sur ((3) et dans
les noubreuses recherches qui ont suivi ([17], [1], [23] ...) que leur emploi soit
le plus prometteur. Ici nous voulons expliquer ce dernier point, et nontrer pour-
quoi la notion de diagonale de fraction rationnelle, qui généralise celle de fonc-
tion algébrique, est particuliérement adaptée aux équations différentielles 1li-

néaires a coefficients polyndmes.

l. Définitions et propriétés.
l.l. — Dans ce paragraphe k est un anneau local inteégre d'idéal maximal 5lt.

Nous définissons une application A, de k((x, , oee , xu)) dans k((\)) en po-

sant

no n n
(lolol) A (Za . X s e X'J‘) = Za )\. ’
I no,...,np 0 o Nyeee,n

et nous nous intéressons aux diagonales de fractions rationnelles & up + 1 varia-

bles c'est-a-dire aux éldéuents de 1'ensenmble

(1.1.2) Ru = Au(k[x]“,(x))

. W
ou kK x] ={P/Qq; P, Qekx,, eec ,x ] et QO , «.., 0) €k } désigme
Hy (%) 0 "
le localisé de 1'anneau k[xb y eae xu] en 1'idéal naxinal (T, X, , ees , xux
c'est-a-dire aussi 1'ensenble des fractions rationnelles qui sont développables en

séries entidres dans K[ X. , eee XM] .

Pour cela, nous aurons aussi & considérer 1'ensemble des diagonales de fonctions

algébriques & u + 1 variables
1.1. -A- = A k X'
( 3) " p.( i 3P') ’

-

ol k{X}M désigne 1'ensemble des séries de k[[x, , «o. , xp]] qui sont algébri-
ques sur 1'anneau k[xo y eoe XM] . Dans le cas ou k est un corps, k{x}u est
aussi le localisé en (xo y eoe XM) de la clbture intégrale de 1l'anneau

k[xb , ees s XM] dans 1'anneau k[[xb , e xp]] .

(") @illes CHRISTOL, 5 allée des Gradins, 91350 CRIGNY.
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D'aprés RAYNAUD [22], c'est donc l'henselisé de 1'anneau X x. , ... , xu] en
1'idéal (xo g sos xu) . Cette construction se généralise au cas ou 1'anneau k

est excellent (voir 1.2.5).

Remarque. - Les éléments de RO = k[A](A) et de AO = k{A} sont respectivement
les fractions rationnelles et les fonctions algébriques développables en séries de
Taylor prées de l'origine, c'est-d-dire celles pour lesquelles O n'est ni un

péle ni un point de ramification.,

(1.2) Nous donnons maintenant, en respectant 1'ordre chronologique, les princi-

pales inclusions entre les ensembles que nous venons de définir,

(1.2.1) Les inclusions A DR 3 R DR et A DA si w=>v sont évi-
T T VY (PN

dentes.

(1.2.2) 8i k est un corps parfait de caractéristique non nulle, alors, pour

tout w=1, ona Rp‘:AO [16].

(1.2.3) 8i Xk est un corps de caractéristique nulle, om a encore
= i >
R, o » meis R“ # Ay pour p =2 ([31, [157).
(1.2.4) 8i k est un corps de caractéristique non nulle, alors, pour tout u
on a AM = Ao ([87] ot une méthode géométrique est utilisée, mais aussi (1.2.5) +

(1.2.2) pour une déuonstration purement algébrique).
(1.2.5) Si k est un anneau local excellent, alors AH C;R2p+1 [10].

(1.2.6) 8i k est 1'anneau des entiers d'un corps ultramnétrique d'inégales

caractéristiques, alors RM et A, ont uéme complété pour la norme ([43, [7D

5 o A = supla| -

2. lien avec la cohomologie de De Rham.

Dans ce paragraphe, k est un corps de caractéristique nulle, et Q est un po-
lynbéme de 1'amneau k[x. , ... , x | tel que QO , ..., 0) # 0 . Nous noterons
X 1le k(A)-schéma affine {spec k(A)x, , +.. , XM]/(XO coe X, - A, et 2 1le

fermé de X défini par 1'équation Q(xo y eee xu) =0 .

PROPOSITION 2.1. - La formule

P 1 T
(2.1.1) IC;; —;;T-jjjfgaﬁ) = A“(P/Q )

oi P est un polynbme de k[x , ..., x

L 1'/Xb ces xu] , et o r est un en-
tier (positif), définit une application k(A)-lindaire I de 1'espace de cohomo-
logie de De Rham HM(X - Z) dans k((A)) . Si on fait agir la dérivation (a/an)

sur H™ & 1'aide de la connexion de Gauss-Manin, cette application est horizontale

(c'est—a-dire qu'elle comnute avec la dérivation d/dA ).




13-03

Si k =C , cette proposition est une conséquence immédiate de la formule d'in-

tégration sur le cycle évanescent [8] :

r - e P dx1 eee 4dX
Au(P/Q ) = (2in) ' —;-—;————-;;Jﬁ ’
]x I—...—Ix |=e q 17" T

XO...XM—A

ou € et |A| ont été choisis suffisamuient petits pour que Q ne s'annule pas

sur ce cycle.

Toutefois une démonstration algébrique directe n'est pas difficile. On part de

la formule
Au(x ) d,\ 8,(8)
et on remarque que, dans Q;/k(A) , On a :
dxo/xo Foees + dxp/xu =0

(cette formule montre aussi que le rdle particulier que nous avons fait jouer & Xy

dans la foruule (2.1.1) n'est qu'apparent). Il vient alors :

dx, ... dx ' dx, «.. dx
I[d(f X, eos X H)] =[x % 5—— %o ax ) X) eeo X u] =0.
"

Autrement dit, I(w) ne dépend que de la classe de w modulo les différentielles

exactes. Ceci permet de conclure car , X - Z étant affine, on a

(X - 2) = fét_z/k(x)/d(f%ié/@:(w) :

Pour montrer que l'application I est horizontale, on calcule dans H™(X - 2),

en supposant x

ees 5 X constants, et on obtient :
1 " ‘
&i . A a X of
- - ?
da Xy eee xu axo on
ctest-i-dire
ad ( Ad dxl eve dxu
__________Ji = T 4, = —HYy
5 (£ )] A ( % g oL = “u f) = = It T )

COROLLAIRE 2.2. - Toute diagonale de fraction rationnelle AM(P/Q) est solution

d'une quation différentielle lindaire & coefficients dans k[A] .

Soit P/Q une fraction rationnelle de X x] x) ° D'aprés le théoréme de fini-
?
tude de Grothendieck ([18], ¢ II.6), on sait que H™(X - Z) est un k(A) espace

vectoriel de dimension finie. Donc 1'élément
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dX, e.. dx

b ge E'(X - 2)
x ® o0 X

vérifie une relation du type

(a/an)” (0) =270 &, (a/an)t (o) avec & € k(A) .

Le corollaire s'obtient alors en appliquant I & cette égalité.

Remargue.

(2.3.1) Le point crucial de la démonstration est la finitude de 1'espace

H“(X -2) . Lorsque la variété Z n'a pas de singularité (v compris & l'infini),

on peut donner une démonstration élémentaire [5]. Dans le cas général, la démons-

tration classique repose sur la résolution des singularités. Une méthode alterna-

tive due & DWORK [ 14] consiste & considérer le cas singulier comme une spécialisa-
tion d'un cas régulier avec un parametre supplémentaire., En fait, DWORK travaille

avec un "module expopentiel" qui est isomorphe & B*(x - Z) par 1l'isomorphisme de
Katz.,

(2.3.2) I1 existe des démonstrations éldémentaires directes du corollaire 2.2.
On les trouvera dans [23], [17] et [21]. I1 semble que les deux premidres soient
incoupldtes. Par ailleurs, ces démonstrations ne sauraient donner les propriétés

gue nous allons exposer dans le paragraphe 2.4.

2¢4. - Notons L 1'équation différentielle construite dans le corllaire 2.2.
D'aprés la naniére méme dont cette équation a été obtenue elle vient de la gdomé-
trie (voir [13] pour plus de détails sur cette question). Nous allons donner les
conséquences de cette situation. Pour simplifier, nous supposerons que k = Q .

Pour les définitions relatives aux équations différentielles, nous renvoyons 2

[6].

(2.4.1) Pour presque tout nombre premier p , 1l'équation différentielle L
posséde une structure de Frobenius forte. On trouvera une déuonstration compléte

de ce résultat dans [ 5] ou dans [14].

(2.4.2) Pour presque tout nowbre premier p , le rayvon de convergence des so-
lutions de L dans le disque générique vaut 1 . En particulier, si f =§Za, A? y
. . 1/n
a, € Q est solution de L , alors on a, pour presque tout p, lzl.mn_,oc Ian|p = 1.

Ce résultat est une conséquence imuédiate de 2.4.1.

(2.4.3) L'équation différentielle L n'a que des points singuliers réguliers
avec exposants rationnels. L'implication (2.4.2) entratne (2.4.3) est démontrée
dans [ 20]

(2.4.4) Remarque., - Dans le corollaire 2.2, rien ne prouve que 1l'équation L
que nous avons construite soit 1'équation différentielle minimum L' satisfaite

par A (P/Q) . En général, on aura L = L" L' avec L" # 1 . On sait déuontrer
"
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actuelleuent, que L' satisfait (2.4.1) uiquement dans 1le cas w=1 ([7], ¢ 7)
c'est-d-dire pour les fonctions algébriques, cependant il est facile de démontrer

que L' satisfait (2.4.2) et donc aussi (2.4.3).

(2.4.5) Parmi les solutions de L , la diagonale AM(P/Q) = Z:bn A" satisfait

a une condition trés particulidre.
Pour presque tout nombre premier p , il existe une constante Mp telle que

n'p
|Q(O s e O)lP = 1 « En particulier, on peut prendre Mp =1 ).

Ib | :EMP (1es nombres premiers en question sont ceux pour.lesquels on a

Nous dirons d'une série qui vérifie cette condition qu'elle est hornée pour

presque tout p . L'exemple fondauental est celui des séries a coefficients entiers.

3. Passage au complénentaire.

Nous donnons dans ce paragraphe un certain nombre de résultats qui faciliteront

1'étude des exenples.

PROPOSITION 3.1 (résidus couposéds). - Soit X wune variété affine lisse de dimen-

sion u sur un corps K , et soit Zi(i =1, eoo , 8) des fermés de X tels que

pour 1 £k <s, les fermés ﬂ?_l Zi soient lisses de dinension pw -k . On a

alors la suite exacte

R
Gy B - Uy 2) > w(x - VUz) 2> 87 (0 z) —>o0.

La déuonstration se fait par récurrence sur s . Le cas s = 1 est classique

[19]. On part de la suite exacte d'un ferné ([ 18], II, 3.3)
DR DR HDR DR
H (X)) =——>H (X =-2) =—> Z) —>H X) .
SH(x) > BXN(X - 2) > B (2) —> 1 (%)
Les variétéds étant toutes lisses, on obtient en fait la suite exacte
R
BY(X) —> B*(X - 2) —2=> B*N(z) —> 81 (x) |

Enfin, X &tant affine de dimension u , on a H“+1(X) =0 .

Supposons donc la proposition dériontrée pour s - 1 . Nous posons

- ! = U Z Y = U Z e o0
T=VU20 %= U By Yy 5= ey B
i dé 2 14 - n = n - -
et nous considérons le fermé lisse Z1 Z1 Yl,i Zl (x Yl,i) dans la va
riété affine lisse X - Yl i On a alors les suites exactes
1
(R. 1
M(x - Yl) -— B¥(X - Y) L H”‘l(zl -2, N Yl) -0
1] - —_— o - ——— - — ny - 0
(X Yl’i) > H™(X g) > H (z1 Z, 1,1)
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by

analogues a celle du cas s =1 . La compatibilité de la suite exacte d'un fermé
. R . . .
avec la contravariance de Hﬁ pour les iunizersions ouvertes nontre que le dia-

gramr.e ci-dessus est commutatif.

Par ailleurs, l'hypothése de récurrence apvliquées aux feruds Z1 n Zi (i=2,~,8)

de la variété Zl donne la suite exacte

&S‘ ¥l -z ny, )® -p3-> Yz -z, n1) -—0{52-1-- # %Nz ) -—o0
i=2 17 % 1,4 T 1~ "h > i .
On pose alors ﬁs = 0%_1 ° Ri . I1 est facile de constater, a 1'aide de la com-

nutativité du diagramlle donné plus haut, que

ker(R ) =€tf=1 pi(H”(X - 1)) .

3.2. Remarques.

(3.2.1) Soit D wune dérivation du corps K . Alors l'application @% de la
proposition 3.1 est une application horizontale de X[ D]-modules. Nous allons con-

sidérer dans la suite le cas K = k(A) et D = d/dr .

(3.2.2) Supposons choisies des coordonnées Xy g eee et supposons que les
fernés Zi soient définis par des équations = 0 . Comme I Zi est non singu-

liére, les ouverts

D(Q 5 eee s Q)

D(xi y osee s X )
1 s

=J#0

forrent un recouvrenent de cette variété. Sur un tel ouvert on a

dx., ... dx.
i

R (v Qi le) =/,

\S

. S

ou w est une forme différentielle de .
w C§7K(X11;--~:X1a)
Cette formule perwet donc de calculer ﬂé expliciteuent.

(3.2.3) Nous reprenons maintenant les notations du paragraphe 2, et nous sup-
posons que le polynfme Q est de la forme Ql N QS ou les polynbres Qi défi-
nissent des fernés Zi de la variété X qui satisfont les hypothéses de la pro-

position 3.1. Posons Z =N Zi .

En appliquant I & la suite exacte de la proposition 3.1, on obtient une appli-
cation horizontale de H™ °(Z) dans k((A)YI(ker Ré) . Par conséquent, si L est
1'équation différentielle satisfaite, dans HH-S(Z) , par la forme différentielle

dx ... dx,

P
R )
s 'Q Xy oees XM ’

la série L(Au(P/Q)) appartient a I(ker ﬂé) . On aura donc
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L(a,(2/0)) = 27, o (P./0) avee o =0/ .

Le second membre étant une somme de diagonales de fractions rationnelles dont les

dénominateurs n'ont que s - 1 facteurs.

, *
(3.2.4) Dans le cas particulier oi s = 1 , 1'espace vectoriel H(X)=B{(k(A) ¥

est de dimension 1 . Plus précisdément, il est isomornhe &

dxl eee 4X
k(W) 5+ -
1 e 09

Son image par l'application I est k(A) . Cette situation correspond aux diago-

nales de fractions rationnelles "triviales" uu(%(xo veo xu)) ==§HA) .

Si, de plus, la variété 2 (d'équation Q =0) est la partie affine d'une va-

riété projective régulidre 7Z , de degré d , KATZ [19] a montré que 1l'on avait

aim(B*(X - 2)) = ain(8*1(2)) + 1 = a¥* + 4 .

A . . . DR - .
Dans le cas ou p est impair, la contravariance de Hﬂ pour les immersions ou-
vertes, permet d'obtenir le diagramuwe commutatif suivant, ou les lignes et les co-

lonnes sont exactes, et o 0O désigne 1'application nulle

R
1
(X)) —=> B*(X = 2) —=2— B¥1(2) —=5 0

1 ]

B(PH) —> BYP* - Z) - B H(E) - 1Y) =0

Ceci montre que la suite exacte de la premiére ligne se scinde. L'application

R, donne alors un isomorphisme entre 1'image de H'(P" - Z) dans HM(X - Z) et

B 1(2z) . I1 serait intéressant de généraliser cette situation.

(3.2.5) Reprenons les hypothéses de la proposition 3.1 avec K = k(X) ,y X va-
riété de A;zi) définie par une équation R(A , Xg 2 Xy 5 Xy eee XH) =X, ,
et Z fermé de X défini par une équation Q(xl y eee x“) =0 avec aQ/ax1 # 0.
Dans ces conditions, tout élément de Hupl(z) peut &tre représenté (au moins lo-

caleuwent sur 1'ouvert dyﬁxl # 0 ) par une forme différentielle de la forme
w=1f dx, <. dx“ avec f € k(A , Xo v Xg 5 eee xu)[xl] deg f <deg Q,

ou deg désigne le degré en x, . Pour une forme différentielle donnée, cette re-

1
présentation est unique. Ncus définissons alors une application o de (§7i(X)

dans (§/k(A) en posant

alw) = f dx, «ee dxM aQ/q .

La relation d(wdQ/Q) = dwdQ/Q montre que « est aussi une application de
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B 1(z) dans H*(X - Z) . Si on calewle d/dA dans E*1(2) (resp. E*(X - 2)

en supposant Xy 5 see 9 X (resp. Xy eee 9 X ) constants, et donc Xy

tant, il est facile de constater que o{dw/di) = d((w))/dr . Autrenent dit «

cons-

est une application horizontale qui scinde la suite exacte (de k(A)[d/dA]-riodule)

de la proposition 3.1.

On rencontre cette situation lorsque le volynSue Q ne fait pas intervenir
toutes les variables. Il est facile de constater qu'alors AW(P/Q) est un polyndéme
en A et l/)\ °

4. Exenples.

4.1. - Le cas p=1.

Nous pouvons appliquer la proposition 3.1 avec 8 = 1 . A une fonction algébri-
que £ de k((A)), satisfaisant 1'équation R(f , A) = O , nous associons la va-
riété, Z définie par les dquations xy = A, R(x , Xy) = O . Posons
lx , y) =R(x , xy) « L'éléuent w=1 de HO(Z) est alors 1'inage par R, de

R d
do/qQ = Zﬁ—L (y y X¥) 3? .

Par suite, si L est 1'équation différentielle nininale dont la fonction f est

solution la diagonale

b, G (v, %))

est aussi solution de L . Un calcul sinple dontre que cette diagonale est la
soune des conjugués de f qui s'annulent en O . En particulier, elle est égale &

f 1lorsque R(0, 0) =0 et R§(o , 0) #0 , c'est le théordue de Furstenberg.

4.2, -Uncas p=2, a=1.
Pour étudier la diagonale

£= 0,4/ - (x+ 91+ 2))) = TP (N2 R(1/2, /2, 15 4) , o

z X

est auenéd 2 considérer la variété X : xyz = A et son ferné
Z:Q=4xy - (x+y)(xy +A) =0 .

4
La forme différentielle correspondante ( = “Eggl a pour inage par 011 la

forue définie, sur l'ouvert Q! # 0 , par 4dx/Q§ . On constate alors que 7 est

une courbe elliptique, et que 021(0) est une forme de preuidre espéce.

I1 est facile de constater que ( est en fait une forme sur P2 - 7 . La renar-
que (3.2.4) pernet donc de conclure que f est solution de 1'équation de Picard-
Fuchs de la courbe elliptique 7 . Par ailleurs on sait que f est aussi solution
de 1'équation de Picard-Fuchs de la courbe elliptique y2 =x(x - 1)(x = A) cela
suggére que les deux courbes sont isogénes, ce qui est bien le cas dans une iso-

génie de degré 4 .
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4.30 - Uncas w=3, s=1.

Une discussion analogue a la précédente neut se faire pour la diagonale

. 4 4 4 -4n  (4n)} 4n  _41 1 3 .4
f = u3(4/(4 -t(l+x +y +2)) = >4 57_?ﬁ_?ﬂ_57'h = r(z., 5.7 AT)

associée & la forme différentielle ( = 4dxdydz/(4xyz - A1+ x4 + y‘4 + z4)) ,

dont 1'inage par 1'application ®., est une forme différentielle de preniére es-

1
3 4XYZT - A(T4 A L Z4) =0 . Coune ici, p est

iripair notre argurent (3.2.4) ne fonctionne pas, cependant sa conclusion semble

péce sur la surface K

encore correcte : voir la discussion compldte de la situation dans [11], page 73

et suivantes.
4,4, ~-Uncas p=3, s=2.,
Pour étudier la diagonale
£=u04/(2-x-y)2-2-%)]=F1/2,1/2,1;1),
on considére la variété X ; xyzt = A et ses ferués Z1 : y=2-x et

22 : t =2~ 2 . La forne différentielle Q= 4dxdydz/xyz(2 -x-y)(2-2z-1)

correspondant a cette diagonale, a pour inage par Rz la forme différentielle

2x(2 - x) 1

- dz=w de H (z1 n Zz) .
Nous appliquons la reuwarque (3.2.5) 2 la forme @ avec Xy =X, X = t,
x, =2, R=Mtx(2-x), Q=2+t -2 .0n trouve

2
ow) = 2x(2 - x) dzdt/AM(1 - x)(z + t - 2) = 4tdzdx/A(z + £ = 2) .

Nous réappliquons la recarque (3.2.5) avec =%, =y, x,=x, R= N yzt,
Q=y+t-2, et il vient : «' o o{w) = 4tdzdxdy/A(z + t - 2)(x +y -2) . I1
résulte alors de cette reuarque (3.2.5) que la fonction f est solution de 1'éque-
tion de Picard-Fuchs de la forme de preuwidre espece w de la courbe elliptique

z(2 - z) x(2 = x) = N . Corme dans 1'exeuple 4.1, cette dernidre est isogdne 2 la
courbe Y2 = X(X - 1)(A = X) par une isogénie de degré 2 (domnée par
X=2z(2-2), Y=X(x-1)(z-1)).

4.5.—UncaS }.10=4', S =2 .

Nous &tudions la diagonale (1ide & la démonstration d'APERY de 1'irrationalité

de ¢(3))
f = u4[1/(1 - X X, X x4)((1 - x3)(1 - x4) - X, (1 + xl)(l + xz))]
- z£ Zk (E)2 (n ; k)2

A cette diagonale on associe une forme différentielle ( telle que

IC

ﬂé(@) : dx3 dx4/x3 X, ')\(x2 - xl) sur la variété Z d'équations X)Xy Xy Xy = 1,
(1 - XB)(l - x4) = A1 + xl)(l + x2) . I1 serait intéressant de couparer cette si-

tuation aux résultats de [1], ou la fonction f est associde & une différentielle
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de premiére espéce d'une surface K

3 .

5. Le cas des courbes.

Nous considérons une fanille de courbes € -E-> spec(k(A)) et une différentidle
de preniére espéce w de Hl(C) . Nous supposons en outre que p est lisse et
que CO présente en un point x wun point double ordinaire & tangentes ration-

nelles, Dans cette situation nous avons la proposition suivante ([9] page 168).

PROPOSITION 5.1. -~ L'henselisé C?x de C en x est k{r} isomorphe 3
1'henselisé de X = spec(k[A , u, v]}/(uv - t)) en (0, 0) pour un élément *

convenablenent choisi dans k{A} .

Notons ( 1l'image de w par 1l'isomorphisme défini dans la proposition 5.1.
Nous avons Q= f(A, w, v) du/u avec f éléuent de 1'henselisé k{A , u, v}.

La foruule

i 3 _ J
J(u™ vY dufu) = éij t

définit une application k{A}-lindaire de Hl(c?x)) kfnl(x%o 0)) dans k((V) .
’

En faisant le calcul, & u constant, on a
d i ] (sl i-1j-1 dt _ . -1 _ 4 i_J
J(dk (u™ v daw/u)) = J(5u v Ix du/u) = éij it at/da = d)\_Cl'(u v’ du/u)) .

Autrenent dit, J est une application horizontale. Donc J(Q) est une solution
de 1'équation de Picard-Fuchs de la différentielle w , Si on a choisit w de
telle sorte que %, ait un résidu non nul en (x) , on a en nutre £(0 , 0, 0) #0
et donec J() #0 .

PROPOSITION 5.2. - La fonction J(Q) est la diagonale d'une fraction rationnelle.

D'aprés les résultats de FURSTENBERG (voir [3] ou [10]), conme la série t est
algébrique sur k(A) , 11 existe des fractions rationnelles & deux variables F
et G telles que, pour tout entier i , on ait + = Al(F(x , 7)) G (x, y)) . Un

calcul simple pernet alors de vérifier que

3(Q) = A3[f(xy 2 EG£EY) 22wy, )]

Conme f est une fonction algébrique, on voit que J(Q) est la diagonale d'une
fonction algébrique de 4 variables. D'aprés le théordme de Denef-Lipshitz (voir 1.
2.5), on en conclut que J(Q) est la diagonale d'une fraction rationnelle & 8 va-

riables.

5. 3. Exenple. - Nous considérons la courbe elliptique

C: y°=x(1-x)(x-4)

et la forme différentielle w = dx/2y . Le changenent de variable
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y+xT=x -y +x )T x
u-—f;ﬁ%';r » VETTRT ST

définit un isonorphisme de la courbe C?b 0) avec l'henselisé de la courbe: uv=A
’
en (0, 0) . Nous soumes donc dans la situation décrite ci-dessus avec t = A .

On obtient facilenent
Q=1[1 - (—1;1—4'2—1)2]—1/2 du/u .

I1 résulte donc des reuarques que nous avons faites que la fonction

30 = 0, 0T - AFDA = w(1/2 , 1/2, 15 )

est solution de 1'équation de Picard-Fuchs de w ,

6. Quelgques conjectures.

Si L est une équation différentielle lindaire a coefficients dans QKK) , nous

notons rp(L) le rayon de convergence de ses solutions dans le disque générique.

Conjecture 6.1 (BOMBIERI). - Si, pour presque tout noubre prenier p ,

, alors rp(L) = 1 pour presque tout p .

Conjecture 6.2 (DWORK [13]). - Si rp(L) = 1 pour presque tout p , alors 1'é-

quation L vient de la géouétrie.

En particulier, cette conjecture montrerait que la condition (2.4.2) entratne la
condition (2.4.1).

Conjecture 6.3. — Si rp(L) = 1 pour presque tout p , alors toute solution
bornée pour presque tout p de 1'équation différentielle L est une diagonale de

fraction rationnelle.

6.4. Renarque. - Considérons une derniere fois 1'exenple 5.3. Supposons que 1'é-
quation différentielle de Picard-Fuchs de la forue W (qui est 1'équation hyper-
géonétrique bien étudide dans [11]) ait, au voisinage d'un point algébrique XO ’
une solution bornée pour presque tout p . Alors pour ces nombres preniers, 1l'in-
variant de Hasse de la courbe GAO est non nul. D'aprés une conjecture classique

de Serre, ceci ne devrait se produire que pour =0, 1 ou «, Autrement dit,

A
0
pour les courbes elliptiques, la situation étudiée dans 5.3 est essentiellement

la seule ou la conjecture 6.3 puisse se vérifier.,
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