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COHOMOLOGIE DES FONCTIONS OFn$$
Michel J. CARPENTIER

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
12e année, 1984/85, n° 9, 10 p. 7 janvier 1985

Nous nous proposons d’exposer la construction, par les méthodes de Dwork, d’ espaces
de cohomologie associés de façon naturelle aux fonctions hypergéométriques générali-
sées ... , c ; x) . Cette construction généralise celles de [3J, 
[5J, et, tout colonie dans [4], on peut prendre COUille point de départ (au moins à ti-
tre heuristique) la formule intégrale classique d’Erdelyi

Les fonctions OFn apparaissent alors connue solutions de l’équation de déforma=

tion des espaces de cohomologie liés à l’étude des sommes exponentielles du type

est un actère additif non trivial de Fq (Fq) = p ), d , ... , d ,

a1 , ... , an sont des entiers positifs premiers â p , et 1 a sonmme porte sur tous

les ~ t , ... , ’ t ~ E 1 n 
n

Sauf dans le deuxième paragraphe, nous nous contenterons d’indiquer les résultats.

Les démonstrations figurent dans [ 2] et seront publiées par ailleurs.

1. Définitions.

Soit p ~ 2 un nombre premier, et soient al’ ... y an’ y dl’ ... y dn des

entiers positifs premiers à p, M = ... , D = ppcm(d1 , ... , dn)’
Soit J : ’!:..n --&#x3E; 1/D ~ l’application définie par = J(’" 1 ’ ... , Q’n) = ~=1 r ;
on pose a = (al’ ... , N = J(a) + 1 et, pour 03B1 = (Q’1 ’ ... , "’n) :;

(") Michel J. CARPENTIER, La Servantière, HERIC, 44390 
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On notera par U l’élément de Zn dont toutes les composantes sont nulles sauf

la i-iene qui est égale à 1 , et on dira que deux éléments 03B1 =-= (03B11 , y ... y 03B1n)
et 03B1’ = (03B1’1 , ... , 03B1’n) sont équivalents (03B1 ~03B1’) si 03B1i ~ 03B1’i modulo di pour

tout i . On identifiera les classes d’équivalence pour cette relation aux éléments

du groupe G = f~ j3 . 
,

Pour chaque classe d’équivalence c? et pour chaque K e 1 D tel que

il existe un élément unique a = 03C3(03B1 , K) satisfaisant les conditions suivantes

(iv) 03B1 est le plus petit élément (pour l’ordre lexicographique) satisfaisant

(i), (il) et ( iii ) .

On contre que u(~ , K) - a = ?(5’’~ , K - N + l) et que, pour tout K s ~ Z~
K ~ - 1 , il existe un unique indice ~. = K) tel que

Pour tout on écrit K =K+ (K-K) , - 1 D’après ce qui

précède, si K  - 1 et 03B1 n J-1(K) ~ 03C6 , alors

On prolonge les définitions de K) et de 03C3(03B1 , K) pour K &#x3E; 0 en posant

où ~ est un entier quelconque tel que K - ~(N - l) ~ 0 y et

Soient maintenant

Nous indiquons quelques propriétés des ensembles A et 0394 qui nous seront utiles.

(P) Soient a E u , K =j(a) , x = ;1( 7 , K) ; si s(a) &#x3E; 0 , alors s(a) = - 03B103BB a03BB.

(P2) Si alors 03B1 satisfait l’une (et une seule) des deux propriétés sui-

vantes :
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(p ) 3 si et E 3 , aiors 03B1 sa,tisfait l’une (et une seule) des d,eux propriétés sui-

Vantes :

Soit Q un corps algébriquement clos contenant g , et couplet pour le prolonge-
ment de la valuation p-adique de Q ; on notera cette valuation par de

sorte que ord p = 1 . Soient i’i une racine (p - l)-ièl:1e de - p fixée, b=~20142014 .
Si c e R et y E on définit

Les éléuents de L(y, b) sont des séries de Laurent (infinies) convergentes
le polydisque 03A0ni=1 

1 
t. E (2; ord t. &#x3E; mM d. ord ~-.-1 1 1 ; .

Soient

Pour i = 1 , ... , n , on définit des opérateurs différentiels

., B 
_

THEOREME 1 .

(i) Les opérateurs D. i,y (1  1 5 n) agissant sur L(y, b) forment une fsmille

complètement sécante.

(ii) Soit V l, espace vectoriel engendré sur Q par {yMs(03B1) t03B1 ; a e -J’
alors

Il découle de ce théorème que le quotient

est de diuension finie égale à N 

2. Déformation.

Soient y , z ~ 03A9 satisfaisant ord y &#x3E; (- (resp. ord z &#x3E; (- ).
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Si y et z sont suffisaient proches y

est bien définie en tant que série entière dans les variables 1/t y ... , et

défini t (par Multiplication) une application

On vérifie immédiatement que, pour tout i , Ill .0 D. 1, Z = D, 1 , Y z,y,
quent T 

z , Y 
induit une application inversible T Y : --&#x3E; Orl va considérer

z fixé et y variable. Soit 6 z des germes de fonctions analytiques
un voisinage de Z E il et soit

Le diagramme suivant est 

Démonstration. - (i) est évident. Pour (ii) , soit K = J(~) ; 9 alors i = A(a , K)

et s(u) = (- Q. )/d.. Donc si on pose s = s(O;) ,

1~’ part,

Q. E. D.

Soit ReG le sous-groupe cyclique engendré par de a = y ... , a~) ,
et soient les orbites de G sous addition par les éléments de R. Pour

chaque £ , 1  l  (G : H), on définit
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Il est clair que L~(y , b) C L(~)(Y , b) pour tout i, et on peut donc
définir

On réunit K ~’ de la bpse dont les éléuents sont les classes de

"’:’1 t ....t 1 t 
. 

l ~..., ~a.~ ~.( G: ," ( ;¿ )
qu espaces vectorlels sur ,. 

y 
- ~1 Y 

.

2.

(i) En tant ue sur O
z 

, munis de la connexion E 
y 

,

(iii) chacun des éléments yMs(03B1) ta (03B1 ~ 0394(2)) de (l)y est cyclique pour la

connexion e .
201420142014201420142014 y

Démonstration. - Soit p : 2014&#x3E; Inapplication définie par

p est bien définie, grâce à la propriété (P2).
Soient a et 03B2 deux éléments distincts de A "? il existe s tel que

pS(~) = a .

Soit ~y = la propriété (P~) implique que y - d. U. ~ Z, Vi. Donc

-~ l(~) y et il existe ~1’ ... ~ ~ e N tels que .

Soit s’ == ? , i , alors 03B2 = ps’ (03B3) == 03C1s+s’ (03B2) , et donc p agit transitivement

sur 
A(l) .

sur ~’"’ .

Soient /’~ ~ ... y ~ les entiers positifs définis de façon unique par
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Soit ex E ;1(1,) un élément tel que a + a E ~~ ~ et soit h le plus petit en-

tier tel que p (a)= P 0152 - a et i il existe A. y ... , 

tels que

Observons que h  2 puisque = a+ d. U. pour un indice i . De plus y si

h’ e N l) , alors (03B1) ~ a puisque, soit soit

J(p~’(a)) &#x3E;J(a) .

Maintenant p (a) ~ a et, pour tout i , p (a) - d. U. ~ ~ . Par conséquent
p~(~) = a et ga = I?_. ~J d. U.. On en déduit que ~. = ~~ pour tout i et que

l’ordre de p est égal à h = g + ^i = g + 3?, g(a_/d ) = Ceci démontre

(ii). Finalement, (iii) est une conséquence directe du lemme .

Q. E. D.

Pour un ~ fixé (l~~~(~:H)) on peut maintenant décrire de façon explicite

l’action de la connexion on choisit un élément a = 03B1(1) de 0394(l)
satisfaisant a + a ~ 0394 , et pour tout v on pose : =

D’après la démonstration du Théorème 2 on = a et donc sgN+03BD = v
et w(gN+03BD) = 03C9 (03BD) 

pour tout v E Z . 
gl’l+V B)

Y Y 
~ 

.

Soit

Avec ces notations, et en utilisant le lemme, on voit que la connexion e agis-

sant a pour matrice : 
v 

Y
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On remarquera que o ~ 0 pour tout B! et que s == 0 à chaque fois que

03B1(03BD)  03B1(03BD+1) , de sorte que 03A3gN03BD=1 03C303BD = gM . L’élément Z = 03A3gN03BD=1 Z03BD(y) 03C9(03BD)y de(l) représente l’ image par T d’un élément de (l)z indépendant de y si y

et seulement si, ~y (z) = 0 ou, de façon équivalente, s’il satisfait l’équation

différentielle 
’ 

..

La solution classique de E(l) au voisinage de y = 0 peut s’écrire sous la

forme Z(y) = p(y) où H = est une matrice de Jordan, et cù P(y) est

analytique dans un voisinage de 0, avec p(O) = la matrice identité ([6],
Théorème 5.5).

On peut calculer (par exemple) l’équation différentielle scalaire satisfaite par
Pour cela on pose

«"’ ~ ,

3. - ZgN est solution de l ’ équation différentielle hyporgéométrique

Démonstration.- Si l’ on convient que Z pour tout v ~ Z , ltéquation

E"’ entraîne 

B) 
-

Posons alors, pour 1 ~ v ~ gN - 1 ,

On a

et par conséquent
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D’autre part,

Il suffit alors que ZgN et de rappeler que 03A3gN03BD=1 03C303BD = gM .

Q.E. D.

Les indices de l’équation différentielle du Théorème 3 sont les racines du poly-

l(T) ==n~(T- À) . Soient v , ... , ~ (l ~ ~... ~~~=gN) les en-

tiers tels que

e t soit vU = 0 . Alors s03BDj = 
0 pour j - 1. , ... , g et si 03BD  gN - 1 satis-

f ai’t v , + 1 ‘ 03BD  03BDj+1 , oh a

De plus, comme s 
v 
 1 ( 1 ,~ v  gN) , on a ~ 

v 
 glr pour tout v . En particulier

I(jg$’Îl) # 0 pour tout entier j &#x3E; 0 . Si Z(y) est la solution d’ exposant nul nor-

malisée de sorte que Z(0) = 1 , alors

Posons

et donc

3. Structure de 

t l’orbi te sous H de pâ pour un choix quelconque de 03B1 ~ G ae . On dé-
finit une application L(l’)(y , (b/p» --&#x3E; L(l)(yP , b) par son

action sur les monômes:

Soit d’autre part F(y , t) = (F(y , t))/(F(y1&#x3E; , L(y , b/p) . On peut for-
mer la composée
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ct on véri.f.ie facileuent que J ° D, - p D, p ° Jy . Par conséquent, Jy induit
~ 

Y 1,y Y Y
una application (le Frobenius) au niveau de la cohomologie

La connexion ~yp opérant sur (l)yp est définie par

et sa matrice, par rapport à la base ta ; a est égale à 

De plus, le diagramme suivant est commutatif

En particulier, si e(.e)(y) est la matrice de ’5" : ~’ 2014&#x3E; K(~) et si

(y) (resp. Z(l’)(y)) est la matrice solution de yE(l) (resp. E(l’)) satis-

faisant ;zf..,!)(z) = IgN (rcsp. :i~’)(z) = alors

Remarques.

1° Dans ce qui précède, le choix d’une "bonne base" pour Wy permet d’éviter les
problèmes techniques introduits par l’existence de pôles. En particulier, la matrice

de Frobenius est analytique dans le disque ord y &#x3E; (- et peut donc ~tre

évaluée à y = 0 .

2° Signalons que dans certains cas particuliers la a pu être cal-

culée de façon explicite. Cette matrice est en général triangulaire et ses coeffi-

cients diagonaux font intervenir des valeurs de la fonction gamma p-adique en des

points rationnels. On peut alors calculer le déterminant du Frobenius et décrire (par

déformation) la structure symplectique.

3° La décomposition de ? 
Y 

en sous-cristaux donnée par le Théorème 2 a une inter-

prétation géométrique. Dans chaque sous-cristal, le polynôme caractéristique du Fro-

benius fournit la fonction L d’Artin associée à un caractère du groupe dual de

G/H , ce dernier opérant comme groupe d’automorphismes d’ un recouvrement d’Artin-

Schreier de la variété affine (Al - (Voir [ 21, Introduction.)
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