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COHCMOLOGIE DES FONCTIONS Fn

3

par Michel J. CARPEWTIER ()

Nous nous proposons d'exposer la construction, par les uéthodes de Dwork, d'espaces
de cohouologie associés de fagon naturelle aux fonctions hrpergéordtriques générali-
sées an(cl EETTEC x) . Cette construction généralise celles de [17, [3], 4],
[5], et, tout couwe dans [4], on peut prendre coruie point de départ (au moins 3 ti-

tre heuristique) la forwule intégrale classique d'Erdelyi

B f(cl) eee F(cn)

OFn(c1 y sse 3 C_ 3 X

n (onmi)®
at dt
r(0+) -(0+) X 1
J_m d-—w exp(tl+ o.:+tn+t . 't ) C eeoe &) .
1 n 1 n
t t
1 n

Les fonctions OFn apparaissent alors conue snlutions de 1'équation de déforma~

tion des espaces de cohomologie liéds & 1'étude des soumes exponentielles du type
- d
1 n X
7 (tl +¢co+tn + a a)’
F o/F 1 it
q- q

s (x,9) = 2o o1

od © est un caractdre additif non trivial de F (car (F ) =p ), d, , ees , d_,
~q ~q 1 n
aj y see s 8y sont des entiers positifs nremiers & p , et la somme porte sur tous

X \n
les (tl y see tn) € (Edm) .

Sauf dans le deuxiéme paragraphe, nous nous contenterons d'indiquer les résultats.

Les déuonstrations figurent dans [ 2] et seront publides par ailleurs.

1. Définitions. Construction de la cohounlogie.

Soit p # 2 un nombre premier, et soient B g eee 8 d, , ... , d_ des

entiers positifs preniers a p, U= ppcm(al g see ) an) , D ppcm(dl y eve g dn).
Soit J : 2" —=> 1/D % 1'application définie par J(«) = Iy = @) = iﬂ i'da} ;
on pose a = (al y see an) , N=J(a) +1 et, pour « = (al y eee an) ez” 3
. - Cdl - dn.
(s(«) = maxio , o e
1 n

J(a) + N s(«) .

w(w)

Il
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On notera par Ui 1'é1énent de Zn dont toutes les couposantes sont nulles sauf

la i-idme qui est égale & 1 , et on dira que deux éléments « = (afl s seos 3 Cz‘n)
et «' = (ai , eee s .x;l) sont équivalents (¢ ~a') si «, =o! modulo d;, pour

tout i . On identifiera les classes d'équivalence pour cette relation aux éléuents

n
du groupe G = ﬂi:l Z/di Z .
1

Pour chaque e¢lasse d'éguivalence @ et pour chaque K e 5 ~§O tel que
gaalw) Ay,
il existe un éléuent unique « = o(d , K) satisfaisant les conditions suivantes
(1) oea
(i1)  sl«)

(iii) (- @, + di)/ai >sl@), Vi

et J(8) =K}

o

nin{s(g) ; Be

(iv) « est le plus petit élément (pour 1'ordre lexicogranhique) satisfaisant
(1), (ii) et (iii).

On rontre que ol@ , K) - a= ala =a K -N+ 1) et que, pour tout K E%—ZJ

M

-

Il

K&- 1, il existe un unique indice A K) tel que

~ ’

o ,K) =o(@,K+1) -4 U, .

Pour tout Ke

1 gl

Z , on écrit K =K + (k -K), -1<KgO0. D'aprds ce qui
précdde, si K <-1 et «n 7UK) # ¢, alors

- o= =y yK-ﬁ o . .

ol& , ¥) = (&, K) Tv=-1 d/\(u,K+\)) U/‘~(u,K+\))

On prolonge les définitions de a(& , X) et de o(&, K) pour K >0 en posant

M@, K) =T pa, K-ui-1))
ou p est un entier quelconque tel que X - w(ll - 1) <0, et

- = ~ ZK—IE—l o~ -~
O‘(u( ’ K) = U(O‘ ’ K) + v=0 d/\(a,K.y.\)) U/\.(OI,K+\)) '

Soient waintenant
p=fo(@,X); dee, Ketz, FnIHK) # 4
= { NS - < < 7 i .
A e o g ai+1"ai\di’ i}
Nous indiquons quelques propriétés des ensembles A et A qui nous seront utiles.
-— LX)‘

(Pl) Soient @ e 4, K = J((X) ’ A = /\((_1 , K) s si S((X) >0 , alors s(a) = a_.
A

(Pz) Si o€ A, alors « satisfait 1'une (et une gseule) des deux propriétés sui-
vantes:
(i) a-ae A,

(11) 3 j ef{l, «o.,n} tel que a+d, U € A .
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(PB) 5i ae€n, alors « satisfait 1'une (et une seule) des deux propriétés sui-

vantes ¢
(i) «a+a€en,

(ii) 2 31, .v. , n} tel que a—dejeE.

~ _Tn

(P4) la) =X ﬂi=l d; -

S0it & un corps algébriquement clos contenant Q? , et couplet pour le prolonge-
anent de la valuation p-adique de Q ; on notera cette valuation par ‘ord" , de
sorte que ord p = 1 . 3oient T une racine (p - 1)-itue de - p fixde, bzg:l .
3i ceR et ye  , on définit

o . ) :
Ly, b, c)= {Eaegp At 5 A, e, ordh,Zc+ b w(w) + Ms(@) ord yi

Ly, v) =U__ Ly, b,c).

R

Les &léuents de L(y , b) sont des séries de Laurent (infinies) convergentes

n M
< 1 . ° P
dans le polydisque ]fizl{gie Q3 ord ti Ez—ﬁ- ord y} .

Soient

fly, t) =1 et Fly, t) =exp« £y, t) .
£t
1 n

Pour i =1, «es , n , on définit des opirateurs différentiels

d iTa yM
0 i 4 1 3 &
Dy=h3 fTY Yy Ty == % ° tie o Py ).
i " 1 4 B i
1 LN n

THEORELE 1.

(i) Les opérateurs Di v (1 €1 €£n) agissant sur L(y , b) foruent une fauille
y

cotiplétenent sécante.

T ~ a —~
(ii) Soit Vy 1'espace vectoriel engendré sur ( par {yhs(a) t 3 ae Aof,

alors

Ly, b) =V oy

59 Ly Di,y L(y , b) .

I1 décnule de ce théoréue que le quotient
YZ = Zn y b
y L(y b b)/ i=1 Di,y L(J. 9 )

est de dinension finie égale & N TE_I di .

2. Déforuatione.

Soient y , z €  satisfaisant ord y > (- Nb)/M (resp. ord z > (- Nb)/M ).
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3i y et 2z sont suffisaliient proches
P ’

M M A, M
. - F
exp '”(Za Y - ) - §(ZM 9 t)
t.1 ...t v, t)
1 n

est bien définie en tant que série entidre dans les variables 1/1:l y eee l/tn et

définit (par uultiplication) une apnlication

T _:L(z, b) —> Ly, b) .

Z, ¥
On vérifie in.édiatenent que, pour tout i T ° D, =D o T - porecnsé-
que, p ’ 2, ¥ i,z i,v z,y"
quent T, v induit une application inversible TZ v ° WZ — Wy . On va considérer
9 4

z coune fixé et y variable. Soit OZ 1'anneau des gerues de fonctions analytiques

dans un voisinage de gz € O et soit

N .
d yl il 1

Fe) ~
€ =y x—+ T = wre ° o (3 t) .
y I3y a, a ¥y, ©) Y5y (y , t)
tl L LN ) tn

Le diagrasiie suivant est cormutatif :

T
¥ 8.0 %Y R » O
Z 3&) Z - y @&} Z

o) ‘53,
7 -(?37 v Tz y o
¥ oo 0 IV % O,
z §i oz y b 2

~

LEMME., - Soit « € A

~ uI v,
(i) si a-aed, alors s(a) =0 et ey(t"‘)=uMyI £8

(ii) si a+ d, U, € A, alors
(o d. ol a+d.U,
ey(yr'ls((”) ta) = M — yhs(&) t % nmodulo D, _ L(y, b) .

a, 1
i Y

Dénonstration. — (i) est évident. Pour (ii), soit K = J(@) ; alors i = Mo, K)

et s(a) = (- ozi)/di . Donc si on pose s = s(a) ,

uo T
e (M5 4%) = —n = BL I y11(1+s) e
y a;
D'autre part,
; Qo d, wrd, U, Y
i yM(l-rs) ey L yI-Is £ 4 o= onIs g +i_ g (_1\1_ Ms ta) .
a, a; 1,78

Q. E. D-

Soit HC G 1le sous—groupe cvclique engendré par 1l'inage de a = (al ) ese g an),
(G:H)
=1

chaque &, 1 <4 <(G : H) , on définit

et soient {GJ&} les orbites de G sous addition par les éléuents de H . Pour
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<)(v,b)_ QﬁdnAutaeliy,b); h,=0 si af G,
Il est clair > D (”)( - (2) i
que Dy o L y, b)) <L'"*(y, b) pour tout i , et on peut donc
définir

(2) _ (1) L(2)
Wy = L (y 4 b)il 1 l,y (:V 9 b) ’
'iuz('z') - Y}(f&) 2. 0,
y y a
y)
on tumit ¥ e 1a base dont les éléuents sont les classes de

MS J ~ ~ 2
En tant qu'espaces vectoriels sur (i ¥o= QKG ") (*)

’

THEOREME 2.

(i) BEn_tant que rodules sur Oz , Dunis de la connexion eV ’

B g o0 ol CH) i)
vy Gz Ti= vy

(ii) soit g = (H§=1 di)/(G : H) = IGLl , alors

(iii) chacun des élénents y Ms(a) % (« e Z(J)) de ﬁgz) est cyclique pour la

connexion ey .

~(4)

Déuonstration. - Soit p : A —_— 5(2) 1'application définie par

a+d U, si a+d U, e a
i i i i
pla) =

~

& - a si a-a€ A,
¢ est bien définie, grice a la vropriété (Pz).

Sodent @ et B deux éléments distincts de Z(J) : il existe s € N tel que

05(a) ~ 3. et p%(a) = p® o) - a.

Soit vy = Ps(a) ¢ la propriété (PB) implique que vy - d.i Ui ¢ , Vi ., Donc
IJ(v) £3(8) , et il existe Wy s =ee , B €N tels que

B=y+ Z?~1 My 4 ;o
1 ] )
301t( ?1 = §2=1 W, , alors B = p% (y) = p°% (B) , et donc p agit transitivement
~\ X
sur 4o

Soient Al g see An les entiers positifs définis de fagon unique par

= A .
ga E?:l 1 % Uy
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c . ~ A?I 79 7. - '\” 3
Soit « € A( ) un élément tel que o+ a € A( ) , et soit h 1le plus petit en-
. h, - :
tier tel que p (@) = Qh o) = a et ph(a)fw a - ga: il existe A} , .o, A €N
tels que

" h-l B o
po(a) =a-(g=-1) a+ 22:1 A 4, U,

) v
h — - 1
p(oz)_oe ga + 21:1 /\.i diUi

= AY
\_h g+ le:l i
Observons gque h 2 2 puisque p(a) = o+ di Ui pour un indice i . De plus, si

1 ! ,

h' e N (1 < ht&h - 1) , alors ph (a) # a puisque, soit ph (a) 7~ « , soit
h'

I(p" (@) > 3(a)

Maintenant ph(a) ~ a et, pour tout i , ph(a) - di U.<¥ X . Par conséquent
h B (1 :
= = Al . '\'- = )\“ 1
p(a) =a et ga i1 A4, U, . On en déduit que A J pour tout i et que
ltordre de p est égal &8 h =g + Z?—l Ai =g + 22—1 g(ai/di) = gN ., Ceci démontre

(ii). Finalement, (iii) est une conséquence directe du lemme.
Q. E. D.

Pour un 4 fixé (1 &4 < (G : H)) on peut maintenant décrire de fagon explicite
~ : ~( 2
1'action de la comnexion sur ?Zyz ; on choigit un 41lément o = « 1) de A(”

satisfaisant @+ a € A , et pour tout v€ Z on pose :
u(v+1) - pV(a(l))

Sv = S(Ol(v))

(v)

Ms
wgy) Sy Vg

() _ (V)

D'aprés la démonstration du Théoréme 2 on a « et donc Bally = s,
et w(gN+v) = wév) pour tout v € Z .
Soit
M(1 - sv) sl a(V) = d(v-}) - a
(o) =
v

M(Sv—l - Sv) sinon .

Avec ces notations, et en utilisant le lemme, on voit que la connexion € agis-

sant sur '@éb) a pour matrice:



G-0'

— g?
0 0 0 -—— e = — - - ¥
o}
y 2 0 0 0
v l
0 N 3 0 {:} |
(;&) . N AN
-3 = M N N |
N ~
N .
N U, N\ |
) y\:’ AN |
‘\ \ I
PN N . u'\ ;
- N gl
Y ~ 0
On remarquera que °, >0 pour tout v et que s, = 0 a chaque fois que
(V) %f (le) , de sorte que Zg g =M L' elgment Z = Z N (V) w( ) de

j};g( )
y
et seulement si, €y (Z) =0 ou, de fagon équivalente, s'il satisfait 1'équation

différentielle '

%
représente 1l'image par T 2,y d'un élément de z 4) 1niependant de y si,

g(4)

()¢ )t

: y% (z1 ZgN)’G =%
(%)

2
forme Z(y) = P(y) y'H ,ou H= aé”)(o) est une matrice de Jordan, et cl P(y) est
la matrice identité ([6],

1 °°° ZgN

La solution classique de au voisinage de y = 0 peut s'écrire sous la

analytique dans un voisinage de O , avec P(0) =1
Théoréme 5 . 5) .

N ?

On peut calculer (par exemple) 1l'équation différentielle scalaire satisfaite par

Z « Pour cela on pose

gl

=y 2, = 38N si vgeN-13 A_=0.

Oy v j=v+l i ~ ? gl
THEORILE 3. - ZgN est solution de 1'équation différentielle hypergéométrique
)
ﬂgNl (O—/\)Z (- ."sH)g ygmz.
Démonstration.- Si 1l'on convient que Z .. = Z_  pour tout v € Z , 1l'équation
v+gl Y ~
E(z) entraine
%
b Zv == My Zv—l .

Posons alors, pour 1 v <gh-1,

N
€5, o)
_ (o 8NV _Ti=wkl i
b, = (= ) y Z,
On a
N .
(s - Zf——\»l oi) b, =k, St 2&vEal-1,

et par conséquent
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= ?gN‘l(a -

L TR

Ny
G=u+l i’ Pgli-1 °
D'autre part,

g
gl ~ et 1
(6= 2,0 ) w =(m)& 5"z

gN

N
I1 suffit alors d'observer que MgN—l =812 et de rappeler que Z%ﬁl o, = M .

Q,o E‘ Do

Les indices de 1'équation différentielle du Théoréme 3 sont les racines du poly-
a el ; .
ndéme I{T) =ﬂ\)=1(T - Av) . Soient v, , ..., Ve (1 < v Seee v, = gh) les en~-
tiers tels que
(v.+1) (v.)
J o J

(04 = - a
et soit Vo = 0 . Alors 8, = O pour j=1, o0, g et si v gl -1 satis-
J
fai < <
fait Vj +1<vg Vj+1 y Oh a
X — gN -— M - Y - v/
A, _Zizw-l o, = Mg - 3 - 1) + s, .

De plus, comme s <1 (1gvgaN),ona A, <@l pour tout v . En particulier
I(jgl) # 0 pour tout entier j >0 . Si %(y) est la solution d'exposant nul nor-

malisée de sorte que Z(0) = 1 , alors

(- n)ng Jai
z(y) =1 + ngl I(g).1(2g) ... aeh) ¥ °

Posons T =1 - (KV)/M (1 €v gl -1); alors
. sor) - (on)I8N
I(g) «.o I(gt) = (@77 5t (1) wee (70 )5 s
et donc

= myeN el
=) )

ay) = OFgN—l(Tl poeee s TNy § (

3. Structure de IFrobenius.

Soit Gz, 1l'orbite sous H de p& pour un choix quelconque de o e Gi « On dé-
1 )
finit une application (~lindaire vy L(Ja )(y , (b/p)) ——> L(”)(yp , b) par son

action sur les mondmes ¢

0 sinon .

Soit d'autre part F(y ’ t) = (ﬁ(y , t))/(ﬁ(yp ’ tp»es L(y ’ b/p) o On peut for-

mer la composée
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?

?& . L(ﬁ')(y ’ b) C—i—> L(it)(y , %) _§E£Z-L_E2> L(z')(y ,'%) -i’> L<£)(YP ’ b)

et on vérifie facilewent que § ©° D, =p D, , ° § . Par conséquent, S induit
. ) ) ¥ 1,y 1,¥Y y y
une appilication (1e Frobenlus) au niveau de la cohomologic

=, ) (2)

Sy PRy T ¥
(2)

La connexion Gyp opérant sur W&p est définie par

€ —_.__-—-_1———— o}.y
1Y

= ° ﬁ(yp ’ t) y
¥R, t)

o

et sa matrice, par rapport & la bhase {yps(a) % ; o € E(z)} est égale a ;éi)(yp).

De plus, le diagramie suivant est commutatif

#e) vy §)
¥ iyp
¢ pe
yl c l 4P
‘ﬁ(é') > ?{ﬁ) .
, yP

Bn particulier, si C($)(y) est la matrice de S& : %éz') - E(f) et si
1 g
éi)(y) (resp. éz')(y)) est la matrice solution de E(Z)

faisant 27/(z) =1

y )
(resp. E(&‘)) satis-
i
(resp. 27 /(z) = Igﬂ) alors

¢y 4 () = AP dD(y) .

gN

Renmgrques.

1° Dans ce qui préceéde, le choix d'une "bonne bhase" pour %V permet d'éviter les
probldmes techniques introduits par 1l'existence de pSles. Fn barticulier, la matrice
de Frobenius est analytique dans le disque ord y > (- Nb)/M , et peut donc étre

dvaluée & y =0 .

20 Signalons que dans certains cas particuliers la matrice C(&)(O) a pu 8tre cal-
culde de facon explicite. Cette matrice est en général triangulairc et ses coeffi-
cients diagonaux font intervenir des valeurs de la fonction gamma p-—adique en des
points ratiomnels. On peut alors calculer le déterminant du Frobenius et décrire (par

déformation) la structure symplectique.

3° La décomposition de ﬁ% en sous-cristaux donnée par le Théoreme 2 a une inter-
prétation géométrique. Dans chaque sous-cristal, le polynbme caractéristique du Fro-
benius fournit la fonction L A'Artin associée & un caractére du groupe dual de
G/H , ce dernier opérant comme groupe d'automorphismes d'un recouvrement d4'Artin-

Schreier de la variété affine (g} - {O})n . (Voir [27, Introduction.)
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