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PRODUILT SYI\iMﬁTRIQUE DE L'EQUATION DI BESSEL

par Philippe ROBBA ()

Soit { wune racine p-iéme de 1 . Sur ﬁ%) on considére le caractdre additif

b F

W a | e—— ga , et sur F on considére le caractére additif w =: w_e° Tr .
~ q P I

Pour A€ Ez on définit la sonme de Xloosterman

Kq(x) =12 = FX

w (x + a/x) .
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3i Ae F_, on pose deg A =: degQEp(A) : E?) = nin(n ; AP = A) .

Soit s = deg A . Aux sommes de Kloosterman Kq(x) on associe la fonction L

LR, 1) = exp(2,, Kpm('T‘) T'/n) .

On sait que L(A , T) est un polynbue de degré 2

%, 1) =(1-m(3) 01 -n(3) 1) .

Inspiré par les travaux de DWORK et ADOLPHSON sur les polyndmes de Hecke, on va
étudier, pour k entisr >0 ,

— k=3 -\ Ay— A

n (0) =TT T (1o (R0 (R) ndcen)-1/dee

=0

Les problémes posés sont

- mountrer que Mk est un polyndue,

—~ déteruiner son degré,

- établir une équation fonctionnelle pour Mk .

Ceci se fait en donnant une interprétation cohomologique de Mk .

En fait, on a déja une interprétation cohomologique de (A , T) = det(1 - Tx) ’
o «w est 1'opérateur de Dwork agissant sur un espace de cohomologie W(K) , donc

ﬁl(i) et ﬁZ(K) sont les inverses des valeurs propres de « (ici A = Teich(})) .

Alors il est clair que ﬁl(x)k-J ’ ﬁZ(I)J y, 05j<k, sont les inverses des

valeurs propres du produit tersoriel symmétrique d'ordre k de « .

Par ailleurs, la variation de la cohomologie W(A) par rapport & A est conuan-

dée par 1l'équation différentielle associéi a Jb(Zﬁ M- A) , ol Jb est la fonction

de Bessel d'ordre 0 et m L = - P .
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Donc la premidre étape va &tre d'interpréter Hk(T) = det(1 - yT) ou y est 1'o-
pérateur de Dwork agissant sur l'espace de cohouologie associé au module différentiel
Sk(W) =¢ puissance symmétrique d'ordre k du module différentiel W . Pour cela, il
suffira de dérouler la machinerie de Dwork (comme par exenple dans 1'exposé de

SIERRA sur les polyndues de iecke dans ce sduinaire).
Pour u.ontrer que Mk est un polynbrie, et calculer son degré, il cst équivalent

de wontrer que la cohonologie de Sk(W) est finie, et de calculer sa dimension (car

y posséde un inverse & droite et donc est inversible si la cohouwologie est finie).

Pour obtenir 1'équation fonctionnelle, on déroulera la nachinerie de la théorie
duale.

Dans le cas considéré par DWORK et ADOLPHSON, W était le nodule différentiel
associé & F(1/2, 1/2, 1, A) , donc avait des singularités résulidres en 0 , 1
et « . Pour cela, ADOLPHSON avait développé une méthode pour déterminer la dimension

de 1la cohomologie dans le cas singulier régulier.

Ici on a le module différentiel associé a la fonction Qb(2ﬁ viﬂk) qui a une sin-
gularité régulidre en O , et irrégulidre & 1'infini. Donc ici la finifude de la
cohomologie et le calcul de la dimension reposent sur les résultats que j'ai obtenus

concernant 1l'indice d'un systéme différentiel.

Malheureusenent cette théorie n'est pas achevée, et je peux seulement conjecturer
le degré de Mk (p #2) + En fait, la conjecture est déuontrée pour k pair et

k <2p , ou pour k iwmpair et k <p .
Par contre, je peux calculer levdegré de

N 21 Ay — A
FORNNMUPCERACER AR 2)3 pieely-1/deeh

Ici on a affaire esu nmodule différentiel associé a qb(Zﬁ n) e

Les résultats obtenus sont les suivants.

THRORELE. - 1) (T) est un polyntue de degrd

k . .
k - 2[55] si k pair
k+1-2=+<] si k impair .
2p 20 —
Ici [ ] désigne la partie entidre.

CONJECTURE, - Mk(T) est un polynéne de degré

k k . .
5 - [55] si k pair

k1 [—E +-£] si k inmpair.
2 2p 2 —
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THEOREME. — La conjecture est vraie si k est air et k < 2p , ousi k est

impair et k <p .

Pfguation fonctionnelle -

THEOKENE, - Le polynéue I! admet la déconposition Iif = B} L oo fi wéri-

fie 1'éguation fonctionnelle M ( t) = ct Mk(l/ ler t) (_Oll_ ¢ est une constante

#0 et & = deg ﬁl'c ) et ou 1le facteur trivial Pl; est un polvnéue de degré

2+2[-§p-) si k pair

1 si k iopair,

qui_prend la forme suivante (ou e = +1 si p=1 (4) et e=-1si =-1 (4))
PL(t) = (1 - %) si k impair

1 t .t
(1 - %)(1 - pk/2 £)™ (1 - ep k/2 £) ™ si k pair

1 (t)

avec ml’{=1+[§k5] si 4|k (resp. . [—] si 4fx), nf{:l*"?[zl'{f{]'

I N
THEOREME. - Sous réserve que la conjecture ci-dessus soit vraie, le polynéme M,
admet la décomposition Mk =P

~ N ot P ' g . .
X “k ou ilk vérifie 1'déquation fonctionnelle.

k+1

i, (t) = ct® Hk(l/p

et ou le facteur trivial P est

(Ql‘l_ c est une constante #0 et & = deg ﬁk )

un polynéme de degré

1 si k iupair
k R .

1+ [—2—p— si k pair et 4fk
k .

2 + [-é}; si 4]k,

qui prend la forme suivante (avec ¢ comme ci-dessus)

P (t) = (1 -t) si k inpair
P (8) = (1= 8)(1 - ep/2 ) (1= P2 &)™ ™ o1 x pair

\ kg R S - [k
avec m =1+ [-?:5] si 4|k (resp. n_= [2p si 4fk) et n_= [4p] .
On trouvera les démonstrat:tLons et des références dans l'article suivant.
BIBLIOGRAPHIE

[1] ROBBA (Philippe). - Symmetric powers of the p-adic Bessel equation [Soumis
au J. fiir reine und angewandte iathematik].




