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CONJECTURES SUR LES EQUATIONS DITFFRENTIELIES p-ADIQUES LIHBAIRES
3
par Philippe ROBBA ( )

- Nous nous intéressons & la propriété, pour un opérateur différentiel linéaire
- disons & coefficients fractions ratiomnnelles pour sinplifier -, d'avoir un indice-
en tant qu'endouorphisme d'un espace de fonctions analvtiques dans une boule. Egale-

nent nous cherchons comnuent calculer cet indice lorsqu'il existe.

Le cas d'un opérateur du premier ordre est compldtenent élucidé [Ro 2] [Ro 3]. Pour

les opérateurs d'ordre supérieur seulein.ent des résultats partiels ont été obtenus

[4d] [Ro 1] [Ro 3].

Je e propose d'indiquer dans cet exposé les résultats qu'il ne semble raisonnable

d'obtenir ainsi que quelquessuggestions sur une fagon possible de les déuontrer.

Dans [Ro 3] il n'a semblé utile d'introduire la notion d'indice généralisé pour
un opérateur différentiel linéaire a coefficients fractions rationnelles. Je vais
dans un prenmier paragraphe étendre cette notion au cas des opérateurs a coefficients
élérients analytiques dans une couronne. Ceci n'est pas fait par siuple golQt de la
généralisation, on verra dans le paragraphe sur les conjectures que, méme si 1l'on
s'intéresse & l'indice d'un opérateur & coefficients fractions rationnelles - c'est
le cas intéressant pour les cohorologies de Dwork -, il faut & certaines é&tapes
savoir traiter le cas des opérateurs 3 coefficients éléuents analvtiques. De plus
les idées que nous utiliserons ici auraient pernis de siuplifier certaines dérons-
trations de [Ro 3.

1. Indice généralisé d'un opérateur différentiel lindajre.

Cas de 1'indice dans les espaces d'éléuents analytiques.

l.1. Notations.

Soit K un corps valué ultrai.étrique complet de caractéristique O .
~N . rd > < o

Soient T, et T réels 0 avec Ty STy On pose

R = {élénents. analytiques & coefficienta dans K sur la couronne r

3" = {8léuents analytiques & coefficients dans K sur le disque lxl < rl}
R~ = {éléments analytiques & coefficients dans K sur le disque Ix‘ 2T, ,

nuls & 1'infini} .

Ona R=R" @R et les projections

- —— | J— Z
Y ¢:tR-—>R < a X |-=> 20 a X
. ——— Z p—- Z X
Yy ¢t R-—>R a X |—>4& 8 X .
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On pose .
d d
® = p[=2 - e
R[dX] ’ (DO - (Rﬂ K(X))[d}{] .
On note Hat(d ,®) (resp. lat(a , QO) ) 1'espace des matrices carrdes d'ordre
d & coefficients dans l'anneau ® (resp. 0, ).

Un éléuent de Hat(d., ®) définit de facon évidente un endonor-hisue de Rd

(opérateur différentiel lindaire).
1.2, Indice.

Soient E et F des espaces vectoriels sur K . Soit I une application lindaire

de E dans F . On dit que L a un indice si
dirn Ker L <4+ «© et din coker L <4 «
et 1'indice de L est alors

x(L 3 E, F) = x(L) = din Ker K - diu coker L ,

(si E=TF on écrira x(L 3 E) ).

Propriété d'additivité. - Soient les applications linédaires L1 : BE—>TF et

L, : F -->G . Si deux des trois applications L, , L,, L, ° L sont des indices,

la troisidme a aussi wn indice et 1l'on a
XLy e L)) = x(L) + x(L,) .

Permanence de l1'indice. — Si L ¢: BE ——>F g un indice et si U ¢ E == F est

une application linéaire de rang fini, alors L + U a un indice et

x(L + U) = x(1) .

31 E et P sont des espaces de Banach, si L ¢ E ——>TF a un indice et si
U : E = F est une application couplétenent continue (c'est—ad~dire une limite uni-

forme d'applications de rang fini) alors L + U a un indice et

x(L + U) = x(1) .

1.3. Indice généralisé (cas des opérateurs & coefficients fractions rationnelles).

Soit A € Mat(a , ©,) . I1 existe P € K[X] tel que les coefficients de PA

n'ont pas de péles dans la boule B'(0 , r,) et que P € R . Donc PA définit
un endourophisune de R+d . Inspiré par la fornule d'addition de 1'indice on dira
[Ro 3] que, si PA a un indice dans grd , alors A a un indice généralisé dans

gd qui est, par définition
nen(a , BTY) = x(pa , BT - x(e1 , YY) .
(Vérifier & titre d'exercice que PI , I &tant la matrice identité, a un indice

dans R4 qui vaut -~ d ord’ (P , rl) ou ordt(p , rl) désigne le nombre de zéros

de P avec multiplicité damns B'(0 , rl) ).
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Avec cette définition, 1l'indice généralisé vérifie encore la propridté dtadditivi-
té : soient A, Be Mat(d , @O) . 5i, parei A, B et AB , deux opérateurs ont

un indice généralisé dans R+d , alors le troisidne en a un aussi et
(A, BYY) = e (4, BT 4w (3, =5

On uontre dans [Ro 3] qu'on peut donrer la définition égnivalente suivante de

l'indice généralisé. A envoie R+d dans P"1 R+d . R+d est un sous-espace de

-1 _+ -

PR d de codimension finie. Soit pr une projection de P 1 R+d sur R+d « Alors
A a un indice généralisé dans R+d si pr ° A a un indice dans R+d et

o (8, B = (e o a, 1Y)

- d
Comne P 1 R est continu dans Rd , on peut utiliser comme projection la pro-

jection de Rd sur R+d ohtenue en appliquant y+ 4 chaque couposante (cette pro-

. . . +
jection sera encore dénotée -+ ).

C'est cette deuxieme définition qui sera généralisée au cas des opérateurs i coef-

ficients éléuents analytiques.

Le fait que A(R+d) CZP_1 R+d et que R+d est de codiuension finie dans P-'1
R+d entraine que l'application vy A : R+d - R+d est de rang fini (ou de fagon

- d
équivalente 1'application vy Ay+ ¢t R - Rd est de rang fini). On peut utiliser

cette renarque pour démontrer la propriété d'additivité mentionnéde ci-dessus.

1.4, Indice généralisé (cas des opérateurs & coefficients éléuents analytiques).

1.4.1. Définition. - Soit A€ Mat(d ,0) . Si 4 A a un indice dans K¢ on

dit que A a un indice généralisé dans R+d et on pose

ner (4, BY) = «(4F a, BT

1.4.2, LEMMB. - Soit A HMat(d , ®) . Les endoursphisues de Rd A Ay* et

Y+ Ay, sont compldtenent continus.

2 . N - d
Dérongtration. - A est la limite, pour la norme d'opérateur sur R, d'une

suite d'opérateurs An € Mat(d ,630) . On a observé que les opérateurs - An Y+
étaient de rang fini, leur linite A est donc couplétenent continue. Il en est de

néne pour Y+ Ay .

le4.3. COROLLAIRE., ~ Soient A et Be Mat(d ,0 ) . Si deux des trois opérateurs

i +d . oo
A, B, AB, ont un indice généralisé dans R ~ , le troisiéme a aussi un indice gé-

néralisé et
tyn (4B ’ R+d) =1 (4, R+d) + (B, R+d) .

Dénonstration. - On a

X AB=+v Ay B+ Ay B,

et {+ Ay B est compldterent continu car c'est le couposé de 1'opérateur compld-

tement continu , B : RY —- R et de 1'opérateur continu Y+ Az R => R , par



2-04

rd + T 3 3 3
conséquent vy A3 a un indice dans R+d si et seule ent si 7+ A y+ B a un indice

et ces indices sont égaux. D'ol le résultat.

1.4.4. PROPOSITION. ~ Soit 4 €HMat(d ,0) ., Alors A a un indice dans Rd si

d et v A a un indice dans R-d et

. + . .
et seulenent si y A a un indice dens R

alors

+

x4, ’Y) = x(y -9y

A, R+d) + %y A, R

Déuonstration. - Les opérateurs y+ Ay et vy A y+ sont des endomorphismes

couplétenent continus de Rd . Par conséquent
Bi=A-vy Ay =Y &Y

e e d i . . d
a un indice dans R si et seulemnent si A a un indice dans R et alors leurs

indices sont égaux.

lfais B est stable sur R+d avec B] +q .= y* A et B est stable sur Rfd avec

B[ q= Y— A . Donc B a un indice dans R si et seulenent si y* A a un indice

da%s R+d et y_ A a un indice dans Rfd et alors

d d - -4
X(B s R ) = X.( ’r'+ A, R+ ) + X‘(Y A, R ) o
D'ou le résultat.

1.4.5. Exercice. — Soit A € Mat(d , R) , avec det A # O . Vérifier que

- y+ A a un indice dans R+d : xKY+ A, R+d) = - ord+ (det A, rl)

-y A aun indice dans g~¢

x(y~ A, R_d) ord  (det A , ro)

- A a un indice dans Rd : x(A, R) = - noubres de zéros de det A .

led 6. - En fait pour les applications on a besoin de considérer 1'indice de A
agissant sur les fonctions analytiques dans une couronne ouverte. La situation est
alors plus compliquée car on n'a plus affaire & des espaces de Banach. Je peux mon-
trer que les résultats précédents sont encore valables si l'on suppose que A a un
indice pour toute couronne contenue dans notre couronne initiale, ce qui sera véri-

fié pour les applications. Je n'entrerai pas plus dans les détails.

2. Existence d'un indice pour un opérateur différentielle : conjectures.
2.1 Notation. ~ On dénote
a (r)

% (r)

s <r non précisé}

it

{fonctions analytiques dans la boule B (0 , r)}

i

{fonctions analytiques, nulles & 1'infini, analytiques pour \xl > 1 avec

R (r) = {fonctions analytiques dans une couronne s < lxl <r avec 8 <Tr non

préCiSé} .
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ona R(r) = dr) @ X (xr) et v (resp. y ) est la projection de R(r) sur
a(r) (resp. % (zx) ).

Le point générique tr de la boule B+(O , r) est un point tr situé dans une
extension transcendante de K tel que ltrl =r et que la boule B_(tr y T) ne

contienne pas de point algébrique sur K .

On dit que l'opérateur différentiel 4 = 2& ai(a%)l est r-d8léuentsire si ses
coefficients a; sont des éléments analytiques sur le cercle lx[ =r et si, ou
bien toutes les solutions de 1'équation Ju = 0 analytiques au voisinage de tr
ont méue rayon de convergence p <r , ou bien toutes les solutions ont un rayon de
convergence =2 r.. Dans le prenier cas on pose p(z ’ r) := p , dans le deuxidne cas

p(z ’ r) =1 ,

On dit que 1l'opdérateur différentiel 7 est élémentaire dans la couronne

r, < |xl < r, si les coefficients de 4 sont des élénents analytiques dans cette

couronne et si pour tout r € ]rl , r2[ 4 est r-éléuentaire.
Le nonbre o € gp est dit nombre de Lionville p-adique s'il vérifie la condition

ll/n

ll/n) <1.

inf (lin inf ¢ = n , lin inf |l + n

2.2, Conjecture sur 1'indice d'un opérateur différentiel.

CONJECTURE. - Soit 4 € K(x)[-d—i-j un opérateur différentiel & coefficients frac-

tions rationnelles. Alors 4 a un indice géndralisé dans %(r) (resp. X' (r) ,

by

resp. R(r) ) sous réserve que "les exposants globaux de 4 correspondant & la par—

tie Puchsienne de 4 dans la boule B (O , r) , ainsi que leurs différences, ne

soient pas des nonbres de Lionville p-adiques". Les indices sont reliés par des

fornules explicites aux rayons de convergence des snlutions de J4tu =0 prés du

point générique tr . De plus on a

(e, AWr)) = - (s, K+(r))

ou de facon équivalente

(i, ®(z)) =0 .

I1 nous faut définir ce que 1l'on entend par partie Fuchsienne de 4 et exposants
globaux, ainsi qu'expliciter les formules promises pour 1l'indice. Pour cela il nous
est d'sbord nécessaire d'indiquer des propriétéds de factorisation pour un opérateur

différentiel.

Nous avons mis des guillemets & la phrase contenant les exposants car ainsi qu'il

apparai.tra par la suite, nous avons quelque cibarras a définir ces exposants.

2.3. Factorisation d'un opérateur différentiel.

CONJGCTURE. - Soit 4 € K(x)[31] + Pour tout ¥, réel >0 il existe r, <7, et

des opérateurs différentiels by g eer 9 Ay é1émentaires dans la couronne

r, < lx! < Ty tels que &% = Ll voe Lm .
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Cette conjecture est suggérée par les résultats suivants.

THEORELE ([ D-R], théorsme 4.1). — Soit 4 un opérateur différentiel 3 coeffi-

cients élémentiires analytiques dans 1a couromne r - ¢ < |x| <r (avec € >0 ).

Pour tout p <z , il existe e' > 0 et des opérateurs «

1 et by » B coefficients

éléments analvtiques dans la couronne r - €' < lxl <r , tels que 4 = £1 22 , les

golutions de &

, au voisinage du point générique tr ont toutes un rayon de con-

vergence < p et les solutions de %

5 & voisinage de tr ont toutes un rayon de

convergsnce =2 p .
On en déduit facilewent ie corolliaire.

COROLLAIRE, - Soit 4 € K(x)[-g%] . Pour tout r réel >0 et tout ¢ >0, il

existe r, et r,, r-e¢sr,<r &r, et 23 opérateurs différentiels

zl yoeee s A élémentaires dans la couronne r, < lxl <rn, tels que 4 = by o Ao

Notons que dans ces énoncés, méme quand 1'opérateur 4 a ses coefficients frac-
tions rationnelles, les zi niont plus nécessairement leurs coefficients fractions
rationnelles. Ciest pourquoi nous avons éprouné le besoin, dans le paragraphe 1,
d'étendre la notion d'indice généralisé.

by

En vertu de cette conjecture il suffit de chercher & établir l'existence d'un

dandice poo v.. opérateur élémentaire dans une couronne o

2.4, CONJECTURE. — Soit 4 élémentaire dans la couronne r, < |x| < T n'ayant

pas de singularités dans cette couromne. Si l'on a o( 4 ’ r2) =T, et

p(4 rl) = r, alors pour tout r € [rl , r2] ona p(s, r)=r.

La conjecture est vérifée pour les opérateurs d'ordre 1 .

2.5. Facteur TMuchsien.

Soit 4 € K(x)ﬂa%] . I1 résulte des conjectures nrécéddentes que pour tout ry

rdel > 0 il existe r, <3 , et des opérateurs 4. et 2 3 coefficients éléments

)Jl ~2
< < = 4
5 lxl T, tels que 4 Ay $2 et que pour tout

r € ]r2 y rl[ les solutions de 4, prés de % ont un rayon de convergence <T

analytiques dans la couronne T

et les solutions de 22 pres de tr ont un ravon de convergence 2T .

Clest cet opérateur 4
la boule B (0 , =) .

5 que 1'on appelle le facteur Fuchsien de 4 relatif 2

2.6. Indice d'un opérateur élémentaire non Fuchsien.

CONJECTURE., - Soit ¢ un opérateur différentiel unitaire d'ordre 4 ,élémentaire

dans la couronne r'< le <r , non Fuchsien (c'est-3-dire que pour tout

se€ et , [ p(s, s) <s). Alors % a un indice généralisé dans &(r) (resp.
+
®(r) ) et

(d log p(z y s)

- +
S =, ()

mt(g, alr)) =d
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Sous ces hypoth®ses l'existence d'un indice est connwe [Ro 1], c'est seulement la

formule donnant 1l'indice qui est conjecturale. La formule est déuontrée dans le cas

d'un opérateur d'ordre 1 (d = 1) .

2.7. Indice d'un opérateur élémentaire Fuchsien.

Le probléme de l'existence et du calcul de 1'indice est entiérenent résolu par la

conjecture suivante.

CONJECTURE. - Soit 4 un opérateur différentiel unitaire d'ordre d , élémentaire

dans la couromne r' < |x| <r , Puchsien (c'est-d-dirc que pour tout s elr' , x[

p(4, s) =s) . "Si les exposants globaux de 4 relatifs & la boule B (0, r) et

les différences de ces cxposants ne sont pas des nombres de Liouvillc p-adiques",

il cxiste des fonctions bi , 1 <i<£d analytiques bornées dans la couronne

rt <|z| <r, telles que

4= (=2 d

-a;— bd) ) (E;- bl) °

Les exposants globaux de 4 sont les résidus globaux des bi relativenent 2 la

boule B (C , r) (c'est-2-dire le coefficient de 1/x dans le développenment de

Laurent de bi ).
On voit ce que cet encneé a de peu satisfaisant quand au point de vue logique.

On peut essayer de démontrer la conjecture en suprosant de plus que 4 a une
structure de Frobenius forte auquel cas les exposants globaux doivent &tre rationnels

et donc ne sont pas Liouville p-adiques.

En tout état de cause lorsqu'une telle factorisation est obtenue, le nrobléme
d'indice est résolu car il est résolu pour les opérateurs d'ordre 1 . Chaque opé-
rateur d'ordre 1 a alors un indice généralisé 1 dans I(r) et 4 a donc un

indice généralisé d . On voit que la formule du ¢ 2.6 est encore valable.

Le résultat obtenu par Christol dans [Ch] peut &tre considéré comme une vérifica-
tion de cette conjecture dans un cas particulier, Dans ce cas particulier 4 a seu-
lement une singularité régulidre en O dans la boule B (0, r) et donc les expo-

sants globaux de & dans cette boule coincident avec les exnosants de 4 en O .
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