
Groupe de travail
d’analyse ultramétrique

MICHEL MATIGNON
Genre topologique des corps values
Groupe de travail d’analyse ultramétrique, tome 11 (1983-1984), exp. no 14, p. 1-9
<http://www.numdam.org/item?id=GAU_1983-1984__11__A9_0>

© Groupe de travail d’analyse ultramétrique
(Secrétariat mathématique, Paris), 1983-1984, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Groupe de travail d’analyse ultramétrique » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=GAU_1983-1984__11__A9_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


14-01

GENRE TOPOLOGIQUE DES CORPS VALUES

Michel MATIGNON

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. MICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
lie année, 1983/84, n° 14, 9 p. 13 février 1384

Introduction. - Soit K un corps valué complet pour une valeur absolue ultramétri-~

que. On dit qu’un corps L ~ K est un corps topologique de fonctions d’une variable

sur K s’il est l’adhérence d’un corps de fonctions d’une variable sur K pour une

valeur absolue qui prolonge celle de K . Dans ce travail on étudie le genre topolo- :

gique d’un tel corps L, c’est le minimum des genres des corps de fonctions d’une

variable sur K denses dans L. On le note gt op (L).
Soit E un corps valué on note E corps résiduel. Soit L un corps topologi-

que de fonctions d’une variable sur K . Dans le cas où L ~ Kalg (la clôture algé-
brique de K ), alors L est un corps de fonctions d’une variable sur K . On montre

que g. (L)  [L ~ Kalg : L n Kalg] g(L) . Ce résultat est une conséquence du théo-
rème suivant.

THÉORÈME ([11]). - Soient K un corps value complet, (14 , ( . ( ) un corps de fonc-

tions d’une variable sur son corps des constantes, muni d’une valeur absolue ~u~.

prolonge celle oe K . Soit k (resp. m) le corps rési duel de K (resp. alors

Ce résultat est dû à Lamprccht ([8’J) dans un cas particulier. La méthode de Lamprecht
est. inapplicable dans le cas général. La démonstration que nous donnons est d’une na-

ture différente, nous utilisons des techniques de réduction des courbes algébriques.

Dans le cas général on démontre le théorème suivant.

THEOREME ([il]). - Soient K un corps value complet et L ~ K , L corps

topologique de fonctions d’une variable sur K . Soit k (resp. ~~ .le corps rési-

duel de K (resp. L) . Alors il existe une extension finie K’ 1 de K t elle que

pour tout corps K" value complet avec Kt C KI! le corps topologique de fonc-

tions sur K" vérifie les propriétés suivantes .

Notons que si K est de plus algébriquement clos h’ 1 = K on connaît donc le genre

topologique de L . ~ 

.
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Dans le cas i  on montre d’abord l’égalité g top (L) = geL) si K est de

plus algébriquement clos. Pour cela on utilise un résultat de Popp ([ 16J) lié au re-

lèvement des courbes algébriques.

Dans le cas où l C kalg K algébriquement clos et maximalement complet (il n’y
a pas d’extension immédiate de K ) ce résultat est dû à M. Van der Put ([19H)’

Notons que le résultat (ii) permet comme le signale M. Van der Put ([19]) une démons-
tration rapide du théorème de la réduction stable des courbes algébriques sur un

corps valué complet.

La rédaction de cet exposé ne contient pas de démonstration. Celles-ci figurent dans

un article à paraître.

1. 

Si E est un corps, on désigne par Ealg une clôture algébrique de E. Soit

(E , i .) ) un corps value pour une valeur absolue ultramétrique |.|, on note y

le groupe des valeurs du groupe multiplicatif , EO l’anneau de valuation de E,

EQO l’idéal de valuation de E° , (E, 1.I)A ( ou EÂ si aucune c onfus ion n’est à

craindre) un complété de (E, 1.I)Ã . On note (E , ~ . ~ )‘ bien E si aucune con-

fusion n’est à craindre) le corps résiduel E°/E°° de E .

1.1. Corps topologiques de foonctions d’une variable, genre topologique.

Définition. - Soit K un corps value complet. On dit qu’un corps L::) K est un

corps topologique de fonctions d’ une variable sur K si L est le complété pour une

valeur absolue prolongeant celle de K d’un corps de fonctions d’une variable sur K. A

Soit 1B1 un corps de fonctions d’une variable sur K, on note g(iv) le genre de

M ([20])* Soient L un corps topologique de fonctions d’une variable sur K et

l’ensemble des corps de fonctions d’une variable sur K denses dans L . On appelle

genre topo logique de L sur K l’entier noté gt op (L) et défini par

1.2. Classification des corps topologiques de fonctions d ~une variable.

1.2.1. Extensions valuées transcendantes pures de degré 1. chap. 2 ; [2l

9 10 10, y ex. 2). - Soient K un corps valué complet, algébriquement clos,

K(X) une extension transcendante pure de K . Il existe exacteuent trois types d’ex-

tensions de la valeur absolue de K à K(X) .

Soient 1.1 une Valeur absolue sur K(X) qui prolonge celle de K et

Premier type (inerte). - Il existe eK tels que rx = 
Alors K et K(X) ont même groupe des valeurs et le corps résiduel de est

une extension transcendante pure du corps résiduel de K de degré de transcendance

1 . On dit que est une extension (valuée) inerte de K .
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Soit xo) , on a pour tout x~K , ( Î’ - x) )xj) . En décOD

posant P(Y) = 1 a. yi en produit de polynômes de degré 1 on montre facilement

que Ip(Y)j =max. la.1 , ce qui montre que = Il suit aussi facilement

que le corps résiduel de K(X) est l’extension transcendante pure k(y) de k ou

k désigne le corps résiduel de K et y l’image résiduelle de Y. On peut toujours

construire une extension valuée transcendante de degré 1 du premier type d’un corps

K ([2]), ~ 10). 

Deuxième type ran;ifié) . - Il existe Xo e K tel que |x - xol = r.y et rx / 
Alors K et K(X) ont le même corps résiduel et = |KX| [ çi . On dit que
K(X) est une extension transcendante (valuée) ramifiée de K .

Soient Y=X - x0 , a, b avec i ~ j , alors |b Yj|
puisque est un groupe divisible. Ceci montre que = maxi |ai :fI
et ainsi que = [ ~ . Soit aeK , on a

et

ce qui montre que K[Y, §] est dense dans K(Y) = K(X) . Plus précisément tout élé-
ment f E I£(X) s’écrit de façon unique sous la forme f = a. Yi avec

1 ai 1 rÎ = 0 et 1 fi 1 = maxi 1 ai 1 r% . Si 1 KXI 1 =:!h.o "{"où !Sa désigne le

groupe multiplicatif des nombres réels strictement positifs), il n’existe pas d’ex-

tension de K , transcendante de degré 1 , valuée, du deuxième tyl&#x3E;e . S’il existe

r E R&#x3E;0 et r / alors il y a un prolongement de la valeur absolue de K à

K(X) avec ( x) = r (1, e. du deuxième type).

Troisiéme type (immédiat). - Pour tout x OE K on a lx - xl &#x3E; 
rx . Alors K et

K(X) ont le même groupe des valeurs et le même corps résiduel. 0n dit que K(X) est

une extension (valuée) transcendante immédiate de K .

soit p(X) = b 03C0di=1 (x - ai) E Kixi , ii existe x é I tei que lx - xl  lx - [lil
pour 1  1  d on a p(x) = b 03C0di=1 (X - a ) ( 1 + x - X X - a.) , ce qui montre que 

’

Ip(x) - p(x)1  Ip(x)1 , ainsi (K ) = IK(X)xl et tout polynôme de K(X)o est con-

gru à un élément de K° modulo K ( X) °° . Soit a E K , il existe x OE K tel que 
’

1 X - x)  lx - a( et on a

ce qui montre que K[X] est dense dans K(X) et donc que K et K(X) ont le même

corps résiduel. Si K est maximalement complet il n’existe pas d’ extension valuée 
=

transcendante de degré 1 du troisième type de K . Si est une suite d’élé-
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ments de K telle que (lx - n soit une suite strictement décroissante et

telle qu’ il n’ existe pas y~ K avec x n 1 .~ 1 x n+l - x n 1 pour tout n ~ 1 ,

alors il existe une valeur absolue sur K(X) qui prolonge celle de K avec

1 x - j pour du troisième type).

1.2.2. Classification des corps topo logiques de fonctions d’une variable sur K .--

Soient K un corps valué complet, L un corps topologique de fonctions d’une varia-

ble sur K, k (resp. ae) le corps résiduel de K (resp. L) . Alors L est une

extension algébrique finie du complété K(X) d’une extension transcendante pure de

K de degré 1. L’étude qui précède établit donc une classification des corps topo-

logiques de fonctions d’une variable sur K en quatre types.

Type 0. - ( le complété de la clôture algébrique de K ) . ’

Type 1 : i alors ~ est un corps de fonctions d’une variable

sur k et est une extension inerte de 

Type 2 : (ratifié). - Î 1- alors est une extension ramifiée

de 

Type 3 : et C alors est une ex-

tension immédiate de 

1.2.3. Sous corps fermés d’un corps topo logique de fonctions d’une variable sur

K . - Soient M un corps de fonctions d’ une variable sur K y K’ son corps des cons-

tantes, alors deux éléments X, Y de non constants sont algébriquement dépen-

dants. La proposition qui suit montre que ce résultat a son analogue dans les corps

topologiques de fonctions d’une variable sur K .

PROPOSITION 1. ([11J) fB - Soient K un corps value complet, L un corps topologique
de fonctions d’une variable sur K, L ~ (K -")

Soit F un sous corps fermé de L contenant K , avec F ~ (Kalg) ^. Alors F est

un corps topo logique de c?.’ une variable sur K du même type que L et L

est une extension algébrique finie de F .

Cette proposition est un raffinement de la proposition 1 de ([12]), on utilise les

méthodes de la théorie des fonctions analytiques sur un corps valué.

2. Le enre to olo 1 ue d’un cor~~s de fonctions d’une variable du t e 1.

Soient K un corps valué complet et l.t) un corps de fonctions d’une varia-

ble sur K , muni d’une valeur absolue qui prolonge celle de K . Soit k (resp. k)

le corps résiduel de K (resp. Si m ~ kalg alors m est un corps de 

tions d’une variable sur k. Le théorème qui suit compare et g(m) .

1 ([il]). - Soient K un corps value complet, (H, 1.B) un corps de fonc-

tions d’une variable sur K, son corps des constantes, muni d’une valeur absolue qui
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prolonge celle de K .. Soit k (resn. m) le corps résiduel de K alors

LAMPRECHT ([8]) a démontré ce théorème par une méthode élémentaire dans le cas où
les trois conditions suivantes sont réalisées ;

(i) K est discrètement value complet.

(ii) ~ = t~j . ’

(iii) Le corps des constantes de m est k .

En fait sa démonstration reste valable si l’on remplace les conditions (1) , (ii)
et (iii) par (1’ ) et (ii’).

(i’) K est un corps value complet et tout sous K-espace vectoriel E de M de

dimension finie vérifie dimK E == dimk E (i. e. E admet une base normale sur K ).

(ii’) Le corps des constantes de m est k .

Notons que (i) et (ii) impliquent (i’).

Dans le cas où K est algébriquement clos complet on peut montrer que M satis-

fait (1’ ) . En effet soient x e ?’ transcendant sur k et M un relèvement de

x y la valeur absolue sur M induit la norme de Gauss associée à X sur K(x)
(i. e. si P(X) ==Ia. Xi e K[x] on a i?(x)t == max. ja.j) et il est facile de voir

qu’alors (K(x) y }.)) admet une base normale sur K . D’autre part le corps topolo-

gique H est une extension algébrique finie de K(x) et puisque le corps K(x)
est stable (j_3L [5] dans le cas où K est seulement stable), on en déduit l ’ existen-
ce d’une base normale de M sur et donc de M sur K . Par suite tout

sous K-espace vectoriel de M de dimension finie admet une base normale sur K .

Cette méthode est inapplicable dans le cas gênerai. La démonstration que nous don-

nons du théorème utilise des techniques de réduction des courbes algébriques, plus

précisément le théorème se déduit de la proposition suivante. 
’

PROPOSITION 2 (M). - Soient (M , |.|) un corps value de fonctions d’une varia-

ble, K son corps des constantes, et T c M y résiduellement transcendant sur le

corps résiduel k ~ K . Soient (m.), les corps résiduels dos prolongements

à N de la norme de Gauss associée à T sur K(T) . Il existe une K°-algèbre homo-
gêne S = ~n0 Sn , engendrée par S1 , de type fini (i. e. S est un K°-module
de type fini) tel que X = Proj S ~ K soit une courbe algébrique sur K irréduc-

tible non singulière dont M est le corps des fonctions rationnelles, et que

Y == (Prcj S 0 K° soit une courbe algébrique sur k connexe dont l’anneau

total des fonctions est m..

On peut appliquer le théorème précédent au cas où M est une extension transcen-

dante pure K(X) munie d’une valeur absolue, si donc K(Y)’ n’est pas algébrique sur

K y c’est un corps de fonctions d’une variable sur K de genre nul. Un argument dû
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à Heinzer ]) montre alors que si car 2, admet une place rationnelle

sur K g et donc est une extension transcendante pure d’une extension

algébrique de K .

Ce dernier résultat a été démontré par NAGATA C[ 13 J) dans le cas où est 

ni d’une valuation V et que v(K(X) - {0}) = Zn (sans condition sur la caractéris-
tique de K ). Il a alors posé le problème de savoir si ce résultat était vrai pour
une valuation quelconque. Ce problème connu pour le non de "The ruled residue conjéc-
ture" a d’ abord été démontré par J. OHM ([ 14 J) dans le cas où car K = 0 puis par
W. HEINZER ([ 16. J) dans le cas où K est parfait et enfin tout récemment J. amI

([ 15 J) en a donné une démonstration dans le cas général. Cette démonstration est élé--

mentaire contrairement aux démonstrations partielles précédentes.

Le théorème précédent permet de comparer le genre topologique d’un corps topologi-
que de fonctions d’ une variable du type 1 avec le genre de son corps résiduel. On a

ainsi le corollaire.

COROLLAIRE. - Soient K un corps value complet (pour une valeur absolue) et L un

corps topologique de fonctions d’une variable sur K avec L ~ K 6. Alors y L
est un corps de fonctions d’une variable sur K et

Notons que

3. 

3.1. Le cas des corps topo logiques du type 1. - On montre le théorème suivant.

THEOREME 2 ([11J). - Soient K un corps value complet et algébriquement clos,
’un corps topo logique de fonctions d’une variable sur K . Soient k (resp. l)

le corps résiduel de K (resp. L) Alors  est un corps de fonctions

d’une variable sur k et on a gt op (L) = g(l) .
Notons que l’inégalité gt op(L) g(l) découle du corollaire précédent et que sa

démonstration est accessible avec la méthode de Lamprecht (cf. théorème 1).

La démonstration de l’inégalité gt 
Pour montrer l’inégalité il faut montrer Inexistence dans L d’un corps de fonc-

tions d’une variable sur K dense dans L et dont le genre est g(¿) .

Considérons une courbe algébrique intègre 5 sur k dont le corps des fonctions

rationnelles est isomorphe à l , on dit que ë admet un relèvement e sur K s’il

existe un schéma X propre et plat sur K 
0 

tel que e = X x 0 K et 
K K’

On peut prendre pour 6 une courbe algébrique non singulière ou bien une courbe
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plane 6 de degré d , avec D points doubles ordinaires comme points singu-
liers. Alors dans le premier cas S admet un relèvement (qui est non singulier)
([ 4. J) et dans le deuxième cas construit par des méthodes élémentaires

une courbe algébrique plane e ~ P2K de degré d, avec m points doubles ordinaires

comme singularités et qui relève 6 . Dans les deux cas on déduit de ([17J), puisque
E est irréductible, que la réduction algébrique C --&#x3E; è induit sur le corps des

fonctions rationnelles sur e, valeur absolue 1.1 Î avec (~(S) ~ 1.1)-
est isomorphe à Ôl(16) (Le corps des fonctions rationnelles sur t;) et

g( Ôl( C) ) = g(R(5)) (théorème de Popp [l5]). On montre alors que (R(C) ~ 1.1) Â est

isomorphe à L . "

3.2. Le cas des corps topologiques du type 2 et 3. - On montre le théorème suivant.

THÉORÈME 3 ([11J). - Soient K un corps value complet et algébriquement clos,
L un corps topo logique de fonctions d’une variable sur K~: Soient k 

le corps résiduel de K L) . Si l = k alors g. (L) = 0 .

Ce théorème a été démontré par M. VAN DER PUT ([l9]) dans le cas où K est algé-

briquement clos et maximalement complet (il n’y a donc pas d’extension immédiate de

K ). La démonstration que nous proposons est générale et elle fournit comme le signa-
le M. VAN DER PUT ([ 19, J) une démonstration rapide de l’existence de la réduction
stable des courbes algébriques. Nous utilisons des techniques d’analyse ultramétrique.

Par définition, L est une extension algébrique finie du complété d’une

extension valuée transcendante pure K(X) de K et le corps résiduel de 

est k. La démonstration se déroule en plusieurs pas liés à la nature algébrique de

l’extension L de K(x) . Pour des raisons techniques nous distinguons deux cas .
suivant que L est du type 2 ou 3., Dans les deux cas le pas délicat est celui des

extensions algébriques cycliques de degré p où p est la caractéristique rési-

duelle de K. Si car K = p cela revient à décrire le groupe K(X) /P(K(x)") où

@(x) = xP - x (théorie d’Artin-Schreier). Si car K = 0 cela revient à décrire le

groupe (théorie de Kummer). Dans le cas du type 3 
les démonstrations sont plus délicates, nous utilisons des techniques qui sont essen-

tiellement dues àKaplansky ([ 7] ; voir aussi [10J et [12]).

4. Le genre topologique d’un corps topologique de fonctions d’une variable sur un

corps valué complet.

Soit K un corps value complet. Le théorème qui suit montre que les théorèmes de

structure 2 et 3 restent vrais pour un corps topologique donné après une extension

finie du corps de base K.

THÉORÈME 4 ({,11]). - Soient K un corps value complet et L::&#x3E; K y L y un

corps topologique de fonctions d’une variable surK . Soient k (resp. l) le coprs

résiduel de K ( resp. L) . Alors il existe une extension finie K’ de K telle que.
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pour tout corps Kit valué complet avec KI C Kit le corps topologique àe

fonctions (LK") sur K" vérifie

C’est une conséquence des théorèmes 2 et 3 et du de Krasner sur les corps va-

lués.

Remarque. - Dans le cas où L est un corps topologique de type 0 (i. e. L 

on peut se demander si l’on a un résultat analogue. On p~ut montrer en effet qu’il
existe K’ fini sur K tel que 0 . C’ est une conséquence facile du
théorème de J. Ax (~ ~~3 [9]) .

Signalons le corollaire suivant qui est l’analogue du théorème de Lüroth.

COROLLAIRE. - Soient K un corps value complet et algébriquement clos, K(X) une

extension valuée transcendante de K et F un sous-corps fermé de avec

K ~ F C il existe Y E F , Y ~ K tel que F = K(Y)" et F est un

corps topologique de fonctions d’une variable sur K du même type ue 

Comme dans le cas des corps de fonctions d’une variable, on peut définir une notion

de corps topo logique du type 1 conservatif.

Définition. - Soient K un corps valué complet et L un corps topologique de fonc-

tions d’une variable sur K du type 1. On dit que Lest conservatif si pour tout

K’ fini sur K on a gt(Kt L) = et 

Soit L un corps topologique d’une variable sur K (valué complet) , on montre fa-
cilement grâce au théorème 4 les implications suivantes. 

’

(iii) 3 1£’ fini sur K tel que Ii’ i L soit conservatif.

Question. - Peut-on donner des critères pour qu’un corps topologique soit conserva-

tif ? .

Nous avons actuellement les exemples suivants qui peuvent guider dans cet te voie.

(i) On peut avoir gt(1) = pour tout K’ fini sur K et 

pour un K’ f ini sur K .

(ii) On peut avoir = pour tout K’ fini sur K et &#x3E; gt(K L)
pour un K’ fini sur K .
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