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GENRE TOGPOLOGIQUE DES CORPS VALUES

3¢
par Michel MATIGNON ( )

Introduction. - Soit K wun corps valué complet pour une valeur absolue ultramétri-

ques On dit qu'un corps L DK est un corps topologique de fonctions d'une variable

sur K s'il est 1'adhérence d'un corps de fonctions d'une variable sur K pour une

valeur absolue qui prolonge celle de K . Dans ce travail on étudie le genre topolo-.

gique d'un tel corps L , c'est le minimum des genres des corps de fonctions d'une

variable sur K denses dans L . On le note g, (L) .
top

Soit E un corps valué on note B son corps résiduel. Soit L un corps topologi-
que de fonctions d'une variable sur K . Dans le cas ou L ¢ gale (1a cléture algé-
brique de K ), alors L est un corps de fonctions d'une variable sur X . On monire
gtOp(L),a’[L nk*€ . Tn Kalg] g(L) . Ce résultat est une conséquence du théo-

réme suivant.

‘que

P4 A Y
THEOREME ({1i}). - Soient K wun corps valué complet, (M , |.|) wun corps de fonc-

tions d'uns variable sur K , son corps des constantes, muni d'une valeur absolue qui

prolonge celle de K . Soit k (resp. m) le corps résiduel de K (resp. M) alors

g(i) = [m nke . k] gln) .

Ce résultat est dd & Lamprecht ([871) dans un cas particulier. La méthode de Lamprecht
est inapplicable dans le cas général. La démonstration que nous donnons est d'une na-

ture différente, nous utilisons des techniques de réduction des courbes algébriques.

Dans le cas général on démontre le théoréme suivant.
g

THEOREME ([11]). - Soient K un corps valué complet et L DK , L ¢(Kalsf'un CoTrps

topologique de fonctions d'une variable sur K . Soit k (resg. 4) le corps rési-

duel de K (reSP. L) . Alors il existe une extension finie X! de K telle gue

pour tout corps K" valué complet avec K!' & K" CKKalgf le corps topologique de fonc-

"

tions (IK") sur K" vérifie les propriétés suivantes

(i) §i % ¢;kalg alors g+0p((LK")“) - g(iﬁﬁ) .
(i1) 5104 Cikalg alors gtop((LK")“) -0 .

Notons que si K est de plus algébriquement clos K' = K on connait donc le genre

topologique de L .

(w) Michel MATIGNON, Laboratoire associé CNRS 226, UDR Hathéuatiques et informati-
que, Université de Bordeaux-I, 351 cours de la Libération, 33405 TALENCE CEDEX.
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Dens le cas 4 & k€ on wontre d'abord 1'égalité gtop(L) = g(I) si X est de
plus algébriquenent clos. Pour cela on utilise un résultat de Popp ([16]) 1ié au re-

leévenent des courbes algébriques.

Dans le cas ou 4 Cika1g , K algébriquement clos et maximalenent couplet (i1 n'y

a pas d'extension inmédiate de K ) ce résultat est af & M. Van der Put ([19]).

Notons que le résultat (i1) pernet comue le signale M. Van der Put ([19]) une dénons—
tration rapide du théoréme de la réduction stable des courbes algébriques sur un

corps valué complet.

La rédaction de cet exposé ne contient pas de dénonstration. Celles-ci figurent das

un article a paraftre.

1. Notations.

Si E est un corps, on désigne par Ealg une cl8ture algébrique de¢ E . Soit

(E, |+]) un corps valué pour une valeur ahsolue ultrauétrique |.] , on note |E¥|,
le groupe des valeurs du groupe multiplicatif EX ’ E° 1'anneau de valuation de E,
®° 1'iadal de valuation de E° , (E, |.])" (ou E si aucune confusion n'est 2

craindre) un couplété de (E , l.l)A . Onnote (E, |.|])- (ubtien E si aucune con-

fusion n'est & craindre) le corps résiduel E’/E00 de E.

lel. Corps topologiques de fonctions d'une variable, genre topologique.

Définition. — Soit X un corps valué complet. On dit qu'un corps L DK est un

corps topologique de fonctions d'une variable sur XK si L est le conplété pour une

valeur absolue prolongeant celle de K d'un corps de fonctions d'une variable sur K.

Soit M wun corps de fonctions d'une variable sur K , on note g(i1) 1le genre de
M (EXﬂ).»Soient L un corps topologique de fonctions d'une variable sur K et =
1tensemble des corps de fonctions d'une variable sur K denses dans L . On anspelle

genre topologique de L sur K 1'entier noté gtop(L) et défini par

gtop(L) = nin,_.. g(m) .

1.2. Classification des corps topologiques de fonctions d'une variable.

1.2.1.. Extensions valudes transcendantes pures de degré 1 . ([18]), chap. 2 5 [2]

¢ 10 et § 10, ex. 2). — Soient K wun corps valué complet, algébriqueuent clos,
K(X) une extension transcendante pure de K . Il existe exactement trois types d'ex-

tensions de la valeur absolue de K & K(X) .

une wvaleur absolue sur K(X) qui prolonge celle de K et

Soient |.

ry = ianeK ]X - x[ .

Premier type (inerte). - I1 existe Xy s m e XK tels que lX - xo[ = rX = lﬁl .

Alors K et K(X) ont m8me groupe des valeurs et le corps résiduel de K(X) est

une extension transcendante pure du corps résiduel de K de degré de transcendance

1 .0n dit que K(X) est une extension (valuée) inerte de K .
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Soit Y= 1(X » X ) , on a pour tout x €K , |? - x| =nax(1, |x|) « En décom~
posant P(Y) = Zd a; Yi en produit de polynbémes de degré 1 on nontre facilement
que ]P(Y)] = maxi lail , ce gqui uontre que IKX| = IK(X)XI o Il suit aussi facilerent
que le corps résiduel de K(X) est l'extension transcendante pure k(y) de k ol
k désignc le corps résiduel de K et y 1'image résiduelle de Y . On peut toujours

construire une extension valuée transcendante de degré 1 du premier type d'un corps

xk ([2]), ¢ 10).

Deuxidme type (ramifié). — Il existe Xy € K tel que |X - g | = et 1y Z IKXI.
Alors K et K(X) ont le méue corps résiduel ot IK(X)XI = |K l . On dlt que
K(X) est une extension transcendante (valuée) ramifide de K .

Soient Y=X-x,, a,be K*, i, jelN avec i# 3, alors |a Yll # | YJ[
puisque lK l est un groupe d1v131b1e. Ceci montre que Z | = max; |a; Yll

_O
et ainsi que |K(X)*| = |k¥| r¥ . Soit aeK, on a
1 n ai 1 ayn+l
@™ o 1] > al

Y- a i=OYi+1+Y-a

et

Yia=’zlil=o ail*Yia(é)Ml Y] < |al

ce qui montre que K[Y ,'% est dense dans K(Y) = K(X) . Plus précisément tout é1é-

ment f € K(X)_ s'écrit de fagon unique sous la forme f = Eiez a; Yl avec

i N X z .
llmlll_lm ,a l r =0 et |f| = la | Ty . Si IK | = E>O rbu désigne 1le
groupe multlpllcatlf des nonbres reels strlctement positifs), il n ex1ste pas d'ex-
tension de K , transcendante de degré 1 , valude, du deuxiene type. S'il existe

Tre B>O et r¢ IKX! , alors il y a un prolongenent de la valeur absolue de X &

K(X) avec |x| =r (i. e. du deuxidme type).

Troisidme type (immédiat). — Pour tout x €K on a lX - xl > Ty e Alors K et

K(X) ont le néme groupe des valeurs et le néme corps résiduel. On dit que K(X) est

une extension (valuée) transcendante iixédiate de K .

Soit P(X) = b l (X - a; ) e K[X] , 11 existe x€ K tel que |x - x| <|x - aii
pour 1 <i <d. On a P(x) =b ﬂd (1 + %%:L%E—) , ce qui montre que '
|p(x) - P(X)| < P(X)| , ainsi |K l IK(X) | et tout %olynGme de K(X)° est con-

gru & un élénment de K’ nodulo K(X) °° . Soit a eK , il existe x e K tel que
IX - xl <|x - al et on a

1 sn (x - X}i (2= X )n+1
X ~-a 1=0 (x - a)l+l (X - a) ‘X - a

ce qui montre que K[X] est dense dans K(X) et donc que K et K(X) ont le uéme
corps résiduel. Si K est maximalement complet il n'existe pas d'extension valuée

transcendante de degré 1 du troisidne type de K . 5i (xn)nEN est une suite d'élé-
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nents de X telle que (lxn - soit une suite strictement décroissante et

Xn+1l)neN

telle qu'il n'existe pas y € K avec T& - xn[,s lx - xnl pour tout n=>1,

n+l
alors il existe une valeur absolue sur K(X) qui prolonge celle de K avec

lxn - Xl = Ixn - Xn+1l pour tout né&€ N (i. e. du troisi.me type).

1.2.2. Classification des corps topologiques de fonctions d'une variable sur K .-

Soient K un corps valué couplet, L un corps topologique de fonctions d'une varia-
ble sur K, k (resp. %) 1le corps résiduel de K (resp. L) . Alors L est une
extension algébrique finie du conplété K(X)A d'une extension transcendante pure de
K de degré 1 . L'étude qui préceéde établit donc une classification des corps topo-

logiques de fonctions d'une variable sur K en guatre types.
_(ala?
Type 0. — L <(K%®) (le complété de la cléture algébrique de K ).

Type 1 : (inerte). - 4 ¢:kalg , alors 4 est un corps de fonctions d'une variable

A A
sur k et (LKalg) est une extension inerte de (Kalg) .

Type 2 : (ranifié). - |L¥| ¢ {Kalgxi , alors (1%%€)"  est une extension ramifide
de (&E)" |

Type 3 : (immédiat). - 4 C kalg et [Lxl CllKangl alors (LKalg) est une ex-

tension iumédiate de (Kalg) .

1.2.3. Sous corps fermés d'un corps topologique de fonctions d'une variable sur

K . - Soient M wun corps de fonctions d'ume variable sur K , K' son corps des cons-
tantes, alors deux éléments X , Y de M non constants sont algébriquenent dépen-
dants. La proposition qui suit wontre que ce résultat a soa analogue dans les corps

topologiques de fonctions d'une variable sur X .

PROPOSITION 1. ([11])+ - Soient X wun corps valué complet, L un corps topologique

de fonctions d'une variable sur K , L & (x*18)" .

Soit T un sous corps fermé de L contenant K , avec F ¢_(Ka1g) . Alors F est

un corps topologique de fonrtions d'une variable sur X du méme type que L et L

est une extension algébrique finie de F .

Cette proposition est un raffinement de la vroposition 1 de ([12]), on utilise les

méthodes de la théorie des fonctions analytiques sur un corps valué.

2. Le genre topologique d'un corps de fonctions d'une variable du type l.

Soient X wun corps valué complet et (1 , ) un corps de fonctions d'une varia-
ble sur K , muni d'une valeur absolue qui prolonge celle de K . Soit k (resp. u)
le corps résiduel de XK (resp. M) . 8i n ¢:ka1g alors & est un corps de fonc-

tions d'une variable sur k . Le théorére qui suit coupare g(m) et glm) .

TH&DR&HE 1 ([#1])s - Soient K un corps valué complet, (m, l.\) un corps de fonc-

tions d'une variable sur K , son corps des constantes, muni d'une valeur absolue qui
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prolonge celle de K . Soit k (resp. m) 1le corps résiduel de K (resE. M) alors

g) > [n x*€: k] gln) .

LAMPRECHT ([8]) a dénontré ce théoréne par une méthode élénentaire dans le cas on

les trois conditions suivantes sont réalisdes ;
(i) X est discrétement valué couplet.
(11) |w*] = |&7 .
(iii) Le corps des constantes de m est Xk .

En fait sa déuonstration reste valable si 1l'on renplace les conditions (i), (i1)
et (iii) par (i') et (iit).

(i‘) K est un corps valué complet et tout sous K—éSpace vectoriel E de M de

dimension finie vérifie dimK E = dimk E (i. e. E aduet une base normele sur K ).
(ii') Le corps des constantes de m est k .
Notons que (1) et (ii) inpliquent (i+).

Dans le cas ou K est algébriquenent clos complet on peut montrer que M satis-
fait (i'). En eoffet soient x € ¥ transcendant sur k et X € M un reldvement de
X , la valeur absolue sur M induit la norme de Gauss associde & X sur K(X)

(1. e. si P(X) =:Zai e KX] on a |P(X)] = max, [ail) et il est facile de voir
q‘u'alorsA (x(x) , !.

gique M est une extension algébrique finie de K(X) et puisque le corps K(x) -

) adnmet une base normale sur K . D'autre part le corps topolo-
est stable ([3], [ 5] dans le cas ou K est seulement stable), on en déduit 1'existen-
ce d'une base normale de 1 sur K(X) et donc de M sur K . Par suite tout

"
sous K-espace vectoriel de M  de dimension finie adnet une base normale sur K .

Cette méthode est inapplicable dans le cas général. La dénonstration que nous don-
nons du théoréne utilise des techniques de réduction des courbes algébriques, plus

préciséuent le théortme se déduit de la proposition suivante.

PROPOSITION 2 ([11])s ~ Soient (M , |.

ble, K son corps des constantes, et T - M’ , résiduellement transcendant sur le

) un corps valué de fonctions d'une varia-

les corps résiduels des prolongeucents

corps résiduel k de KX . Soient (mi)1$i$s

4 M de la norme de Gauss associde & T sur K(T) . Il existe une Ko—algébre hono-

géne 3 = CQ%O Sn , engendrée par 51 de type fini (i. e. Sl est un K -nodule

de type fini) tel gue X = Proj S ® _ K soit une courbe algébrique sur K irréduc-

tible non singuliére dont M est 1eKcorps des fonctions rationnelles, et que

Y = (Proj S® | K)redult soit une courbe algébrique sur k connexe dont 1'anneau
K
total des fonctions est ﬂlsiSS mi .

On peut appliquer lec théordme précédent au cas ot M est une extension transcen-
dante pure K(X) munie d'une valeur absolue, si donc K(X) n'est pas algébrique sur

K , c'est un corps de fonctions d'une variable sur K de genre nul. Un argument d@
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& Heinzer ([ 6 ]) montre alors que si car X # 2, EK(X) aduet une place rationnelle
sur K(X) n T
algébrique de K .

et donc K(X) est une extension transcendante pure d'une extension

Ce dernier résultat a été démontré par NAGATA ([I}]) dans le cas ou K(X) est wu-
ni d'une valuation V et que V(K(X) - {0}) = 2" (sans condition sur la caractéris—
tique de K ). I1 a alors posé le probléme de savoir si ce résultat était vrai pour
une valuation quelconque. Ce probléme connu pour le non de "The ruled residue conjéc-~
ture" a d'abord été déuontré par J. OHM ([14]) dans le cas ou car K = 0 puis par
W. HEINZER ([16.]) dans le cds od K est parfait et enfin tout réceument J. OHM
([15]) en a donné une déwonstration dans le cas général. Cette ddionstration est &1é-

mentaire contrairement aux démonstrations partielles précédentes.

Le théoreue précédent permet de comparer le genre topologique d'un corps topologi-
que de fonctions d'une variable du type 1 avec le genre de son corps résiduel. On a

ainsi le corollaire.

COROLLAIRE. - Soient K un corps valué conplet (pour une valeur absolue) Eﬁ L un

corps topologique de fonctions d'une variable sur K avec L ¢.Ka1g . Alors, L

est un corns de fonctions d'une variable sur K et

Erop(L) 210 K€ 1 T RME] (D) .

Notons que

[LnKalg: K] <=.

3. Corps topologiques de fonctions d'une variable sur un corps algébriquement clos
complet.

3.1. Le cas des corps topologiques du type 1. - On montre le théoréme suivant.

THEOREME 2 ([11]). - Soient X wun corps valué complet et algébrigquenent clos,

L DK un corps topologique de fonctions d'une variable sur K . Soient k (resp. &)

le corps résiduel de K (resp. L) avec 4 #k . Alors ¢ est un corps de fonctions

d'une variable sur k et on a gtop(L) = g() .

Notons que 1'indgalité gtop(L) > g(4) aécoule du corollaire précédent et que sa

dérionstration est accessible avec la mnéthode de Lamprecht (cf. théortue 1).

La déuonstration de 1'inégalité gtop(L) RS gle) .

Pour nontrer 1'indgalité il faut montrer 1l'existence dans L d'un corps de fonc-

tions d'une variable sur K dense dans L et dont le genre est g(i) .

Considérons une courbe algébrique intégre & sur k dont le corps des fonctions
rationnelles est isonorphe & 4 , on dit que & admet un relédvement C sur K s'il

existe un schéma X propre et plat sur K° el que € =% x K et que ¥x ok*‘gf.
K K
On peut prendre pour & une courbe algébrique non singulidre ou bien une courbe
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plane & CZEE de degré d , avec n points doubles ordinaires comme points singu-
liers. Alors dans le premier cas & aduet un reldvenment (qui est yon singulier)

([ 4]) et dens le deuxidme cas PCVP ([16]) construit par des néthodes élémentaires
une courbe algébrique plane C Cigé de degré d , avec m points doubles ordinaires
cotme singularités et qui reldve & ., Dans les deux cas on déduit de ([17]), puisque
& est irréductible, que la réduction algébrique C ——> & induit sur le corps des

fonctions rationnelles sur C , ®(C), une valeur absolue |.| aveec (R(C) ,

A)

est isomorphe & R(&) (ie corps des fonctions rationnelles sur & ) et

g(r(e)) = g(R(&))  (théordue de Popp [16]). On montre alors que (R(C) , I.I)A est

isomorphe & L .

3.2. Le cas des corps topologiques du tvpe 2 et 3. - On ndntre le théoréme suivant.

rd A)
THEOREIE 3 ([11]). - Soient K un corps valué conplet et algébriquement clos,

L DK un corps topologique de fonctions d'une variable sur K & Soient k (resp. 1)

le corps résiduel de X (resp. L) . Si 4=k alors g (L) =0 .
D - —— “top

Ce théordme a été démontrd par M. VAN DER PUT ([197]) dans le cas ot K est algé-
briquement clos et maximalement complet (il n'y a donc pas d'extension immiédiate de
K ). La déuonstration que nous proposons est générale et elle fournit comme le signa-
le M, VAN DER PUT ([ ]) une démonstration rapide de 1'existence de la réduction

gstable des courbes algébriques. Nous utilisons des techniques d'analyse ultramétrique.

Par définition, L est une extension algébrique finie du complété K(X)A d'une
extension valude transcendante pure K(X) de X et le corps résiduel de K(X)A
est k . La dénonstration se déroule en plusieurs pas lids & la nature algébrique de
l'extension L de K(X)A . Pour des raisons techniques nous distinguons deux cas ,
suivant que L est du type 2 ou 3. Dans les deux cas le pas délicat est celui des
extensions algébriques cycliques de degré p ou p est la caractéristique rési-
duelle de K. Si car K = p cela revient a décrire le groupe K(X)A/fp(K(X)A) ou
P(x) = ¥ - x (théorie d'Artin-Schreier). Si car K = 0 cela revient 2 décrire le
groupe  (K(X)")Y*/((®(x)*)P)* (théorie de Kuumer). Dans le cas du type 3 (L% =|x"])
les dénonstrations sont plus délicates, nous utilisons des techniques qui sont easen-

tiellement dues & Kaplansky ([ 7] ; voir aussi [10] et [12]).

4. Le genre topologique d'un corps topologique de fonctions d'une variable sur un
corps valué couplet.

Soit K wun corps valué couplet. Le théoréme qui suit nontre que les théordmes de
structure 2 et 3 restent vrais pour un corps topologique donné aprés une extension

finie du corps de base K .

£ N\ a
THEORGEE 4 ([11]). - Soient K un corps valué complet et L DK , L = , un
corps topologigue de fonctions d'une variable sur K. Soient k (resp. 4) 1le chrs

résiduel de K (resp. L) . Alors il existe une extension finie K' de K telle que




14-C¢

pour tout corps K" valué complet avec K' C Kt C(ﬁalg) le corps topologique de

fonctions (LK") sur K" vérifie
(1) 31 4 £ k™€ alors Eop( (IEM)") = &(TT) .
(ii) si 2 c k™8 alors gtop((LK")A) =0 .

C'est une conséquence des théorémes 2 et 3 et du lerme de Krasner sur les corps va-

lués.

Remarque. — Dans le cas o L est un corps topologique de type O (i. es L CKKalgf)
on peut se demander si l'on a un résultat analogue. On peut montrer en effet qu'il
existe K' fini sur K tel gue gtop(LK') =0 . C'est une conséquence facile du
théoreme de J. Ax ([1], [9]).

Signalons le corollaire suivant qui est 1l'analogue du théordme de Liiroth.

COROLLAIRI. - Soient K wun corps valué complet et algébriquement clos, K(X) wune

-
extension valuée transcendante de K et F un sous-corps ferné de K(X) avec

K ¢FCK(X)" . Alors il existe YeF, Y#K tel que F=K(Y)" et F estun

corps topologique de fonctions d'une variable sur K du néme type que K(X)A .

Coume dans le cas des corps de fonctions d'une variable, on peut définir une notion

de corps topologique du type 1 conservatif.

Définition. — Joient K un corps valué complet et L un corps topologique de fonc-
tions d'une variable sur K du type 1. On dit que L est conservatif si pour tout
K' fini sur K on a gt(K' L) = gt(L) et g(XT) = g(I) .

[

Soit L un corps topologique d'une variable sur K (valué conplet), on montre fa-

cilement gréce au théoréme 4 les implications suivantes.
(1) L consgrvatif implique gt(L) = g(L) .
(ii) L conservatif

P P .
K <K' @8} inplique — -
g(F L) = g(I) .

{gt(K' L)") = g,(1)
K!' couplet

(1ii) 3 XK' fini sur K tel que K' L soit conservatif.

Question. - Peut-on donner des critéres pour qu'un corps topologique soit conserva-

tif ?

Nous avons actuellerent les exemples suivants qui peuvent guider dans cette voie.

1]

(1) On peut avoir gt(L) gt(LK‘) pour tout K! fini sur K et g(L) < g(IX!)

pour un XK' fini sur K .

(ii) On peut avoir g(i)

I

g(RTT) pour tout X' fini sur K et gt(L) > gt(K' 1)

pour un K!' fini sur K .
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