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EXPOSANTS, IRREGULARITES ET HULTIPLICITES

par Daniel BERTRAND

Résumé. - Suivant un travail fait en collaboration avec F. Beukers [ 2], on étend
au cas de singularités irrégulidres la méthode élaborée par G. CHUDNOVSKY [3] dans
le cas fuchsien pour majorer les multiplicjtés de certaines formes lindaires en les
solutions d'un systéme différentiel sur P" . in passant & ses puissances symétri-
ques, on peut ainsi préciser un résultat de Y. Nesterenko [4] obtenu par des tech-
niques d'algébre comuutative. La présentation suit celle de [1].

1. Position du probléme.

Soient m un entier >0 , A une matrice carrée d'ordre m + 1 & coefficients
dans le corps K = gﬁz) , et F = t(f y cee o fm) un vecteur solution du systeéme

différentiel
(a) Y' = AY
}

formé de fonctions analytiques au voisinage de O . Pour toute famille {PO,...,Pm

d'élénents de C{z], la fonction
R(z) = PO(Z) fo(z) + oene + Pm(z) fm(z)

est, en vertu de (), solution d'une équation différentielle Ly a coefficients
dans X , d'ordre s(R) mejoré par le rang sur K de la famille {f. , «.. , fm},
donc en particulier par m + 1 . Supposons ces fonctions lindairenent indépendantes
sur K, et soit N 1le naximum des degrés des polynénes PO y eee o Pm , Supposés
non tous nuls. Un résultat classique de A. Shidlovsky (voir [6]) affirue alors
1'existence d'un nombre réel c(A , ) ne dépendant que de A et de f tel que

la multiplicité de R en O vérifie 1'indgalité

ord) R N s(R) + c(a , ) .

Soit maintenant h wun entier 2 1 . Les monbmes de degré h en fo y soe fm

sont les composantes d'une solution d'un systéme différentiel

() Y= 4 Y
(h+m

d'ordre ) dont la matrice représentative Ah est formée de combinaisons li-

néaires a coefficients dans Z des composantes de A ., Considérons un élément P
de g[z s Xg 5 see xm] non nul, de degré <N en z et homogéne de degré h

en x

0 2 ey X e La fonction

n

m

Rh(z)=P(z,fO, cee , T)
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est solution d'une équation différentielle Lp  d'ordre s(Rh) uajoré par
h

(h + m) , et le lemnme de Shidlovsky entratne la majoration

ordy B, <N (&) + ols, , (),

valable dés que l'ensenble {fﬂ} des mondnmes de degré h en fb y oo 4 fm est

formé de fonctions lindairement indépendantes sur K . Mais la dépendance en h de
c(Ah , fﬁ) n'étant pas explicite, on ne peut rien déduire de cette indgalité pour
h>1, et otest par des techniques entidrement nouvelles que Y. Nesterenko a
pu montrer, en suﬁposant que les fonctions f., , «e. , fm ne sont lides par aucune

relation de dépendance homogéne non triviale sur K , l'estimation

©+1
C(A-h , fﬁ) < CO(A , i() h(m+l) +n+1 ,

cO(A , ¥) ne dépendant uaintenant que de A et de ¥ (voir [47]). Le récent tra-
vail de N'guyen-Tien-Tai [ 5] permet enfin de lever 1'hypothése d'indépendance faite

sur les fonctions fi »

Les résultats décrits ci-dessous, qui ont été obtenus en collaboration avec F.
Beukers [ 2], entratnent en particulier le raffinerzent suivant de la majoration de

Nesterenko.

PROPOSITION. - Il existe deux noubres réels &(4) et #(4) ne dépendant que de
A tel que

o(ay , E%) <8 0 1P+ W) (P2

La définition des constantes &(4) et #(A) nécessite une extension aux systimes
différenticls de la notion d'exposants des equations différentielles, en une singu-
larité éventuellement irrdgulidre. Nous la décrivons au § 2, et y donnons 1'énoncé
précis du résultat principal de [ 2]. La dé.onstration de ce résultat, qui généralise
une Léthode introduite par G. Crudnovsky [3] dans le cas ot (&) n'a que des singu-

laritds régulidres sur g}(g) , est esquissée au 3 3 .

2. Exnosants des systdnes différentiels et énoncé des résultats.

Soient (@) un systéne différentiel d'ordre n 2 coefficients dans K, « un
point de _lzl(g) , t un parandtre local en @ , et M 1le p. p. c. n. des entiers
1,2, «eo , n . Le théortie de Fabry-Poincaré-Turritin-Hukuhara-Levelt (voir [6])

entraine 1'ecxistence d'une natrice fondawentale de solutions de (49 de la forme
" ¥y .C =1
(%) 2(+1/%) 1€ oxp(a(s™M))

ou & ddsigne une natrice carrée d'ordre n a coefficients dans 1'anneau

Q£[tlﬁn]] des séries foruelles en tl/k , C une natrice de Jordan & coefficients
conplexes constants, et Q une natrice diagonale & coefficients polynomiaux. Le na-
xinum QI(B) des quotients par M des degrés de ces polyndues est un invariant du

systéme différenticl (@ , appelé rang de Katz de (8) en « . Les exponentielles
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des produits par 2ivm des coefficients Cp g eoe sy C de la diagonale de la matrice
C sont les valeurs propres de la monodromie attachée &2 (B) en o . La définition

suivante n'a, en revanche, rien de canonique.

Béfinition. — On dira qu'une fanille {el y eee en} de nombres réels est un

systéme aduigsible d'exposants de (@) en « 8'1il existe une matrice fondauentale

de solutions de (B) du type (*) dont les coefficients ¢, , «es

1 > Cp de la diago-

nale de C vérifient
Vi=1, o0, 1 3 e; S Re(c).

On appellera sous-exposant de B8 en w , et on notera e (ﬁ) le maxinum des ml—

norants £ 0 des différents systéres aduissibles d'exposants de (B) en o« . ( )

Ainsi, si (B) correspond & une dquation différentielle Ly = 0 d'ordre n , et
si @ en est une singularité réguliére, le rang de Katz QW(L) de L en « est
nul, et on peut choisir par systéue adiissible d'exposants de L en @ les parties
réelles des exposants (c'est-a-dire des racines de 1'équation indicielle) de L en
@ .31 « est une singularité irréguliére de L , ce sont les équations indicielles
des factours de L , convenablenent tordus, intervenant dans la déconposition de
Turritin de L (voir [6]) qui fournissent les meilleurs systéues aduissibles d'expo-
sants de L en « . Signalons & ce propos que le récent résultat de J. Yebbou [ 8]
sur les facteurs détervinants de L fournit, paur n &3 , une ninoration directe

des sous-exposants BQ(L) en chacune de ses singularités o .

Dans ces conditions, on peut énoncer, en reprenant les notations du & 1 (voir [2]
et [ 1], théordue 1).

THﬁORﬁmE 1. = Soient e(a) (resg. h(a)) la souue des sous-—-exposants (reSp. des

rangs de Katz) de (@) en ses différentes singularités sur 2}(Q) , o(@) 1e nonbre

de ces singularités, et Py , ... , P, des éléuents de C[z] de degrés <N .

Alors, la fonction R = 2&—0 . P. f. egt identiquenent nulle, ou vérifie
I A
ordy R &N s - () s + (W) + o(@)) s(s - 1)/2,

ou s = s(R) désigne la dinension du K-espace vectoriel engendré par les dérivées

successives de R (de sorte que s &m + 1 ).

En passant aux puissances synétriques de (), onh en déduit (voir [2], théordme 2)

COROLLAIRE. - Soient h et N deux entiers 21, et P un élénent de
Q[z s X 9 eee ,‘xm] de degrd <N en 1z, et homogéne de degré h en N EEETE N

n = P(z , fO ’

ord) R ST s ~ e(®) hs + (&) + o(@)) s, (s = 1)/2,

Alors, lg fonction R eee 4 T ) est identiquenent nulle, ou vérifie

ou 8 = S(Rh) désigne la dinension du K-espace vectoriel engendre par les dérivéqg
h +
successives de R (de sorte que < ( ) e

(W) Nous renvoyons a [ 2], Définition 2, pour le cas des équations différentielles.
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En effet; les singularités du systénme différentiel (qh) introduit au § 1 coinci-
dent avec celles de (&), et (qh) adnet une matrice fondar.entale de solutions formdes
de nondnes de degré h en les composantes d'une matrice fondanentale de solutions
de (®). Par conséquent, pour toute singularité « de (ﬂh) , le rang de Katz
%y(ah) de (ﬂh) en « est égal & qy(a) , et h qu(ﬂ) ninore le snus-cxposant de
(Jh) en & o, Il suffit donc d‘'appliquer le théoréne 1 3 Qﬁh).

Le théoréne 1 permet de choisir

cla, ) =-ce(@m+ 1) + (W) + o(®)) nla + 1)/2,

dans 1'énoncé du leune de Shidlovsky. Son corcllaire entraine immédiatement 1a

proposi tion du § 1.

3. Relations globales entre exposants et déuonstration du théoréne 1.

3i L est un opérateur fuchsien d'ordre n sur 2}(Q) , ses exposants
{5; s i=1, s , n} sont lids par la relation classique de TPuchs (voir par
exeuple [3])

Zae}j_‘(,q) (Z;l:l ei ~(i-1))==nn-1)

(noter qu'en vertu du théordre de Cauchy, la sorme précédente ne porte gque sur 1l'en-
semble fini des singularités de L ). Cette relation s'étend au cas de singularités

irrégulidresd la facon suivante (voir [27, théordme 3).

” h
THEOREIE 2, - Soient L un opérateur différenticl d'ordre n & coefficients dans

K, 8 un enseuble fini de points de g}(g) contenant toutes les singularités non

apparentes de L et, pour tout éléuent o de 8, ¢, le rang de Kate de L en
«
1 ?

o R ..
a et {e cee en} un systéue aduissible d'exnosants de L en « ., Alors

Zaes (221:1 e?_) - (qa, + 1) P-(—n-gl—l-)-) g-n(n-1)

(voir [2], § 2 pour la déronstration de ce résultat, et [1], ¢ 2 et exemple 3, pour

les raffincrents gque 1'on peut en domner).

Le théordre 2 rauéne la najoration de 1'un des exposants de L en l'un des points
de $ (et donc, en particulier, de l'ordre en ce point de 1'une des solutions de
L, sielle y est holororphe) & une minoration de tous les exposants de L en ses
différentes singularités (ce qui est beaucoup plus facile & réaliser en général).
Hontrons coument ce principe s'applique & la déuonstration du théoréme L.

t

On peut, sans perte de généralité, supooser la fonction R = zi:o,»ym Pi fi non
identiquercent nulle, de sorte que l'ordre s du générateur Ly de 1'idéal a gauche
de 1'anneau K[d/dz] forué par les opérateurs différentiels annulant R est un en-
tier stricteent positif. Un argument de théorie de Galois différentielle (voir [ 2],
proposition 3) fournit une base de solutions de 1'équation différentielle LR y=0

‘— N,
de la forme < 10,00 Pi fij , Ou
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t .
{(foj,o.o,fmj);J=1,oc‘,s}

désignent certaines solutions du systéme différentiel (a). Par cmséquent, les sin-
gularités non apparentes de Ly 4 distance finie sont contenues dans l'ensemble
Sing( ) des singularitdés de (&) , le rang de Katz q, de Ly en tout point «

de g}(g) est majoré par qa(fD et, powr « & distance finie (resP. pour o = <« ),
on peut choisir la suite formde de %2(00 (resp. e (&) = N ), répété s fois,
Pour syetime admieaible 4% exposants de Ly en o . De plus, la connaissance de
la solutisn R elle-méme permet de choisir pour systéme adiiissible d'exposants de

LR en 0 1la suite formée de ordO R, et de eO(GO répété s - 1 fois.

Dans ces conditions, le théoréme 2 entratne, si 1l'on y choisit pour ensemble 8
la réunion (éventuellenent non disjointe) de Sing(&) , de 0 et du point & 1l'infi-

ni, et pour L 1'opérateur LR

ord, R + (s = 1) go(qg - (QO(CD + 1) 8(82— 1)

v (s (@) - W) = (g (@) + 1) ez 1))

+ mségng(ﬂ) (s ea(a) - (qa(ﬂ) + 1) Ei§§:“ll) g-8(s~1).
af0,®

Par conséquent
ord; R <N s + ZufeSing(a) (- eq('fl) s + (qa(ﬂ) + 1) _S_(_S_E.:_}l) ,

et le théoréme 1 est déuontré.
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