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ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIQUES
ET DÉGÉNÉRESCENCE DE GROUPES DE HODGE

Yves ANDRE

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
G. CHRISTOL, P. ROBBA

lie année, 1983/84, n° 7, 15 p. 5 décembre 1983

Résume. - Ce texte reprend, en la complétant sur certains points, une partie de

ma thèse [l]. Soit famille algébrique de variétés abéliennes paramétrée

par une courbe affine lisse S, le tout étant défini sur le corps ~ des nombres

algébriques. Le groupe de Hodge G 
s 

de X 
s 

est le groupe algébrique qui fixe les

cycles de Hodge dans la cohomologie rationnelle de un plongement de Q dans

C étant donné. On sait (E5~ 2.1l) que, pour tout s hors d’une partie maigre de

S(C) , les G 
s 

sont isomorphes ; en appelle G ce groupe de Hodge "générique" ;
alors pour tout s G se plonge dans G.

Sous certaines hypothèses simplificatrices, je donne une condition de nature arith-

métique sur les points s e S(Q) tels que le groupe de Hodge de la fibre X dé-

génère, c’est-à-dire que l’image de G 
s 

dans G soit distincte de G. La preuve

est fondée en partie sur les propriétés p-adiques du système différentiel de

Picard-Fuchs associé à la famille 

1. Rappels sur la structure de des variétés abéli,ennes.

Soit A une variété abélienne complexe ; cela correspond à la donnée d’une struc-

ture complexe polarisable sur le réélifié d’un réseau L (’est-à-dire un endomor-;

phisme J de RI de carré-Id, ou, ce qui revient au un morphisme

,p : U~ 2014;&#x3E; GL(RL) tel qu’il existe une structure symplectique a : i L A L 2014&#x3E; Z~

pour laquelle c~ (x , est définie positive sur RL x RL .

L’enveloppe algébrique sur Q de l’image de 03C6 est appelée groupe de Hodge de

.A , et sera notée G(l~) ; c’est un ~-groupe réductif connexe de centre compact [8’j.
Soit V le dual sur Q de QL ; on l’identifie canoniquenent au premier groupe de

cohomologie rationnelle H1 (A , g) de A . Alors la cohonologie rationnelle

x (A ,~) de A s’identifie à l’algèbre extérieure sur V , et par le théorème de

Künneth, celle de # s’identifie à V .

Via les représentations contragrédientes et tensorielles, on obtient une action de

G(A) sur V .

D’autre part, la théorie de Hodge fournit une décomposition de

f CA C) == if (A Q&#x3E; 1à C :

(~) Yves ANDRE, Institut Henri Poincaré, 11 rue Pierre et Marie Curie, 75231 PARIS
05.
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Puisque A est une variété abélienne, cette décomposition corresponde au cran H y
à la décomposition en sous-espace propre de J sur C (dual de et est

compatible aux crans supérieurs avec les identifications décrites précédemment.

On appellera cycle de Hodge sur A tout élément d’un espace n 

Les constructions précédentes montrent qu’il revient au même de considérer un cycle

de Hodge, sur A comme un élément d’une puissance tensorielle de V fixé par

C(A) .

On peut montrer d~ ailleurs que G(A) est le plus grand ~-groupe algébrique qui

fixe ces éléments ([5~ 3.4).

Dans la suite, on fera le plus souvent sur les variétés abéliennes A l’hypothèse

simplificatrice suivante :

(*) A est isogène géométriquement à un produit de variétés abéliennes simples de

dimension égale à un nombre premier (non précisé) ou à 1.

Remarque. - Cette hypothèse entraine [9*] que les cycles de Hodge sur A sont en-

gendrés sous le cup-produit par les classes de cohomologie de diviseurs. En particu-

lier, G(A) ne dépend que de A et non du morphisme A 2014&#x3E; Spec C .

2. d= Hodge dans ime famille à un paramètre de variétés abé-

On normalise les valeurs absolues ) ) 1 v d’un corps de nombres K de degré d sur

Q de la manière suivante :

(i) si v)p , on pose p) v = où d v est le degré local en v , i. e. le

degré du complété K de K en v sur Q ,

(ii) si v| ~ et si v est réelle, on pose )x) = -

(iii) si et si v est complexe, on pose = où ) ) 1 est la va-

leur absolue usuelle sur R ou (C .

La formule du produit s’écrit = 1 pour x 4 note l’ensemble

des places finies de K.

On écrit log+ pour sup(log , 0), et on note h(x) la hauteur logarithmique

absolue (I log x) ) de x.

Etant donné un schéma abélien X f S sur une courbe affine lisse S , munie

d’un point fermé s , f et S étant définis sur Q , on construit les objects sui-

vants :

1° un morphisme étale fini TT de S sur A qui envoit s sur 0 ,

2~ un entier N et un corps de nombres K d’anneau d’entiers R tels que f , y S ,

s et 03C0 soient définis sur R[1 N].
3° une "fonction de donnée par log 
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4° la hauteur associée h(t) = 03A3X03BBX(t), qui ne dépend pas de le ,
v v 

~

5° la partie "ordinaire" (ord) de la hauteur

la somme étant étendue à l’ensemble de places v de K ne divisant pas 1,1 et ordi-

pour cette expression ne change pas si on par une extension

finie,

6° le groupe de Hodge "générique" de f , défini corne le groupe de Eodge G(f)

de la fibre en un "point générique de Weil" de S(C) . Sous l’hypothèse (1") , 11 indé-

pendance vis-à-vis du choix de ce point générique est claire (voir la remarque qui

suit 1’*)) : Dans le cas général, c’est impliqué par ([5J, 2.1l]. On remarquera que

si dim X/S = g est  4 , toute fibre de f vérifie (9F) .

Le théorème annoncé s’énonce comme suit. 
’

THÉORÈME. - Soit f : X 2014&#x3E; S un schéma abélien sur une courbe affine lisse S ,

f et S étant définis sur Q . On suppose qu’une fibre X = f est une variété

abélienne de type "multiplications complexes". Il existe trois constantes f3 ,

-Y positives, effectivenent calculables en fonction de (X , S , s) , avec 03B2  1 ,

telles qu l’énoncé suivant soit vérifia ;

Soit X une fibre de f vérifiant (’~) ; alors

La preuve de ce théorème utilise la théorie des 
G-fo.nctions de Siegel sous la for-

me que lui a donnée BOMBIERI {’4].

Dans un prochain article, je donnerai une application de ce type de technique au

problème de l’infinitude des places supersingulières des courbes elliptiques 
d’inva-

riant algébrique.

3. Equations de Picard-Fuchs associées aux schémas abéliens et 

3.1. Les G-fonctions et leurs valeurs.

Soit K un corps de nombres. Par opérateur différentiel défini sur IL , on enten-

dra un opérateur différentiel à coefficients dans K(z) en une seule variable z.

Si E est un opérateur différentiel défini sur K, on note rv( ~ 10 rayon de

v-analyticité é de £ v t = sur un disque générique ([4L 6), et s(E) l’en-

semble des singularités non apparentes de E . Soit Y(z) un vecteur dont la 

composante- est une série de Taylor Y}Z) = Àl= a z (j=l,2,...,n),
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avec a . JQ E de r 
v (Y.) J en 0 .

On dira, avec E. ([4J, 7), que est une G-fonction si la quantité

positive

ff Y - limm~~ . 1 n 03A3v maxjn. hm(- h 1 min. r_(Y.) 
(y) + log |ajh|v ( ) + .--05 ,-,- 

.._... 

By)Il v J n, r. J- v v r ... 

i . 1 V~

est finit.

Cette condition un peu technique, mais commode, entraîne que

est fini, et signifie heuristiqueuent que les tailles et dénominateurs des coeffi-

cients croissent au plus géométriquement.

La propriété arithmétique des valeurs de G-fonctions qui sera utilisée est la

suivante ;

Rappel (B. BOMBIERI ([4J. 10, 12)).

1° Soit f un opérateur différentiel d’ordre n défini sur un corps de nombres

~~~ ~c 1  0:&#x3E; .

V~VO V

Soit Y( z) une solution de f Y = 0 au voisinage de z = 0 . Soit

§ 6 distinct des singularités et soit M un ensemble fini de places de

K tel que /

si v E l’Il (de sorte que ;pour chaque Yi (~) est un élément bien défini dans

K ), et tel qu’il existe r relations de dépendance linéaire indépendantes sur

K : 03A3ni=1 
’1 03BBi.j Yi(03BE) = 0 , avec ~K , valides dans toute complétion K , v ~ M

J==~- iJ J 20142014TBB~~ 
201420142014v

(avec le sens qu’y prend Y/~» .
On suppose que les composantes Yj(Z) de Y sont linéairement indépendantes sur

K(z) .
Alors, pour tout 03C4 , 0  03C4  1/2 ,

où Y y 03C4) est une constante positive qui ne dépend que de , Y et T ( pas
de K ), donnée explicitement par

2° Lorsqu’on note 03A3(k)k1 la puissance symétrique 
k-ième de E, et. 1e vec-

teur de composantes Yk1 i ... kj  0 
" 

et k. == k , on a
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et

La partie 2° permet de substituer dans 1° des polynômes homogènes de degré k aux

formes linéaires, en changeant convenablement les "constantes" n et à(Y) .

L’intérêt de considérer plusieurs places éventuellement dans F’I est ;is en évi-

dence par la remarque suivante, due à E. BOMBIERI ;

pour plus de précision, on note 03B3(v)i(03BE(v)) l’élément de KV défini, lorsque
1 si  r (Y. ) , par I a. Î où a.(V)i et sont les images de 8.. et de

v v i ij ij iJ

03BE , par l’honomorphisme (d’inclusion) K K 0

v

Soit 

° ° ° j ~nJ . dit que la relation ° ° ° ’ Yn(S» = 0
est globale, si on a ... , 

= 0

pour toute place v de K telle que 1 î(  min (1 , r (Y.» (on note Q(V)
v v ].

l’image de Q par l’injection canonique K[Y1 ’ ... , YnJ --&#x3E; ... , 

on pose 1&#x3E;x = iv place de K ) ; ( g ) 
v 
 min. ( i , rv(Yi))}. Alors

d~où

On en tire que Y sont comme ci-dessus, et si Y (z) ~ ... , Y (z) ne

vérifient aucune relation algébrique homogène de degré k à coefficients dans 

les points § E ~ , en lesquels il existe une relation globale de de~é k &#x3E; 1 , ont

une hauteur bornée

étant une c onstante &#x3E; 0 effectivement calculable en f onc tion de E et

Y.

D’une manière générale, le théorème de Bombieri donne un résultat d’autant plus

fort que le nombre de places v dans M augmente~ le maximum étant obtenu dans le

cas des relations globales.

3.2. Opérateur différentiel associé à un schéma abélien.

On considère de nouveau un schéma abélien X 2014-&#x3E; S sur une courbe affine lisse

S munie d’un point ferme s, f et S étant définis sur Q, et on reprend les
constructions 1° et 2° du paragraphe 2 : plus précisénent, on suppose que S est
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étale de degré Ô au-dessus de A1K, via une section z de OS qui s’annule en un

point s de S(K) , et, par abus de langage, on note aussi z la section de 0(A )
d’image z sous 2014&#x3E;9n *
Au nodule à connexion (cohomologie de De Rham algébrique relative de

X,/S ) , identifié à son dual via une polarisation de la fibre générique de f, cor-

respond un système différentiel = sur S, et, en notant if le nor-

phisme S 2014&#x3E; Al, un système différentiel Tr * E f sur (à coefficients dans

K(z) ) ; si f est de dimension relative g, et 1t de degré ô, E f est de rang

2g et £f de rang 2g03B4.

On peut "descendre" f en un schéna abélien ? : X 2014&#x3E; S sur un schéma S lisse

sur un sous-anneau B de K de type fini sur Z (on peut prendre pour ce

sous-anneau, pour N assez grand) ; alors les nodules de De Rham Hndif(X/S) sont

localeuent libres et la foruation de commute aux changenents de base ([7],

[3J p. 99).

Quitte à agrandir B, on peut supposer que s définit un point B-rationnel de

S , qu’on note encore s, et que n se prolonge en un morphisme étale de S sur

A1B (théorème de lissité générique de Chevalley).

On considère l’opérateur différentiel associé à et 2g "vecteurs

solutions" Y(i) (z) de E au voisinage de s, pour i e [1 , ... , 2g} , tels que

la natrice carrée fOrGée des vecteurs colonnes soit la natrice identité :

on entend par "vecteur solution" de Ef au voisinage de s un éléuent horizontal

dans 0.. , où os désigne le complété de l’anneau local le
du 1.- ,, ~,s o~s

point K-rationnel s . Les composantes y(i)j(z) sont appelées périodes globales

de f au voisinage de s. A un tel vecteur solution de r,~ correspond

un vecteur solution Y(z) de la manière suivante :

Comme 03C0 est étale et comme les ô points sl =s , ... , s03B4 de Tf (0) sont Ir-

rationnels, on a des 0 ~ --.&#x3E; 6s ’ pour 

y~(z) ) dans une

série de Taylor en z à coefficients dans K ; en notant i = ... , i03B4) et

ySk(i)(z) le vecteur de composantes 
.

est un vecteur solution de ù * 9 , et la matrice (2gÕ) x (2gô) formée de tous
les Y. (0) dans un ordre convenable -est la. matrice identité. On pose n.. 2g03B4.

On note R 
v 

ou OK l t anneau des entiers du complété Kv de K en une place

finie v Soient v p une place finie de K, et a le schéna formel

1 ’t ’ d. uc; de S/ ,.. A S est associé un espace -Sanpiété ..fi 0 V est associé un espace analytique rigide V
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dont les points sont les sous-schémas formels férues de S intègres finis et plats
sur OKv ([2]. 1) ; 9 on no te Xv, fv, p resp. fan les objets déduits de

par les foncteurs G. A. G. F. (resp. G. F. G. 

La théorie de cohomologie cristalline munit le -nodule à connexion

d’une structure de F-cristal ([2J, [6J), qui induit un F-cristal convergeant sur

San ([2], E61).
Le système différentiel p,-adique associé est défini sur le sous-corps K de K ;

en reprenant les notations précédentes, y lorsque i = j = 1, y ce système est E 1 
.

f Kv

3.3. Les périodes globales comme G-f onctions.

On pourra utiliser le théorème de Bombieri grâce à l’énoncé suivant.

PROPOSITION. - Avec les notations précédentes, soit E 1 ~opérateur différentiel

03C0 * E , et pour un 03B4-uplet fixé i, , soit y( z) = Y. (z) . Alors

et est une G-fonction solution de f au voisinage de 0 .

Il suffit de prouver d’une part que pour l’ensemble fini des places v

de K telles que v|~ ou r (03B3i) &#x3E; 0 et 1, (E) &#x3E; O , et d’autre part que

03A3 log+ 1/(rv(£))  00 , le symbole indiquant que les sommations sont effectuées sur

l’ensemble complémentaire de l’ensemble de places précédent.

En fait, on &#x3E; 0 et &#x3E; 0 pour bute place de K, nuisque 0 est

un point ordinaire de £ . On va prouver que Ir log+ 1/(r (£)) = 0 i. e. r 
v v

pour q On a le morphisme de spécialisation (morphisme d’espaces annelés,
qui est fonctoriel) de dans S qui associe à un sous-schéma formel fermé

v v

intègre fini et plat ( sur R ) , de S son support, qui est uh point de S ;
v v v

d autre part, grâce au choix de s’ étend en lIn morphisme 03C0v de schémas

formels S --&#x3E; où k désigne le corps résiduel de KX , et il existe un
v ~ 9 v v

nan d’ Sl)aCeS analytiques rigides tel que le diagramme suivant commute

boule unité fermée B (0 , 9 1+) de la droite analytique rigide
v

Spec liu R [T ]

Comme H1dif(X/S) ~OS OSan est muni d’une structure de F cristal convergeant

pour y v|~, y le système différentiel associe 
v 

admet une base de solutions
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convergentes dans sp-1(t) pour tout point t de SV [2J ; on en déduit que
Jll)K admet une base de solutions convergentes. dans sp-1(03C0v (t) ) pour tout point

v v 
~

TIv(t) 1 la spécialisation se référant a l’espace an.alytique rigide B (0 , 1 ) .

En particulier, r (y. ) p 1 ; pour avoir r (1) % 1 , on étend les scalaires de
v 1 v

K à un corps complet Fl contenant une uni té t dont l’image dans le corps ré-.
v v v

siduel soit transcendante sur k ; comme précédemment, on trouve que £|1?, admet

une base de solutions convergentes dans sp 1(t) = B(t , 1 ) .
v v

3n fai t, la condi tion sur £ suffit à assurer que les solutions en séries de

Taylor à coefficients dans un corps de nombres sont des G-fonctions, mais comme ce

résultat n’est pas explicité en [4], on va montrer que a’ (y)  00 , 1, e.

Soit A la matrice dont les coefficients sont des fonctions rationnelles et telle
~

que y = n 1 A 
TI 

Y j on a

Pour estimer lA D (0)1 v on dispose, puisque 0 est un point ordinaire pour E et

que C admet une base de solutions analytiques sur B(0 , 1-) , de l’inégalité de

Dwork [4~}

désignant le naximun des normes de Gauss des coefficients de , et

(m , 9 n - 1) v désignant sup x ... x ;!,n--11 v) sur tous les ( n - 1)-uplets
d t entiers distincts bornés par D e

C. Q. F. D’o

4. Périodes.

4.1. Périodes complexes.

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K ; dans la suite, ce sera

une fibre du schéma abéli en f .

Soit v une place complexe de K (éventuellement, prolongement d’une place réelle),

qu’ on peut voir comme un plongement de K dans C . On note A la variété abélieme

complexe A x C associée à ce plongement et issue de A .
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On a un accouplement Z) x --&#x3E; C, donné Par (y , 03C9) ~  w
.. ’1 ~ d~ r --- 

Y
qui induit un isomorphisme de vectoriels complexes

les nombres w sont appelés classiquement périodes (et pseudo-périodes) associées
a 1/ u:’, ; on les appelera périodes v-adiqu,es (complexes), et on les notera pv03B1, p , ,-~ 

. 
oe, p

ce et 03B2 décrivant [1, .0. , ; 2dim À) j on les regardera conne les coefficients

d’une matrice de l’isomorphisme ci-dessus sur des bases de j C , resp.
g) 1 00 ::.. £ , adaptes aux structures "rationnelles" sous-jacentes

resp.

On sait que le degré de transcendance sur K(2ifi) des p03B1,03B2 est majoré par

G(AX) , ([5]? 6.4). L’égalité découlerait d’une conjecture de Grothendieck (voir [ 1],
v

1) C)

Lorsque .fi. varie dans une famille algébrique on peut définir locale-

ment pour la topologie complexe sur S(Q) , des fonctions analytiques pv03B1,03B2 telles

que les pv03B1, ( s) représentent un système de périodes v-adiques de Xs pour tout
S dans S(K) , ce au moins localement en s (voir 11], 3) . Ces fonctions donnent
une base de solutions localement pour f ~K.v C , formée de vecteurs dl1 type

,ir 
-- .

jô=1 , 2di D. A 
(’

4.: 2 o p-adiques.

On commence par rappeler, dans une variante analytique rigide, la construction de

périodes v-adiques, avec ce- ultramétrique (d’après OGUS [5J, p . 39 7 ) , pour une

fOb XS, dôfinie sur R[1 N] C K , schéma abélien i" i x,.., --&#x3E; °/°i considéré en 3

2. On suppose qi;,e 81; que R est 1 ? anneau des entiers du corps de nombres 11 ..

X es.t donc un schéma abélien sur B = R[1/N] ; on note K le complété de K en
s v

",,", R son anneau d’entiers. et k son corps résiduel.
v 

~ v

Soient C v un corps, complet pOlIT la topologie p-adique, contenant Kv et li ’an-

neau de Witt de la clöture algébrique de k 0 Pour vYN , la réduction de X mo-
v s

dule l Î idéal maximal mv de R v es t une vari été abélienne X = X03C3 (image de
X par le de base a i Spec k --&#x3E; Spec R[ 1/N]) j on note 9(1 ) son
s 

" l 

v v cr

D-ièB8 groupe de cohomologie analytique rigide [2J.

On a un isomorphisme canonique [2J

et une décomposition dite "décomposition en pentes", du cristal convergent 

en (~ (H. ? ~. 1 
y telle que H~ ~- C soit isomorphe à une somme directe de

copies du F-cristal convergeant standard de pente ~ sur Cv’
Ecrivons 03BB = a/b en fraction irréductible, et notons K le corps des fractions

de W(F 1) , l’endomorphisme F-linéaire canonique sur
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induit par l’endomorphisme de Frobenius sur X03C3 . Alors

est une K-structure sur H. ~Kv C

Pour chaque VA non on choisit une base (v ~ = y.) de y Kb) et

( B ) .(~ ri ~ ~ 

on note h’Q" ) la Ko -base duale : lorsque D = n := 1 , y et lorsque 03BB décrit Q
en croissante on obtient ainsi une C de C . Quitte à priver S

de quelques points, on peut supposer que est libre, et on en choisit une

base 03C9. Les coefficients de la matrice de l’isomorphisme

dans ces bases s’appellent périodes v-adiques de X y et sont notées  03B1 03C903B2 ou

~ 
~20142014201420142014 .20142014.-20142014 s ~~~ ~

p ~?P (~ et p décrivent 1 . 
’ 2 .... y 2~) .

On a d’autre part un isomorphisme de F-isocristaux

cui permet d’exprimer l’isomorphisme crv (après tensorisation par Cv) à l’aide
d’une matrice dont les coefficients sont des "universels" en les pv03B1,03B2
( à coefficients entiers).

,

0n remarque qu’ il est loisible d-e multiplier une période par un facteur dans 1/- 

°°-°-
on obtient une période associée à la même

, 

On examine maintenant ce qui se passe lorsque XS varie dans la famille algébrique

Z 3=;:)

Pour ce]La, Jn considère le convergeant
’

ou J est un fermé de Sv . Soient s et t deux points de S à valeurs

dans R au-dessus On sait existe un relèvement de Frobenius F
Ft) pour lequel ; (resp; t) est point de Teichmüller au-dessus de

03C3 . Evaluons en s et t le F-cristal précèdent : VF se spécialise en le Fro-

benius semi-linéaire de la rigide de X . Mais les applications

sont horizontales y par définition, il en d.écoule que si 03BE est le prolongement hori-

zontal d’un élément 03BE de H ~OSp-1(03C3) O(s) vérifiant s*[03A6v Fj§ ==p 03BEs ,

alors 03A6avF 03BE = pb 03BE identique.
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Connue les deux nenbres sont horizontaux y cette identité est encore vraie si on

change F s en F~ " ainsi t~~[ B2v F:J t;t = 
Cela montre qu’on peut définir une section horizontale unique pv03B1,03B2(z) de

qui Se spécialise en P] ~ pour A = Xs .
Ainsi, le vecteur formé des fonctions pv03B1,03B2(z) , lorsque a est fixé, est solution

de = 0 , et en tout point z de à valeur dans K C les

P], vsont des périodes v-adiques pour la fibre X , au Sens ci-dessus.
On notera l’analogie avec le cas où v est une place conplexe : les F-cristaux

convergents jouent le rôle de systèmes locaux, Cv remplaçant C . C’est pourquoi
dans la suite on notera espaces notés Q) 0

4 . 3 . Lien avec les périodes globales.

en 3.2 les sont des solutions locales de défi-

nissent des solutions locales (r;) de £ ~ C et on a la relation

5. périodes.

5. 1. Relations entre périodes couplexes.

L’origine de cette construction refonte à la conjecture de A GROTHENDIECK uen-

tionnée plus haut. Pour simplifier (et éviter ainsi la théorie des cycles de Ilodge
absolus), on fera l*hypothèse 1’") .

Alors un cycle de Hodge est une combinaison linéaire à coefficients dans 

de classes de coiioLioloigie de certaines sous-variétés, intersections uultiples de di-

viseurs de puissances de A .

On écrit la classe de cohomologie de De Rhan de ces sous-variétés V dans

puis leur classe de cohomologie singulière dans
~" 

o-! . 1 1’1 .., i , ,

et on compare au Boyen des puissances tensorielles ou alternées de l’isomorphisme

d’intégration décrit en 4.1.

On obtient ainsi des relations de degré 2i à coefficients dans entre les

plus, y la variété décrite par ces relations est un principal

homogène sous 1 et 2). Ces relations n’interviennent pas dans le
cas (ii) du théorème.

5.2. Relations entre périodes p-adiques.

Ce paragraphe est le noyau de la démonstration du théorème. On reprend les hypo-
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thèses du  2 et de 4. 2, avec (°+) , relativement à la variété abélienne A = X .

Quitte à agrandir K on peut supposer que les diviseurs me tionnés en 5.1 sont dé-
finis sur R (on peut prendre en effet un nombre fini de tels diviseurs d’après
NÉRON-SEVERI). Soit § la classe de cohomologie de De Rham d’un tel diviseur, ou
d’une de leurs intersections nultiples ; § est dans un espace 

Il est connu (cf. [5J) que l’image o ( È) de 03BE sous l’isomorphisme

est lecteur propre~ de § 
v 

avec la valeur propre (§)) = p~ a (§) .
Diaprés 4.2, c-ci équivaut à dire que (y ’ y o (§);== 0 si A. ~ i et

03B3(i)03B1 y 03C3v(s)&#x3E; ~ Qp , 03BB étant la pente associée à y == ".

Diaprés 4.2 encore, on peut choisir pour (y ) une b as e adapt ée à celle de

~K Cv ; les relations 03B303B1(03BB), 03C3v(03BE)&#x3E; = 0 pour 03BB ~ 0 fournissent, de

manière tout à fait analogue à (5.l)y des relations de la forme

Qv03BE est un polynôme en 4g 2 indéteminées, à coefficients dans B C K , homogène de

degré 2i.

De manière plus précise, le système de relations (é = 0) a les propriétés sui-

vantes ;

chaque monôme M de Q s’écrit M = bM03C02ij=1 pv03B1j,03B2j avec bi e K et

03A32ij=s 03BBj # i , en notant 03BBj = 03BB(03B1j) la pente associée à la période v-adique
p 03B2; leseul cas où ce système de relations est vide si i ~ Dg (i. e. si ’;;1 n’est

pas la classe de cohomologie d’une variété de dimension nulle) est celui d’une place
v supersingulière (cas où on a É~~ À. = i pour tout 2i-uplet de pentes). 

’

J*~-L J

La remarque fondamentale pour la suite est que, pour S fixé, le système de rela-

tions (Q = 0) ne dépend que du polygone de Newton du cristal lorsque

vfN , 

Â fortiori, y en convenant de choisir un système vide pour viN, y il n’y a qu’un
nombre fini de systèmes de relations (Q = 0) lorsque v décrit ~. En les mul-
tipliant, on peut obtenir un système de relations (R = 0) satisfaites par toute’ ° 

~ 
~ 

v

place finie non supersingulière et ne divisant pas N , les différents R03BE corres-
pondant à différents choix de (2i)-uplets (03B11 1 ’ ... , parcourant

1 y ... , cas supersingu:-

lier, c ’est le polygone ordinaire qui fournira en général le moins de relations Q...
A l’aide de ces constructions y on montre les lemmes suivants.

LEMME 1. - On suppose que A’Q est une variété abélienne de type "multiplications

complexes" (ne vérifiant pas nécessairement (*)). Alors on peut choisir un système 
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périodes p-adiques pv03B1,03B2 clans Q , pour tout v E V§ , v ordinaire. (Voir
-- - ~ îOE , w - 

-- -

[1], 6.3.2, pour le cas des puissances d’une courbe elliptique.)

LEMME 2. - X _!_&#x3E; s un abélien comme en 3.2, G(f) son groupe de

Hodge générique, et v une place finie ill et ordinaire. Soit X une fibre véri-

fiant 1’+) telle que dim G(X )  dim G(f) . Àlors
~ --~ s -

Esquisse de éa preUve. - Comme cet énoncé ne dépend, d’après c1 qui précède, que

dia polygône de Newton de H1v(X03C3) , on se ramène à supposer que le degré résiduel de

V est 1 1 et v non ramifiée

Il s ’ agit de montrer, par 11 absurde, que xi deg trK P;, /x) = deg trK(S) (pv03B1,03B2( z) L ç
alors toute classe de cohomologie de De Rham Ss d ’un diviseur sur une puissance de

X , se prolonge horizontalement en une classe de cohomologie § d’une combinaison
s

de diviseur’s sur une puissance d-e X , toute entière (en vertu du théorème de Lef-

schetz). Or l’ égalité des degrés de transcendance montrerait qu’on peut supposer,

quitte à remplacer S par un revêtement étale fini surjectif, que les relations

0: (pv03B1 :/s» = 0 s’étendent en des relations "fonctionnelles" (z)) == 0 à

’;) u, Q 
’~ cv, p .

coefficients dans K(S) 0 On pourrait ainsi construire une section globale 03BE de

prolongeant Ss telle que les périodes de S satisfassent aux relations

03B2(z)) == 0 , ce écrit ,) = 0 , avec 03BB(03B11) + 03BB(03B12) ~ 1.°
En tout point t de S (R ) relevant cr on aurait le système de relations

v v 
~ 

Qv03BEt(pv03B1,03B2(t)) = 0 Où Qv03BEt désigne le polynôme Qg = QV spécialisé en t ; J on va

montrer que ceci entraîne l’horizontalité de

Z[[tL étant identifie (non canoniquenent) à l’algèbre du spectre formel complète

de S 
v 

le long du point o (cette identification est loisible, puisque S~. est

lisse et v est non ratifie de degré 1 ).

Il existe un relèvement unique cp de l’endonorphisne de Frobenius absolu de

o = Spec "’ tel que = tp ; à ce relèvement correspond un morphisme horizon-

tal 03A6v,03C6 : 03C6 Hv,s ~ Hv,s .o
Par hypothèse, on a un système de relations (~P~) = 0 ; ~) + ~2~ ~ ~ ’

ce qui revient à dire que 9~ [~(s ~ l)~ ~ ?(~ ~ 1) . On utilise alors une astuce de

A. 0&#x26;U3 [5’J : ~(dt) ~pt~’~ envoie dans

alors
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Ainsi ’l( f,; 0 1) est nul, donc 03BE est localement horizontal ; eomme c’est une sec-

tion globale, S est horizontal.

Pour conclure à l’algébricité, on utilise alors ([5’L 2.12).

Ainsi y on en fait prouvé le résultat plus précis suivant : tout cycle de Hodge

exceptionnel sur une ( i . e. ne Drovenant pas d’un cycle de Hodge absolu.

sur une fibre "générique" de f ) fournit, pour chaque place v cornue dans le

lemme, au moins une relation Qv03BE = 0 en les à coefficients dans K, in-

dépendante des relations obtenues par spécialisation en t des relations algébriques
à coefficients dans K(S) entre périodes "fonctionnelles" p f3(Z) ; de plus, il

existe un nombre fini de polynômes Qg tels que la relation Qi = 0 soit l’une des

relations Q03BE =. 0 d’ après la remarque fondamentale ci-dessus).

5.3. Relations entre périodes globales.

Dans le des périodes complexes, ctest la uinoration, déduite de 5.1.

qui remplace le lennc précédente c

Les relations Q entre p pour des places conplexes distinctes n’ont aucune

raison d’être égales, conne on peut déjà le voir en dimension 1.

Pour obtenir une relation satisfaite par pour tout v complexe y on les lliul--

tiplie entre ell.es, ce qui donne des relations S de degré à priori 2[K(t) : ~
(dépendant donc du de t ) n

Que v soit complexe ou finie, y le nrincipe pour obtenir des relations entre les

Y..(z) consiste à éliminer 1).. (z) et P .. (0 ) entre les relations R~(P..(z)) ou
1J 3-j JLJ ~ -Lj

R (dans le cas (i) du théorème), les relations semblables pour z = 0

et les relations P..(z) ==L Pik(0) Y, .(z) .
Dans les cas (i) et (ii) c’est possible sous les hypothèses indiquées, compte tenu

de ce que X L à multiplications complexes, donc

dim G(X )  din X ., et en vertu du lemme 1.

Pour los détails du cas 5.3.4. 
’

6. Conclusion de la preuve du théorème.

On applique l’énoncé de Bonbieri, rappelé en 3.1, à l’opérateur puissance symétri-

que k-iène de 03C0* f~ ... ~ 03C0* f 8 d/dz (2gô copies de dont les 

mes de degré k en les Y..(z) sont des solutions au voisinage de 0 .

Dans le cas on prend pour M l’ensenble des places de K’ = K(t) (que l’on

prend cornue nouveau corps de base K y ce qui est loisible, puisque les constantes

de l’énoncé de Bombieri sont indépendantes de ce corps), qui satisfont ; t 
’
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dans le cas (ii) , on prend l’intersection de cet e;semble avec VOK.
D’après 5 .3 . , on a en chaque point t , pour lequel Xt vérifie l’une de s 

thèses théorème, une relation algébrique entre les Y.. (rr( t») de degré

0[K(t) :.Q]) [resp. e(1)] dans le cas ( 1 ) ( resp . ( ii ) ) . De plus, ces quantités

sont effectivement calculables.

On conclut en faisant tendre k vers l’ infini avec h(t) de manière à ce que

le nonbre de monômes de degré  k en les y.. linéairement indépendants sur

Soit l’ordre de ( h ( t ) /log ( selon la méthode exposée 

7 ) .
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