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EQUATIONS DIFFERENTIELIES p-ADIGUES
ET DEGENERESCENCE DE GROUPES DE HODGE

3
par Yves ANDRE ( )

Résumé. - Ce texte reprend, en la complétant sur certains points, une partie de
nma thése [1]. Soit (Xs)ses une fanille algébrique de variétés abéliennes paramétrée
par une courbe affine lisse S , le tout étant défini sur le corps Q des nombres
algébriques. Le groupe de Hodge GS de XS est le groupe algzébrique qui fixe les
cycles de Hodge dans la cohomologie rationnelle de XSIC , un plongeunent de Q dans
C étent donné. On sait ([5], 2.11) que, pour tout s hors d'une partie naigre de
s(g) , 1es G, sont isoumorphes ; en appelle G ce groupe de Hodge "générique" ;

alors pour tout s €3(Q) , G, se plonge dans G .

Sous certaines hypothéses simplificatrices, je donne une condition de nature arith-
nétique sur les points s g S(ED tels que le zroupe de Hodge de la fibre Xs dé-
génére, c'est-a-dire que l'image de GS dans G soit distincte de G . La preuve
est fondée en partie sur les propriétés p-adiques du systéne différentiel de

Picard-Fuchs associé & la famille (Xs)ses .

1. Rappels sur la structure de Hodge des variétés abéliennes.

Soit A une variété abélicnne complexe ; cela correspond & la donnée d'une struc-
ture complexe polarisable sur le réélifié d'un réseau L (ctest-a-dire un endomor—
phisme J de RI de carré-Id, ou, ce qui rcvient au néme, un norphisne
Qs Q} —_ GL(EL) tel qu'il existe une structure symplectique « : L AL =—> 2

pour laquelle «p (x , ¢(d)y) ) est définie positive sur RL x RL .

—~

L'enveloppe algébrique sur Q de l'inage de ¢ est appelée groupc de Hodge de

A, et sera notée G(A) ; c'est un Q-groupe réductif connexe de centre coupact [8].
Soit V le dual sur Q de QL ; on l'identifie canoniquenent au premier groupe de
cohoriologie rationnelle Hl (A ’ QD de A . Alors la cohonologie rationnelle

2 (a ,,Q) de A s'identifie & l'algdbre extérieure sur V , et par le théoréme de

Kiinneth, celle de A~ s'identifie 2 @ A V .

Via les représentations contragrédicntes et tensorielles, on obtient une action de

G(A) sur GA V.

D'autre part, la théorie de Hodge fournit une décomposition de

B (a,0)=0(4,Quc:

(A, c) =0 %)

§;% Yves AUDRé, Institut Henri Poincaré, 11 rue Pierre et ilarie Curie, 75231 PARIS
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. s p e . s .1
Puisque 4 est une variété abélienne, cette décomposition correspond, au cran i,
by z Y . t . N
4 la découposition en sous-espace propre de J sur VO C (dqual de CL ), et est

compatible aux crans supérieurs avec les identifications décrites précédeument.

On appellera cycle de Hodge sur 4 tout élément d'un espace (A", Q) n P P(n"),

Les constructions précédentes montrent qu'il revient au néne de considérer un cycle
de Hodge, sur A comme un élément d'une puissance tensorielle de V fixé par
a(a) »

On peut montrer 4" ailleurs que G(4) est le plus grand Q~-groupe alzébrique qui
fixe ces $léments ([5], 3.4).

Dans la suite, on fera le plus souvent sur les varidtds abéliennes A4 1'hypothese

simplificatrice suivante :

(*) A est isogdne géométriquenent & un produit de variétés abéliennes simples de

dimension égaele & un nonbre premier (non précisé) ou & 1 .

Remarque. - Cette hypothése entraine [9] que les cycles de Hodge sur A sont en-
gendrés sous le cup-produit par les classes de cohomologie de diviseurs. En particu-

lier, G(A) ne dépend que de A et non du morphisue A —-> Spec C .

2. Dégénérescence du groupc de Hodge dans une famille & un parametre de varidtés abé-
liennes.
L1ennes.

On norualise les valeurs absolues | |v d'un corps de nonbres K de degré d sur
Q de la maniére suivante :
o . "'dv/d- “ . ’ .
(i) =i v|p , On pose ]p|v =P ol dv est le degré local en v , i. e. le
degré du conplété Kv de K en v sur Q ,
(ii) si v|® et si v est réelle, on pose |x]v = |x|1/d ,
sy s . | 12/d \
(iii) si vlw et si v est complexe, on pose Ix,v = ]xl y OU | | est la va-

leur absolue usuelle sur R ou C .

La formule du produit s'écrit ]Tv |x\v =1 pour x g K' . On note Vg 1'ensenble

des places finies de X .

On écrit log' pour sup(log , 0) , et on note h(x) la hauteur logarithmique

absolue (Zv log' [xlv) de x .

. . ‘ s f . . . .
Etant donné un schéma abélien X —=—> S sur une courbe affine lissc S , wnunie

d'un point ferné s , £ et S étant définis sur Q , on construit les objects sui-
vants :
p - 1 . .
1° un norphisme étale fini M de S sur A" qui envoit s sur o,

Fal

20 un entier N et un corps de nombres K d'anneau d'entiers R tels que f , S,

s et W soient définis sur R[%] .

30 yne''fonction de Weil" Xv(t) , donnée par 1°€+ |ﬁ(t)l;l ’
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4° 1a heuteur associde h(t) = 2; lv(t) , qui ne dépend pas de K ,
5¢ 1a partie "ordinaire" (ord) de la hauteur
=2 A
hord(t) v v(t) ’
la somme dtant étendue & 1'ensemble de places v de K ne divisant pas N et ordi-

naires pour Xt s cette expression ne change pas si on reuplace K par une extension

finie,

6° 1le croupe de Hodge "générique" de f , défini comme le groupe de Hodge G(f)
de la fibre en un "point générique de Weil" de S(Q) . Sous 1l'hypotheése (#), 1'indé-
pendance vis-3-vis du choix de ce point générique est claire (voir la remarque qui
suit (#)). Dans e cas général, c'est impliqué par ([5], 2.11]. On remarquera que

si dim X/3 = g est <4 , toute fibre de f vérifie (*).

Le théoreme annoncé s'énonce conrie suit.

s N\ .
THEQREME. — Soit f : X ——> S un schéma abélien sur une courbe affine lisse S ,

f et S étant définis sur Q . On suppose qu'une fibre Xs = fs est une variété

abélienne de type "multiplications couplexes". Il existe trois costantes « , B,

Y positives, effectivenent calculables en fonction de (x,s,s), avec B <1,

telles qu& 1'énoncé suivant soit vérifié ;

Soit Xt unc fibre de f vérifiant (*) ; alors

(1) si dim G(Xt) < din G(f) - din X, , on &

n_,(+) <« n(t)? [k(+) : Q]

(ii) si pour tout v|e, Av(t) =0 etsi din 6(X.) <din e(f) , on a
B
< .
hord(t) @ h(t)
La preuve de ce théoréme utilise la théorie des G-fonctions de Siegel sous la for-
me que lui a donnée BOMBIERI [4].

Dans un prochain article, je donnerai une applicatison de ce type de technique au
probléne de l'infinitude des places supersinzulidres des courbes elliptiques dtinva-

riant alszébrique.

3. Equations de Picard-Fuchs assocides aux schénas abéliens et G-foncticns.

3.l. Les G-fonctions et leurs valeurs.

Soit X wun corps de nombres. Par opérateur différentiel défini sur K , on enten-

dra un oonérateur différentiel a coefficients dans K(z) en une seule variable =z .

Si £ ost un opérateur différentiel défini sur K , on note rv(f3 le ravon de
v-analyticité de £ := £ K sur un disque 2énérique ([47, 6), et s(8) 1'en-

semble des singularités non apparentes de £ . Soit Y(z) un vecteur dont la J—i?me

7 . m .
couposantc 23t une série de Tavlor Yj(Z) = Z::O ajm Z (J =142, eeey n) ’
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avec ajm e K , de rayon de convergence rv(Yj) en O .

On dira, avec B. BOMBIERI ([47, 7), que Y(z) est une G-fonction si la quantité

positive

~ e L - + L 3 : :
3(y) = Tir, = 2, maxj$n,h<m( b log min, T (1) + log iajh'v) + 2 dog win, £(1)

est finie.

+

Cette condition un peu technique, mais d'usage comiode, entraine que

=== 1
o(Y) = 11mmﬁm-a-zv WA ) h<n log lajh|v

est fini, et signifie heuristiqueument que les tailles et dénominateurs des coeffi-

cients creoissent au plus géonétriquenent.

La propriété arithmétique des valeurs de G-fonctions qui sera utilisée est la

suivante
Rappel (B. BOMBIERI ([47] 10, 12)).

1° 30it £ un opérateur différentiel d'ordre n défini sur un corps de nombres

} + 1
K, tel que 2 - 108 <@,
i v rV(E)

Veo

Soit Y(z) une G—fonction solution de £Y =0 au voisinage de z =0 . Soift

. X e . Ly . . -
§ € K , distinct des singularitds de ¢ ; ¢t soit M un ensemble fini de places de

K fel que

lel, <min(1, r (1))

gi v e & (de sorte que pour chaque v € M Y.(5) est un élément bien défini dans
81 g jY q ’ i

K_ ), et tel qu'il existe r relations de dépendance lindaire indépendantes sur

K : Z?—l Lij Yj(g) =0 , avec A € X , valides dans toute conplétion KV , Vel
(avec lc sens qu'y prend Yj(é)) .

On suppose que les composantes Yj(z) de Y sont lindairement indépendantes sur
K(Z) .

Alors, pour tout 7, O <TCgE 1/2 , On a

(n - 27) ZWM log|gl + (n -xr+ &7 ls(£)]) n(g) = -c(E, ¥, )

ou e(f£, Y, T) est une constante positive qui ne dépend que de £ ,7 et 7 (pas

de K ), donnde expliciteuent par

(e, 7, 7)=2(n-r)log2+ (n-r) n® §é§l +(n-r) [ ;

1og* 1
A > {‘v(ﬁ )

oW

+ 2 n(¢) + log 2 + |s(2)| log 2+n-1

ces(£), g

Y(k) le vec—

P

k ’ . o Q
20 Lorsgqu'on note Z% ) la puissance symétrique k-iene de £, et

teur de couposantes Yll eoe Yin pour kj 20 et kj =k , on a
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)y - + 1 + 1
s(e¥) < s(e) , 2. lo %7 < 2 lo ,
vevlé ¢ rv(ﬁ )y vevlg ¢ rv(SS)

et

~(Y(k)) < (1 + log k) a(Y) .

La partie 2° permet de substituer dans 1° des polyndémes homogénes de degré k aux

formes linéaires, en changeant convenableunent les '"constantes" n et G(Y) .

L'intérét de considérer plusieurs places éventuellement dans M est nis en évi-

dence par la remarque suivante, due & E. BO{BIERI ;
(V)( (V) 1'6lément de K défini, lorsque

i
B v) (v ( ) v ‘
lglv rv(Yi) , par §:aij g ol et § sont les images de aij et de

& , par 1l'homomorphisne (d'inclusion) F —>K_ .

pour plus de précision, on note

Soit Qe K[y, , oo . On dit que la relation Qf (g) eee , y.(8)) =0
o oo n Sy LWy LT

pour toute place v de K telle que I§|v < nin (1 ’ rv(yi)) (on note Q

est globale, si on a Q

(v)

l'inage de Q par l'injection canonique KIyl g see yh] - Kv[yl s see yh])
On pose M = {v place de K | ; !glv < uin, (1, rV(Yi))} . Alors

' + + 1
sz/M 1og(§)v = - Z‘H/M log” g Z- Zv 108" =77
gl <1 v U

diolu
! + + 1 - + 1
o < - Y = -
ZVEM log Iglv > z% 1log [él + z% log min, r (7, h(g) + Z? 1log min, r (Y.)
v 1 vo1i 1 v 1

On ¢n tire que si £ , Y sont comme ci-dessus, et si Yl(z) y ses o Yh(z) ne
vérifient aucune relation algébrique homogéne de degré k a coefficients dans gﬁz),
les points § eg@ , en lesquels il existe une relation globale de degré k> 1 , ont

une hauteur bornée
n(g) <e'(£, N7 L logk ([47, 11) ,

c‘(ﬁ ’ Y) étant une constante > 0 effectivenent calculable en fonction de £ et
Y °

D'une manidre générale, le théoreme de Boubieri donne un résultat d'autant plus
fort que le nombre de places v dans M augnente le maximun étant obtenu dans le

cas des relations globales.

3.2. Opérateur différentiel associé & un schéua abélien.

e Ve 3 f - - 3
On considére de nouveau un schéna abédlien X ——-> S sur une courbe affine lisse
S nunie d'un point ferné s, f et S étant définis sur Q , et on reprend les

constructions 1° et 2° du paragraphe 2 : plus précisément, on suppose que S est
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étale de degré & au—dessus de Aé , Via une section 2z de (SS qui s'annule en un
point s de S(K) , et, par abus de dangage, on note aussi =z la section de O(A;)

d'image =z sous OA‘ - OS .

Au nodule 3 connexion Héif(X/S) (cohomolozie de De Rham algdbrique relative de

X/S ), identifié & son dual via une polarisation de la fibre générique de f , cor-
respond un systéue différentiel ff = d/dz - Af sur S , et, en notant m 1le nor-
phisume S —-—> A} , un systeéne différentiel *iif sur éi (4 coefficients dans
K(z) ) ; si f est de diuension relative g , et ™ de degré &, £, est de rang
2g et m™ ﬁf de rang 2gb .

On peut "descendre" f en un schéma abélien T : % —> S sur un schémna § lisse
sur un sous-anneau B de K de type fini sur 2 (on peut prendre OKﬁ%J pour ce
sous-anncau, pour N assez grand) 3 alors les nodules de De Rhan Hgif(i/g) sont

localeuent libres et la formation de H_, comnute aux changenents de base ([7],

aif
[37 p. 99).

Quitte & agrandir B , on peut supposer que S définit un point B-rationnel de
5 , qu'on note encore s , et que T se prolonge en un morphisue étale de S sur

é% (théordue de lissité générique de Chevalley).

On considdre 1l'opdérateur différentiel Ef associé a Héif(X/S) , et 2g "veeteurs
solutions" y?i)(z) de £, au voisinage de s , pour ief{t, ..., 2g}, tels que
1a natrice carrée fornde des vecteurs colonnes y?i)(s) goit la natrice identité :
on entend par "vecteur solution" de Ef au voisinage de s un éléuent horizontal

1 Ja\ . A Lo iy . .
dans Hdif(X/S) uﬂﬁ OS,s , ou GS,s désigne le conplété de 1'anneau local en le

O .
point K-rationnel s . Les conposantes y?i)j(z) sont appelées périodes globales
de f au voisinage de s . A un tel vecteur solution y?i)(z) de ﬁf correspond

un vecteur solution Y(z) de m ¥ Ef de la wmaniére suivante 2

points 8) =85 eee S de ﬁ-l(O) sont K-

1)
rationnels, on a des isonorphismes ) ;. 68
0
Py ! s a .
(construit conme y>.(z) ) un éléuent Correspondant y.%(z) dans O,; 5 , is €. une
id ij AK,O

Couwe T est étale et couwre les

, d'ol pour chaque v % (z2)
’ 1iJ

série de Taylor en =z & coefficients dans K 5 en notant i = (il gy oo ié) et

Sy . . t Sk
y(i)(z) le vecteur de composantes yij(z) ,

9
®

Yi(Z) =\ :

®s
’(io)<z)

//,?;1)(23

est un vecteur solution de T * £, et la matrice (2g6) x (2g8) formée de tous
les Yi(O) dens un ordre convenable -est.la natrice identité. On poge n=2g6 .

z

On note R_ ou (SK 1'anneau des entiers du couplété Kv de KX en une place
v
finie v o Soient v|p ume place finie de K, VXN , et Sv le schéua formel cou-
= 3 . - zan
plété p-adique de S/ g A Sv est associé un espace analytique rigide Sv
v
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dont les points sont les sous-schénas foruels fernés de §v integres finis et plats

= ~an ~an . s
sur OKV ([23, 1) 5 on note X fv , resp.. X =, £ les objets déduits de

~

X, ¥ par les fonctours G. A. G. F. (resP. G. Fo G. Tig-an) .

La théorie de cohonologie cristallinc nunit le Oz -nocule & connexion
Sy

i [] i ~j ~
R fv * (QXJ- ) ) ) Hldif(x /S) & 65 t‘)gv
V/Sv
d'une structure de F-cristal ([2], [6]), qui induit un F-cristal convergeant sur

5= ([2], [6)).

Le systenme différenticl p-adique associé est défini sur le sous—corps K de Kv;

en reprenant les notations précédentes, lorsque i = j =1, ce systéme est £

f|K,

3.3. Les périodes globales comme G-fonctions.

On pourra utiliser le théoreéme de Bombieri gréce a 1l'énoncé suivant.

PROPOSITION, - Avec les notations précédentes, soit £ 1'opératcur différentiel

T ﬁf , et pour un S-uplet fixé i , soit vY(z) = Yi(z) . Alors

1og* 1 < »
ZveVK rv(ﬁ5

0

et y(z) est une G-fonction solution de £ au voisinage de O .

Preuve., = Il suffit de prouver d'une part que pour l'ensenble fini des places v

v
T logh l/(rv(ﬁ)) < ® , le synbole indiquant que les somumations sont effectuées sur

de K telles que v!w ou VIN ’ rv(yi) >0 et 2. (8) >0 , et d'autre part que

1'ensenble compléumentaire de 1'ensenble de places précédent.

En fait, on rv(yi) >0 et rv(ﬁ) >0 pour toute place de K , nuisque O est
un point ordinaire de £ . On va prouver que 2t 1og+ 1/(rv(E)) =0 1i. e. rv(ﬁ);l
pour VYN , vyw . On a le worphisne de spécialisation (uorphisme d'espaces annelés,
qui est fonctoriel) de §:ﬂ dans §v qui associe & un sous-schéua forwel fermé

v
dtautre part, gréce au choix de N , 7 s'étend en un morphisne T, de schémas

intégre fini et plat (sur R, ) , de §v son support, qui est uh point de S_ ;

3 ~1 . s et - . .
formels Sv - éy , Ou kv désigne le corps résiduel de Kv , et il existe un

. ~an v . . . . ,
norphiste T d'espaces analytiques rigides tel que le diagraume suivant comrmute

S —m—z (ék )an = boule unité fermdée BV(O ’ l+) de la droite analytique rigide

> A = Spec lin Rv[T]/Pn Rv[T]

Comne Héif(i/g) 6b @gan est muni d'une structure de F cristal convergeant

pour vIN , vfe, le systgme différenticl associé 53f|K adnet une base de solutions
v
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convergentes dans sp_l(t) pour tout point t de §v [2] ;5 on en déduit que
EIKV admet une base de solutions convergentes- dans sp_l(nv(t)) pour tout point
ﬁv(t) , la spécialisation se référant a 1'espace analytique rigide BV(O , 1ﬂ) .

En particulier, rv(yi) 2 1 3 pour avoir rv(fﬁ 2 L , on étend les scalaires de
Kv a un corps complet C% contenant une unité tv dont 1'image dans le corps ré-

siduel soit transcendante sur kv 3 comme précédeunent, on trouve que El(% adnet

une base de solutions convergentes dans SP—l(tv) = B(tv , 1—) .

Bn fait, la condition sur £ suffit & assurer que les solutions en séries de
Taylor & coefficients dans un corps de nombres sont des G-fonctions, mais comue ce

résultat n'est pas explicité en [4], on va montrer que o(¥) <= , 1. €

— 1 .
Lm Zv}/w,v,}’N BaX; s h<a 108 l2gply <=

v
Soit Am- 1a masrice dont les coefficients sont des fonctions rationnelles et telle
que (d/dz)m Y=mn! Am Y ; ona

ma}:jgn log lajh‘v < logh |Am(0)|v .

Pour estinmer lAm(O)lv on dispose, pulsque O est un point ordinaire pour £ et
que £ aduet une base de solutions analytiques sur B(0 , 17) , de 1'inégalité de
Dwork [4]

5,00)], € foy 0= 1], man o il

nAhng désignant le maximun des normes de Gauss des coefficients de Ah , et
(m , N - l)v désignant sup (1/131 X oeo X zn_llv) sur tous les (n - 1)-uplets

d'entiers distincts hornés par n .

Or Zvyw,vyN nax, o logth , n - 1}v < (n-1) w(m) on ¢ est la fonction arithié-
tique usuelle (voir [4], 6). D'ou

-+ N + g .
Zvym,v}/m nex,  log [4,(0)] s (n - 1) 4(a) + Zx,-){cv,vJ/N log' maxy o g ilhyilg =

(voir [4], leume 7) et o'(¥) <n -1 .

C. Q. F. I,

40 PériodeSQ

4.1. Périodes complexes.

Soit A une variété abélienne sur un corps de nombres K ; dans la suite, ce sera

une fibre du schéua abélien T .

Soit Vv wune place complexe de K (éventuellenent, prolongenent d'une place réelle)
qu'on peut voir coumue un plongement de K dans C . On note Av la variété abélieme

complexe & xp C associde & ce plongenent et issue de A .



A0
On a un accouplenent Hl(Av ’ Z) x H A(A/K) --> C , donné par (Y , W) —> I
qui induit un isonorphisme de vectorlclo couplexes

1 ¢, ~ 1 ‘ )
B (0/K) @ ¢ —— 82 , Q) 9L

les nombres JY w sont appelés classiquenent périodes (et pscudo-périodes) associées

4 A/Z ; on les appelera périodes v-adiques (complexes) et on les notera pv 5
; ’
o et 3 déerivant {1, ... , 2dim A} ; on les regardera comme les coefficients

d'une natrice de 1l'isomorphisme ci-dessus sur des bases de Héif(A/K) 2, C , resp.
H (A ’ Q) & C , adaptés aux structures'rationnelles" sous-jacentes Hdif(A/K)
resp. H (A , Q

On sait que le degré de transcendance sur K(2iw) des P, .3 est najoré par
G(Av) , ([5], 6.4). L'égalité découlerait d'une conjecture de Grothendieck (voir [1],
1)

Lorsque A verie dans une famille algdébrique (Xs)ses , on peut définir locale-
mnent pour la topologice complexe sur S(Q) , des fonctions analytiques g; 3 telles
?
que les %, (s) représentent un systéne de périodes v-adiques de XS pour tout

s dans S(Y) ce au moins localeuent en s (voir [1], 3). Ces fonctions domnent

une vase de solutions localemnent pour Ef @k v C , formée de vecteurs du type
b
(poz,B)p:l,"-,2dinA

4.2, Périodes p-adiques.

On commsnce par rappeler, dans une variante analytique rigide, la construction de
nériodes v-adiques, avec v ultramétrique (diaprés 0GUS [5], p. 397), pour une
fibre X, , définie sur P[ 1 C K., - schéma abélien = : X ——> 5§ considéré en 3.
2. On suppose que YYN et que R est l'anneau des entiers du corps de nombres K -

¥ est donc un schéna abélien sur B = R[1/N] ; on note Kv le conplété de K en

9]

T R gson anneau d'entiers, et k son corps résiduel.
b b v

Soient C_ un corps, complet pour la topologie p-adique, contenant KV et 1l'an-

<

neau de Witt de la cldévure algébrique de kv . Pour vJN , la réduction de X, mo-
dule 1'idéal maximal L de Rv est une variété abélienne X = Xo (inage de
? ~
X  par le changenent de base O : Spec kv —-> Spec R[l/N]) s on note Hi(XO) son
s

n-idns groupe de cohomologie analytique rigide [27.
On a un isomorphisme canonique [ 2]

ot T (X2/R[1/57) %1 Ko m_ (%)

n
et une décomposition dite "décomposition en pentes", du cristal convergent Hﬁ(XO)
en GQ{HK R gﬁ , telle que HA.Gk Cv soit isomorphe & une somue directe de
copies du F-cristal convergeant standard de pente A sur C,

Eerivons A = a/b en fraction irréductible, et notons Kb le corps des fractions

N

de 1(? WAPEL LN 1'endonorphisme F-linéaire canonique sur
p



I{S\XOA }%{v 0 o0c ka XG)

induit par l'endowmorphisme de Frobenius #absolu" sur Xa - Alors
D a
v, ={x= Hy 8, Cv/@v(x) =D x5
v

est une Kb—structure sur Hk ka Cv .

Pour chague Vk non rul, on choisit une base (¥ = xy) de Hom(Vx y Kb) et

A .
on note (xg ) 1la Kb—base duale ; lorsque m =n =1, et lorsque A décrit Q

Xo) ﬁk CV .« Quitte & priver S

en croissant, on obtient ainsi une Cv—bhse de H
. 1 3/3 . .
de quelques points, on peut supposer que Hdika/S) est Ylbre, et on en choisit une

base wp « Les coefficients de la matrice de 1l'isomorphisne

. AT T A
Hdif<Xs)'@R[l/N] Cp ——> HV(XO) &Kv s

dans ces bases s'appellent »ériodes v-adiques de XS , et sont notées J*a wB ou.
y

(¢ et B dderivent 1, 2 y aee , 28) .

On a d'autre part un isomorphisme de F-isocristaux

o (¥ N\;.—yj l(~
hV(X X aes x X ) =X /\HV\XO)

n facteurs

0

uil permet d'exprimer 1'isomornvhisme o, (aprés tensorisation par Cv ) & 1taide

3

(3 . . . - ’ . v
diune natrice dont les coefficients sont des pol;n’mes "universels" en les P, 3

?
(& coefficients entiers).

Y

On remarque qu'il est loisible de multiplier une pdriode par un facteur dans Qh

x
ca obtient tne pdériode associde & la néme pente.
On exewine maintenant ce gqui se passe lorsque Xs varie dans la fauille algébrique
%
(%)

~
N o

A=

Pour cela, on considére le P-criztal convergeant
§ o

ol

0o o ~ e
[HE =R % = (G Xy ese Xg XV/SV) Rg, O

v vy v Sy Sp—l(o)

, 8],

oy o est un poin’ fermé de Sv . Soient 8 et t deux points de S & valeurs

dans RV au~dessus de 0 ., On sait cu'il existe un relévenent de Frobenius Fs

(resp. Ft) pour lequel s (resp. ) est un point de Teichniiller au-dessus de
e

0 . Bvaluons en s et +t le TF-cristal précédent : QVF

. s Moz s . . N S. . .
benius seui-lindaire de la cohomologiec rigide de X _ . Mais les applications

se spécialise en le Fro-

o]
3 3
o) o ] —_— t s B -—>H
oo G FS Hv > Hv e évF : Ft Hv o
v t
sont horizontales, par définition. Il en découle que si & est le prolongement hori-
¥* a- b
§ z - - < ) o . o - = =

zontal d'un elemeit ;S de Hv 9 Osp—l(g)G(s) vérifiant s [Qv FSJ SS P 5g s
clors éa € = p € identiquenent.

v
s



AR

Comwe les deux nenbres sont horizontaux, cette identité est encore vraie si on
L o Laq . b
change PS en Pt s ainsi t [Qv Ft] ;t =p & -

Cela montre qu'on peut définir une section horizontale unique (z) ae

A2
Py, 3
| ¢

v

1
ROF (% 1), ©
v O'z'v/sv C%v Sp-l(o)

qui se spécialise en Rz g pour A= is .
?

s . v . .
Ainsi, le vecteur formé des fonctions P, d(z) s lorsque « est fixé, est solution
’

de ﬁf ¢ = C, et en tout point z de sp~1(0) & valeur dans K CZCv , les
v lons . . 2
P, 3 z) sont des périodes v-adiques pour la fibre XZ , 8u sens ci-dessus.

, :

On notera l'analogie avec le cas ou v est une place complexe : les F-cristaux
convergents jouent le réle de systimes locaux, Cv reuplagant C . C'est pourquoi

dans la suite on notera Hs(Xg) les espaces notés précédemment Hm(X: g v-g ,'Q) .
9

4.3, Lien avec les périodes globales.

Conue en 3.2 les RZ ﬁ(z))p , qui sont des solutions locales de £, ® C_, défi-
H

nissent des solutions locales Pz.j (=) de £ © Cv , et on a la rclation
b4

v _v2g6 v v
P 5(2) = 25 Pi’k(o) Y 5(2) .

5. Comnlent les cycles de Hodge forcent des relations entre Eériodes.

5.l. Relations entre périodes complexes.

L'origine de cette construction remonte & la conjecture de A GROTHENDIECK nen-
tionnée plus haut. Pour sinplifier (et éviter ainsi la théorie des cveles de llodge

absolus), on fera 1'hypothdse ().

Alors un cycle de Hodge est une combinaison lindaire & coefficients dans g&Zin)
de classes de cohouologie de certaines sous-variétés, intersections nultiples de di-
viseurs de puissances de A .

On écrit la classe de cohonologie de De Rham de ces sous-variétéds V dans

Hi;f(AZ/Q) , puis leur classe de cohomologie singulidre dans

H2i(A$ , Q) o (2~ 1 ﬂ)i Q (avec i = codim V) ,

et on compare au moyen des puissances tensorielles ou alternées de 1'isoworphisune

d'intégration décrit en 4.1.

On obtient ainsi des relations de degré 2i 3 coefficients dans EXTO entre les
QZ 3 De plus, la variété décrite par ces relations est un Q(7)-espace principal
9
honogéne sous G(Av) (cf. [l], 1 et 2). Ces relations n'interviennent pas dans le

cas (ii) du théorcne.

5.2. Relations entre périodes p-adiques.

Ce paragraphe est le noyau de la démonstration du théoréme. On reprend les hypo-



Tt

theses du ¢ 2 et de 4.2, avec (%), relativenent a la varidté abdlienne A = XS .
Quitte & agrandir K on peut supposer que les diviseurs ne tionnés en 5.1 sont dé-
finis sur R (on peut prendre en effet un nonbre fini de tels diviseurs d'aprés
NﬁhON—oWVERI) Soit € la classe de cohomologie de De Rham d'un tel diviseur, ou

d'une de leurs intersections nmultiples ; & est dans un espace dif(A /B)

I1 est connu (cf. [5]) que 1'inmage ov(g) de € sous l'isonorphisme
21 , o - ~ 2i,.n
Hdlf(A /B) op K —=-> H (AV)
eat "reotour proprel de @v avec la valeur propre pl : Qv(cv(g)) = pi ov(g)

D'apreés 4.2, ceci dquivaut a dire que (xgk) , ov(§)> =0 si A#i et
i : A
(%Xl) s O (5)) € Q A étant la pente associde & Y, = Xg )

BN

A
D‘apres 4.2 encore, on psut ch0131r pour (Y( )) une base adaptée a celle de

H (A ) 2 K CV ; les relations \‘X ’ Gv($)> =0 pour A # 0 fournissent, de

manidre tout & fait analogue & (5.1), des relations de la forme

Ve V N . 2i /1 n
Q_g(pa’ﬁ) =0 ol, si & eHdif(A /B)

Q'V'

~

degré 2i .

A 2 . ., . s . - s
est un polyndne en 4g~ indéteruinées, & coefficients dans B C K , homogéne de

De maniére plus précise, le systéme de relations (Qg =0) a les propridtés sui-

vantes
chaque monfne M de Qg gtécrit M = bM]Tzil Z ,ﬁ avec qﬂ € K et
z;%s KJ # i , en notant Aj = A(u ) 1la pente aSSOC‘ee 4 la période v-adique
LB s leseul cas ou ce systéne de relations est vide si i # ng (1. e. si & n'est
pag 1& classe de cohomologie d'une variété de dimension nulle) est celui d'une place
Vv supersingulidre (cas ol on a §§il Aj =1i pour tout 2i-uplet de pentes).

La reuwarque fondauentale pour la suite est que, pour ¢ fixé, le svstéme de rela-—

R v . ” . 1
tions (Q§ =0) ne dépend que du polygbdne de Newton du cristal Hv(Ag) lorsque
VYN , vyw .

4 fortiori, en convenant de choisir un systéne vide pour VIN , i1 n'y 2 qu'un

nonbre fini de systémes de relations (QE =0) lorsque v décrit Vg o En les nmul-
tipliant, on peut obtenir un systéme de relations (Rg = 0) satisfaites par toute
place finie non supersinguliére et ne divisant pas N , les différents RZ corres—
pondant & différents choix de (2i)-uplets (v LR 21) , parcourant

1, 0. , 28 , tels que Z g A(a ) #1i . I1 est clair qu'horuis le cas supersingu~

lier, c'est le polygbne ordlnalre qui fournira en général le noins de relations Q

€
A 1'ajide de ces constructions, on montre les lemmes suivants.
LEMME 1. - On suppose que A= est une variété abélienne de type "multiplications

Q

complexes! (ne vérifiant pas nécessairenent (*)). Alors on peut choisir un systéne de




.
1L

v —
périodes p-adigues D, , dans Q , pour tout v € VO ’ VYN , V ordinaire. (Voir
» s e e et

[1], 6.3.2, pour le cas des puissances d'une courbe elliptique.
’ e q

LENME 2, - §9ient X —£~> 8 un schéma abélien comme en 3.2, G(f) son groupe de

Hodge générique, et v une place finie /¥ et ordinaire. Soit X, une fibre véri-

fiant (*) telle que dim G(X ) < dim G(f) . Alors

v v
deg try 7, S(X,) <deg try () (B, 3(2))

Esquisse de la preuve. — Coume cet énoncé ne dépend, d'aprés ce qui préceéde, que

A l > e Y 7’ V4 .
du polygbne de Newton de Hv(Xﬁ) , on se raméne & supposer que le degré résiduel de

v est 1, et v non ramifié.

I1 s'agit de montrer, par l'absurde, que si deg try Hx IJ(X ) = deg trﬁS)(paﬁ(z))
alors toute classe de cohomologicec de De Rhan gs d'un d1V1seur sur une puissance de
XS , se prolonge horizontaleuent en une classe de cohomologie & d'une combinaison
de diviseurs sur unc puissance de X , toute entiére (en vertu du théoreéme de Lef-
schetz). Or 1'dégalité des degrés de transcendance nontrerait qu'on peut supposer,
quitte é.remplacer S par un revétement étale fini surjectif, que les relations

V (pv ( s)) = s'étendent en des relations "fonctionnelles" QY(RZ Fj(z)) =0 a
coefflclents dane K(3) . On pourrait ainsi construire une section glébale § de
(X /S/ prolongeant gs telle que les périodes de § satisfassent aux relations
Q \p 5( z)) =0 , ce qu'on écrit formellenent Qg(p ) =0, avec K(al) + K(QZ) # 1.
En tout point t de SV(RV) relevant o© on aurait 1e systeme de relations

Q ( (+))

montror que ceci entraing 1'horizontalité de

et Hoooe= Hdif<X /B) g Zp[[t]]

’

Q

R \4 fens v \4 s s
U QE désigne le molyndmne Qg = Q spécialisé en t ; on va

ZI[t]] étant identifié (non canoniquenent) & 1'algdbre du spectre fornmel conplété

de §v le long du point o (cette identification est loisible, puisque Sv est

1isse ot v est non ra.ifié de degré 1 ).
I1 existe un relevement unlque @ de 1l'endomorphisnme de Frohenius absolu de
= Spec :p tel que @ (t) = ; 4 ce reldveument correspond un norphisme horizon-

te b Ho-=>H o
al é _ ) v,s 7,8
Par hypothése, on a un systeme de relations (Q (p F3) =0 3 K(u ) + k(a ) #1),
ce qui revient a dire que ' [w (5 Q l)] p(s & 1) On utilise alors une astuce de

. oom _Pl 2 a
A, 0GU3 [5] : comue (dt) pt at , w envoie (i fZ [[+]] ans

(t) Q% £7 [[tq1 et un calcul sinple montre que si
J
V“"l)“(t)%fz[[tjjgﬁ s ?

alors

Ty

- 3+ ) s 3 1 3
pvee1l=(o @s ¢ )[Wgw1)]e (t(3+1) C'Spfz,p[[t]] SH



Ainsi V(§ @ 1) est nul, donc & est localeuwent horizontal ; eomme clest une asec~

tien globale, § est horizontal.
Pour conclure & 1'algébricité, on utilise alors ([57], 2.12).

Adnsi, on en fait prouvé le résultat plus précis suivant : tout cycle de Hodge
exceptionnel sur une fibre Xt (i. e. ne provenant pas d'un cvcle de Hodge absolu .
sur une fibre "générique" de f ) fournit, pour chaque place v comne dans le
leune, au noins une relation Qg =0 en les EZ ﬁ(xt) & coefficients dans K , in-
dépendante des relations obtenues par spécialisaéion en t des relations algébriques
& coefficients dans K(S) entre périodes "fonctionnelles! R: B(z) ; de plus, il

existe un nombre fini de polyndmes Q. tels que la relation Qg =0 soit 1l'une des

g

relations Qg = 0 d'aprés la reuarque fondanentale ci-dessus).

5.3. Relations entre périodes globales.

Dans le can des périodes complexes, clest la uinoration, déduite de 5.1.

‘R o
deg tr— Ry,g(xt) £ dim G(Xt,v) + 1,

~

qui reuplace le lemne précédent.

. v
Les relations Q. entre p

g o,

raison d'étre égales, comme on peut déja le voir en dimension 1 .

pour des places conplexes distinctes n'ont aucune

Pour obtenir une relation satisfaite par RZ 3 pour tout v conplexe, on les nmul--
?
tiplie entre elles, ce qui donne des relations Sg de degré a priori 2[K(t) : Q]

(dépendant donc du "degré" de t ).

Que Vv soit conplexe ou finie, le principe pour ohtenir des relations entre les
Y..(z) consiste & éliminer P..(z) et P,.(0) entre les relations R,(P..(z)) ou
13 1J iJ 5 1]

Rg Sg(Pij(z)) (dans 12 cas (i) du théordme), les relations semblables pour z =0

c ions = Y Y .(z) .
et les rclations Pij(z) Zk Pik(O, kJ(Z'

Dans les cas (i) et (ii) c'est possible sous les hypothdses indiquées, coupte tenu
de ce que Xs St ouac variéte abélienne a uultiplications conplexes, donec

dim G(Xﬁ) < din Xs , et en vertu du lemme 1.

/

Pour les détails du cas (i), voir [17, 5.3.4.

6. Conclusion de la preuve du théorsue.

On applique 1'énoncé de Bombieri, rappelé en 3.1, & l'opérateur puissance syuétri~
que k-icme de 11, £ G ean Gy, ff ¢ a/dz (2gd copies de UM f%) dont les mond-
nes de degré <k en les Y,j<z) sont des solutions au voisinage de O .

[

Dans le cas (i), on prend pour M 1'ensenmble des places de K' = K(t) (que 1l'on
prend corule nouveau corps de base K , ce qui est loisible, puisque les constantes

de 1'énoncé de Borbieri sont indépendantes de ce corps), qui satisfont :

) 1
}\v(t) P log+ W) H
v ij



- . . 0
dans le cas (ii), on prend 1l'intersection de cet ensemble avec VK .

D'aprés 5.3., on a en chaque point t , pour lequel X, vérifie 1'une des hypo=-
théses du théordue, une relation algébrique entre les Yi.(ﬁ(t)) de degré
o[k(t) : Q1) [resp. &1)] dans le cas (i) (resp. (ii)). De plus, ces quantités

sont effectivement calculables.

On conclut en faisant tendre k vers 1l'infini avec n(t) de nanidre & ce que
le nonbre de mondmes de degré Lk en les Yij lindaireuent indépendants sur
§(z) soit de 1'ordre de (h(t)/log h(t))l/2 (selon la méthode exposée dans [ 4],

théordue 7).
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