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LOGARITHME p~ADIQUE ET CORPS DE CLASSES

&
par Georges GRAS ( )

Introduction.

Dans cet exposé, nous présentons un logarithme p-adique qui prolonge, en un cer-
tain sens, le logarithme usuel (et méme le logarithme d'Iwasawa) ; bien sfir, le mot

prolongenient n'est pas & prendre au sens analvtique mais au sens suivant .

Prenons un corps de nombres k et posons S = {idéaux premiers P de k divi-

sant p} ; considérons

c =ﬂpes kp (produit des complétés de k en 3 €S ),

U = ﬂces U. (produit des groupes d'unités locales principales corrcspondant),
; ¥

log ¢+ U ~—> C (logarithme p—adidue usuel (logu)Pes ),

Log ¢ U ——> B = C/Q? log E (o Qp log E est le Q -sous—espace de C engendré
par log E, oi E est le groupe des unités (globales) de k ).

Alors il existe un pro-p-groupe G et une application (notée encore Log ) con-

duisant au diagraume exact suivant de 7 -modules ;

o~

1 mmm=> U/E > G > (1 > 1

i Log l log

0 ———> log U —m=———=> Log G

En fait le groupe G est un groupe de Galois issu de la théorie du corps de
clagses, T et T!' sont finis et Cl est le p-groupe des classes de k ; ini-
tialement le logarithme Log fut introduit pour décrire le groupe G (et non 1'in-

verse ).

Donnons un exemple nuuérique dans le seul cas (autre que k = Q ) ou log E =0

(i. e Log = log sur U ), & savoir le cas des corps quadratiques imaginaires.

Pour k = g&«ﬁ— 439) et p =73 (ce qui implique C = QB(AZ- 1)), on obtient le

schéma suivant :

(") Georzes GRAS, CNRS, Equipe de Mathéuatiques U. A. 741, et Université de
Franche-Comté, 25030 BESANCON CEDEX.
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L > T > G > Zf3Z —===> 0
l log exp}l log "

O ~==- 3 Z3 ® 351 Zy ———-——> 3 Z i} J= 1 Zy s > 2/37 ——==> 0
0 0

Autresent dit, pour cette situation, il existe une exponcntielle 3-adique définie
sur un dou.zine qui contient des éléments de valeur absolue 1 , donc est strictoment

plus grand que le domaine usuel, qui serait ici

3%3 €3/~ 12, {xeg |XI<3-1/3};

3 3 ?
en contrepartie son inage n'est pas dans U , mais il y a canonicité.
Nous allong uaintenant définir G .

Pour certaines déuonstrations, et pour les applications utilisant la fonction

Log , on trouvera les détails, principaleuent dans nos articles [13, [2], [3].

1. Description de groupes de Galois.

A
Soit k 1la pro-p-extension abélienne maxinale de k , p-ramifiée (i. e. non ra-

nifide en dchors de S = {plp dans k} ). Elle conduit au schéna galoisien suivant
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ou k est le composé des gp-ﬂxtensions de k

Ek ast le p-corps de classes de Hilbert,

ﬁl‘i:E ﬂHk.
Le groupe G = Gal(ﬁ/k) est un Z -module de type fini dont le p-sous-groupe de

torsion est le groupe fini T = Gal(k/kK) .

Le groupe & = Gal(E/k) >~ G/T est isomorphe a g; , Yy =1 dépendant de la con-
jecture de Leopoldt ; mais on voudrait avoir un isomorphisme canonique entre G et wm

Zp—module libre défini expliciteuent "dans k ", comme c'est le cas pour G' , qui

est canoniquerent isouorphe a U/E , tandis qué G est décrit de la fagon suivante,
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via le symbole d!Artin.

N

Soit I 1le groupe des idéaux de k étrangers & p , soit P, n €N 1le sous-

1 modulo pH (on pose Po =P,

clest le sous—groupe des idéaux principaux étrangers 3 p , et I/P = Cl est le

]

groupe des idéaux principaux (u) de k, ou u

p-groupe des classes).
L'application d'Artin

¢t I > G
. 4
(('T{l'{'))F,Ecﬁ:,[F:k]@

induit 1'isomorphisue lin I/Pn ~G ,
nelN

L'inage «(I) est dense dans G .

On va voir alors que & est une image logarithmique de G .

On a déja defini dans l'introduction les objets suivants :
C,U, log:U—>C, Log:U-éB:C/QplogE.

A ce stade, on prolonge Log & I de la fagon suivante :

si o-=(a) eP, on pose Log a = L

Y Log a €B 3

on constatc alors que Log est nul sur Ker « (car Ker @ =N ), ce qui

neN Pn
induit une application continue de a(I) dans B qui se prolonge donc & G par
continuité ; on appelle encore Log 1'application qui en résulte ; comme G est

conpact, on a :
Log G = Log I (adhérence de Log I dans B ).

I1 n'est pas difficile alors de wontrer que le noyau de Log dans G est T,

ce qui induit 1'isomorphisme canonique que nous avions en vue

R S oy

On en déduit alors facilement une description canonique des différents groupes de
Galois figurant dans le schéua galoisien donné plus haut (et dont certains n'étaient
pas "calculables!" jusqu'ad présent, comme T = Gal(ﬁ/E) et C1 = Gal(ﬁk/k) princi-

palement).

COROLLAIRE 1. — On a C1 =~ Log I/Log U .

COROLLAIRE 2. — On a |T| = (|c1|/(Tog I : Log U)) |T'| (ou |T!| = |tor(U/E)]
se calcule explicitement, et donne un terne essentiellement de la forme : Régula-

teur p-adique/Discriminant).

2. Exenple numérique.

I1 est clair que des que les classes d'idéaux et les unités de k sont connues, on
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peut calculer numériquement les invariants ci-dessus (notamuent Log I ).

Prenons k = QW= 439) , p=3.0na E={ 1} et C1~2/3Z .

-~

Ona I= (113) P, on i13 est un idéal premier au dessus de 13 ; on obtient

alors :
1?3 = (21 + 2/57%9) ,
d'ou
Log I = (Log 113) + Log U = (Log i13) +fBZ§f3 3./- 439 23 .
On a

Log i13 = -31- Log(21 + 2/~ 439) =-é—Log(21 + 2/~ 739)°

= é-Log(- 1 - 1314 + 84/~ 439) =,/~739 wmodulo(3) = Log U ,
d'od Log I = 32, & /=439 Zy
Dans ce cas on obhtient :
01 ~ Tog 1/Log U = 7/32
(ce qui signifie que l'on a Hk Ck: le 3—corps de classes de Hilbert est contenu

dans le couposé des Z -extensions de k ),

3

Cl
W'=ﬁﬁfPémzm|T|=§=l (car Tt = 1)

(on obtient le schéma donné dans 1'Introduction).

3. Autres applicationg.

L'existence de 1'application Log a pernis de résoudre les problémes suivants.

o N
(i) Structure galoisienme de B : Si H est un groupe d'automorphismes de k ,

on peut exnliciter la gp[H]-structure de G ;

»

(ii) On peut expliciter la loi de décomposition des idéaux premiers dans k/k 3

(iii) Plongenient kunmérien dans k : Si le groupe pp des racines p-iémes de
l'unité esgt: contenu dans k , et si les classes d'idéaux et les unités de k sont

connues, alors on peut trouver effectivement le sous-groupe maxinal R de ¥° tal

que k(&@ Ck (i. e« le radical de l'extension de %k maximale d'exposant p con-
k)

tenue dans

(iv) Propriétés de K2 k : 3i k satisfait & la conjecture de Leopoldt en p ,
si k contient le sous—ocorps réel maximal de ‘Q(:) , alors on peut caractériser
&
les p-extensions galoisiennes de k dont la p-partie du noyau nodéré (noyau dans

K, k du synbole nodéré) est triviale.

Les points (iii) et (iv) étant plus techniques, nous renvoyons le lecteur aux

deux articles {43, [5]), oh ces sujets sont traités en détail. Disons quelques mots
des deux premiers.
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(a) Structure galoisiemne de Go - Limitons nous & 1l'exenple simple suivant (mais

non trivial) des corps quadratiques imaginaires et p = 2 . Soit

H={1, s} =cal(k/q) .

On sait que k est le couposé de deux Ze-extensions canoniques :

k la §2—extension cyclotomique ds k ,

o !
k!, la gg—extension de k prodiédrale sur Q .

On démontre facilement que k_est fixe par

~%

¢ ={ge G, (i+s8)g=1},

il

que k! est fixe par
~H -
G ={geG, (1-8)g=1}.

I1 est alors facile de voir que la QQEH]-structure de G est entidrement carac-

tériséde par le nombre suivant noté 2%
2% =[x n;k;) : k] .
Plus précisément, on a le résultat suivant.
Si =0 (ko° et k! sont lindairement disjointes sur k ) alors
G=(1+s)gfa]@(1-9) 2z [H] ;
Si x=1 (non disjbnction de k_ et k! ), alors
G ~z,(H] .

Le calcul de ¥ est alors standard en utilisant Log , on a ¢

/ . H *
Gal(k_ nk!/k) =Tog I/Tog I + Log I

== (1 + s) Log I/2 Log IH

> Log Nk[g(I)/2 Log TH

~2 2 /Teg 1" .
Exemple. - Si k = QKVCfgé) , ona Cl=>2/4Z ; on trouve
Tog I = 2@2®J:—8-2 2,

arton LogI' = 2%,,d%h x=0.
Si k =Q(/~34) , on a aussi Cl >~2/47 , mais en trouve :
Log I =4 2,0 (2+.,3%) 2, ,
ce qui donne »

Tog I =42

Gal(ﬁk/k) =~Tog I/Log U et

Gal(k°° n k;/k) ne sont pas indépendants ; ceci peut se faire en 4tudiant la suite

On peut montrer que les H-modules Ei



E=U6
exacte de cohomologie déduite de la suite exacte de H-modules :
0 —> Gal(fc/ﬁk) —> G —- 01l —>0 ..

On obtient alors le résultat suivant, toujours pour les corps quadratiques imagi-

naires et p=2.

PROPOSITION. - Sauf dans les cas ob C = Q,(/=3) , Q,(/~14) , on a 1'équiva-

lence suivante

Les ZQ—extensions fondamentales k_ et k! de k sont non lindairement dis-

jointes sur -k (1. e. X =1 ) si et seulement si le 2-corps de classes de Hilbert

B de k et k sont lindairement disjoints sur k (i. e. Log'I = Log U ).

38 €= QQQ/— 3) ,ona x=0 (et ﬁk =k ou non) ;
51 ¢ =g~ 14) , on a ﬁk Ak (et x=0 ou 1 ).

Pour d'autres détails sur cette question, se reporter a [2].

(b) Lois de décomposition dans E/k « — Soit 4 wun idéal premier de k ; on entend

par loi de décomposition de ¢ dans £/kx 1la connaissance du groupe de décomposi-
tion éq et celle du groupe d'inertie CC (et éventuellement des groupes de ramifi-

~

. N 1 . : . . .
cation supérieure Gq , 1 >1).0n sait aussi que tout ceci est équivalent & la

connaissance du symbole de reste normique de Hasse :

(ﬁ_;_EZE) s XX —, @

q q '’

puisque l'image de x* par ce syumbole est dense dans 5__ , tandis que 1l'image du

4 ~6
sous-groupe de k* formé des éléments étrangers & p est dense dans Gi . Autre-

ment dit, si l'on identifie G & Log I , on est ramené a calculer

a, k/k %

Log(——JTF———) , ack .

Le résultat est le suivant.

3i g =1¢ S (cas modéré), on a

Log(f—ﬁ—%) = - irl(a) Log 1 ,

ol vy est la valuation I-adique ;

3i q=p €8 (cas sauvage), on a
Log(é—isgég) = (log_ a, 0, eee, 0) - vp(a) Log » ,
"4

ou log désigne maintenant le logarithme d'Iwasawa et Log 1l'extension corres—
'J

pondante obtenue comme au § 1.

On en déduit respectivement :
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G =((log. M, 0, eee , 0) =Log ;) Z + log U_x {0} x eee x {0} modulo Q IogE
v (( gﬂ o ’ ’ ’ ) g f) L gﬂ 2 { } x X { } gp y

ou ﬁ) est une uniformisante dans k|J .

On voit sur cette expression l'aspect local-global, log; ﬂ) étant 1l'aspect local,
tandis que Log p n'est pas local (1e résultat est 1id a 1'ordre de la classe de
y dans C1 ).

Le cas des groupes d'inertie est tr3s simple 3 on a @
A0 o~ ) .
G = G; = (log U”) x {0} x vee x {0} modulo Q? log E .
v I voov

b

Bxemple. ~ Considérons k = QL/- 15) et p=2.0na S={s, 9} car 2 est

décomposé. On a Cl r*‘;’é_/2 Z , et le calcul de Tog I conduit a

G=(2,22,8(,0)2z,.

Calculons & ;s on a 'h‘.J =2 (done logp ﬁp =0 ) et, 2 n'étant pas principal,
¥ 7
on calcule son carré :

2= (LD,

dtou Log p = 1/2 Log(l—ilgz:zi) = (2, 2) modulo (4 , 4) 3 ce qui donne immédia-

tement :

G, =(2,2)z,0(4,0)2, (=6 ici).
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