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SUR UNE GéNERALISATION DE LA CONJECTURE DE LEOPOLDT

3t
par Michel EMSALEM ()

Soit k un corps de nombres de degré g galoisien sur le corps des rationnels
Q , de groupe de Galois G = Gal(k/Q) et soit p wun nombre premier. On suppose k
plongé dans Cp , le complété de la cl8ture algébrique de Q , muni de la valeur ab-
solue p-adique I , Ip . A chaque élénent o de G est associé ainsi le complété
Ka de k en une place au-dessus de p . Le probléme du rang p-adique du groupe
des unités E de k se réduit facilewent & 1'étude du rang p-adique dans l'espace
Y = noeG K_ de l'adhérence de l'image de E par 1l'ap)lication diagonale (1), (2).
L'étude de cette adhérence comme sous~module galoisien de Y conduit & des minora-

tions de ce rang p-adique.

On peut plus généralement considérer & la place de E wun sous-module galoisien
M de type fini de KX et aprds avoir défini son rang p-adique, énoncer une for-
mule conjecturale (3). Soit rép)
sentation M ®, Q et a(M) son degré. Si Xreg est le caractére de la représen-

ce rang p—-adique, Xy 1o caractére de la repré-

tation régulidre de G et si X = Zi m, % et Xreg = Ei r, A sont les décompo-

gitions de X et de Xreg en caractéres irréductibles sur Q , on note

M A Xreg = Zi min(mi ! I‘i) X

GO 15 gegré de ce caractdre. On note enfin (1) = 6(XM) = maxi(mi deg Xi)

et r
et 6G = 6(xreg) .

THEOREME. - Si M est un sous-ZIGI-module de type fini de 'a , ne contenant pas

de puissance de p et qui posséde un sous-ZIGI-module N tel que Xy > 6(N) Xy 0

\p) _ conj
alors 1,~" = Ty .

Définition. — Un ZIGI-module de type fini N de caractére % sera dit saturé

i =2. n, % et si pour tout i n. =0 u n, > r,
SL XN Zl i N p . | ° i7 71"

COROLLAIRE 1. - Sous les hypothéses du théoréme, si M et N sont composés des

mémes caractéres irréductibles et si N est saturé, alors r&p) = r@ong

Soit S wun ensemble de places de Q contenant la place de 1'infini et ne conte-
nant pas p . Un corollaire intéressant du théoréme concerne le cas du groupe des

S-unités
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ES = {xe K* 3 pour toute place v de k n'appartenant pas & S , !x*v =1},

COROLLAIRE 2, - Soit (Dl)les la famille des classes de conjugaison des groupes

de décompositions des places de Q contenues dans S .

Si AEs > 1nf(b(xES) ’ O(Xreg)) XEs A xreg , le rang p-adique de LS est égal
& son rang conjectural et le caractdre de 1'image de ES dang Y est

G .
(@i J:ndDl 1D1) A Xrog * (2).

La démonstration du théordme repose sur l'analyse de M comme module galobsien
et sur un théorémne de Waldschnidt permettant de winorer le rang de matrices & coef-

ficients logarithmes de nombres algébriques (4).
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