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Groupe d'étude d'Analyse ultramétrique 25-01
(Y. AMICE, G. CHRISTOL, R. ROBBA)
lle année, 1983/84, n° 25, 4 p. 4 juin 1984

A PROPOS DE G. A. G. R.

par Pierre JARRAUD ()

Les théoremes de compariason entre géométrie algébrique et géométrie analytique
établis par SERRE [ 6] dans le cas d'une variété projective complexe et généralisés
par GROTHENDIECK [ 5] au cas d'un schéma propre sur C et au cas relatif, restent
valables, mutatis mutandis, dans le cas analytique rigide (KOPF [4]) les technigques
du cas complexe se transposant au cas mltramétrique. Cet exposé est un bhref résumé,
sans démonstration, des principaux résultats de [4] ol 1l'on pourra trouver tous les
détails.

1. Hypothéses.
Soit k wun corps valué complet ultramétrique (non nécessairement algébrique clos

et de caractéristique quelconque).

Soit A une k-algébre affinoide.

2. Définitions.

(a) Un espace annelé (en anneaux locaux) est un triplet (X , &y OX) ol

- I est un esgnce topologique,
- &, est une topologie de Grothendieck sur, X ,

- OX est un faisceau d'anneaux dont les fibres OX % sont des anneaux locaux.
b4

(v) Un morphisme F : (x , GX , OX) -—> (Y , GY y OY) d'espaces annelés est la
donnée d'un couple (f , £ ) ou f : X —>7Y est une application continue telle

que 1l'image rdéciproque d'un ouvert ( resp. d'un recouvrement ouvert) admissible en
!

est un et ou £ : OY —> f QX est un morphisme de faisceaux (aveo
#
f : 0O - 0O .
te)* Y, f(zx) T X,x )
(c) Un espace anneld (X , ?X , QX) est un
schéma (algébrique) qur 4 espace analytique (rigide) sur 4

s'il existe un recouvrenent admisaible {Xi}ieI tel que pour tout i€ I 1le tri-

plet (xi , est

E&Ixi ’ Q%lxi)

le schéma affine associé & une A__algé-} l'espace analytique affinoide associé a

bre Ai (ie e. 3 Xi = Spec Ai , avec la| une A-algebre affinoide Ai (i. e.

3 ‘
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topologie de Zariski et G&lxi le fais- ki = Sp Ai ’ lexi sous ensembles admis-

ceau structural) gibles : Les rationnels, recouvrements ad-
X est localerent de type fini (en nissibles : les finis et QK!X : le fais-
1

abrégé : loc. t. f.) si pour tout i o by | cean structural).

est une A -algdbre de type fini.

() Un faisceau & de qanodules sur un espace annelé X est dit cohérent si
S est de type fini et si pour tout ouvert U aduissible, tout entier n >0 et
tout homormorphisme u G§ ——> %, le noyau de u est de type fini (pour des tra-

U
ductions concrétes voir [2] p. 111 et [1] p. 108).

3. Existence de et premieres propriétés.
PROPOSITION. ([4] ¢ 1 et 9 2). — Pour tout schéma X loc. t. f. sur A il existe

. an . ~an .
un espace analytique sur A4, X et un morphisme a : X -—> X solutions du

probléme universel : "pour tout Z espace analytique (rigide) sur A et tout mor-

phisme f : Z ~-> X il existe un unique morphisme g : Z ——> Xan tel que

f=av°g", De plus la construction est fonctarielle ; gion a un morphisme f:X—=>7 ,

il existe fan : Xan —_— Yan tel que a ° f = fan ° a .

Remarques.,

La construction se faisant localewent, on étudie d'abord X = Spec A; , on passe a

Max Spec Ai qu'on recouvre par une union croissante d'affinoides (ef. [1] p. 102).

Le cas ou X est une variété projective est trés simple (surtout si on suppose

A = k algébriqueuent clos).

Soit X &= g? une variété projective ) G {xe EP 3 fi(x) =0 i=1, «o.,s}
définie par s polynbémes homogénes an n
X =U, X
fl 9 000 fS de k [Z g eoe o Zn] l:O 1
=% 0% k(Z, /z y2/2)
' —_
K[ 2,/%, 2%, /% ] =P Tz /z N AVE N
ou X = Spec = "0 n' 1% j=l,s
T,z O7zl, o7 /zi))j=1,,,,’sy
1
< z2./%Z
alors % NX, = K omy = p k(B /2y 2, /250 (2,/27) 7
(f( /z ,-,zn/zl),z= S>
' v \-1‘ 9 ?
k[2y/2 2 z /2 (zj/zi. ]
Max Speec «~
T o777 W p—

Dans les deux cas 1l'isomorphisme de recollement pij Xi n Xj'-—> Xj n Xi est don-

né par

b1 370 - <—->'1
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Remarque fondauentale. — Si x € X est un point formé de X , par passage aux

fibres a induit un morphisme d'anneautlocaux %{ - Oan qui induit un iso-
’

X ,x
norphisme des complétés (1e long des idéaux naxinaux) . !

PROPOSIZICN. - 3i § est un faisceau cohérent sur X on p_éut lui associer un

. an an .
faisceau % sur X qui est cohérent.

(Ou bien on suit [4] ¢ 3 ou bien on pose F° = a % au sens de EGA O (4.3.1)
ou de¢ [2] p. 110 et EGA O (5.3.11) montre que 5% gt cohérent si § 1'ests.)

4. Propretd.
Un morphisme f X —- Y de schéuas est } Un norphisme d'espaces analytiques rigides
propre s'il est séparé, de type fini et est propre s'il 1'est au sens de Kiehl [3]

universellenent fermé. § 2.

Remarque. — Un norphisme propre au sens analytique n'est pas forcément propre au

sens topologique (contrairerient au cas complexe).

PROPOSTTION, - Si f X —=> Y est propre, alors 20 x5 v® est propre.

5. Les théordmes de conparaison.

Soit X wun schéms propre sur A (algdbre affinoide sur k ).

(a) Pour tout faisceau (algébrique) cohérent & sur X, 1'application induite

par a : HYX , §) -—> 74(x® , ) est un isomorphisme pour tout entier q 20 .

(b) Si § et 9 sont deux faisceaux cohérents sur X alors la fléche

£ > £ Hom@(ﬁ ,8) ——> Hom (52, €%) est un isomorphisme.
Xan
(¢) 34 & est un faisceau cohérent sur x* , 11 existe un (unique aisomorphiasre

prds) faisceau  cohérent sur X tel que F s,

Variante relative, — Soient X et Y deux schémas loc. t. f. sur A et

£ : X ==> Y un worphisme propre, alors pour tout eitier q 2 0 et tout OX-module

cohdrent § 1la fléche naturelle

(r? f, s)an --> R fan 5% ot un isomorphisne.

6. Les conséquences.

Elles sont les mémes que dans le cas complexe.

(2) (Théoréme de Chow) : tout sous ensemble analytique (rigide) de 1l'espace projec

tif est algébrique.

(b) 3i X est un schéua propre sur A on a des équivalences de catégories :
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{fibrés vectorizls (algébriques) sur X } —> {fibrés vectoriels analytiques sur X?nj

‘faisceaux localement libres Y > {faisceaux localeuent libres
J PO =2 . Lan
i (algébriques) sur X { L (analythues) sur X

LY

Y . , A o an
{modules & connexion sur X } -—> {modules & connexion sur X } .
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