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PROLONGEMENT D’UNE SÉRIE ENTIÈRE

DONT LE DISQUE DE CONVERGENCE EST FERMÉ

Marie-Claude SARMANT-DURIX

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
lle année, 1983/84, n° 22, 15 p. 14 mai 1984

1. Intro duct ion.

Soit (K, y ) .) ) un corps valué ultramétrique complet, algébriquement clos. Nous

nous proposons de chercher un prolongement analytique à une série de Taylor

f E K[[X]] convergente dans un disque circonférencié D(0 , R) (problème évoque
notamment par P. dans ~R~ ch. 15).

Rappelons que pour tout ensemble D de K on note H(D) l’ensemble des éléments

analytiques sur D , c ’est-à-dire le complété pour la convergence uniforme sur D

de l’ensemble des fractions rationnelles sans pôle dans D .

Nous allons construire un ensemble D admettant un T-filtre décroissant dont la

plage est le disque de convergence de f, ainsi qu’un élément f E H(D) qui se con-

fond avec f dans son disque de convergence. Nous utiliserons notamment une matri-

ce infinie de Vandermonde et montrerons son inversibilité grâce au T-filtre consi-

déré.

Notations.

( ") Marie-Claude SARMANT-DURIX, 16 boulevard Jourdan, 75014 PARIS .
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si  = )x) y avec x dans le disque de convergence de f .

Enfin, on notera la limite supérieure d’une suite de réels

~ li~ ~ u sa limite inférieure.

Nous allons donc démontrer le théorème suivant.

THEOREME. 
’

1. - Soit f une série de Taylor à coefficients dans K de disque de conver-
gence D(0 , R) . une de R~) . La ~

prolonge en une fonction analytique ? sur K B Ë , dont la restriction f ~
p (B) est un élément analytique.

2. - En outre, Ap((B) admet un T-filtre croissant S de centre 0 , de

diamètre R ~ et pour tout Ti e H(A (B)) strictement annulé par S ~ f + h est

un autre prolongement de " f en un élément de H( A ( (E) ) . 

2. Utilité des matrices infinies.

Nous pouvons facilement nous ramener au cas R = 1 . D’autre part, nous savons

ES 2], que si f est une fonction analytique sur K B S dont la restriction f

à A (S) est un élément analytique, alors, quelle que soit la T-suite S de

D(~ , R ) , il existe une fonction analytique g sur K B C ~ dont la restriction

g à A (c) est un élément analytique, et telle que
P P

Il suffit donc de démontrer l’existence de f pour une commode (et
le 2 du théorème est évident).

Nous partons donc de f 6 K[[xJ1 , telle que

Nous cherchons f sous la forme donnée par le théorème de Mittag-Loffler

où B = (bi)i~N* est une T-suite de 1+) qu’on choisit idempotente et tell-e

que
..
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pour plus de 
, 

commodité, et où (ë.) * est un suite de K , tendant vers 0 quand

i devient infini. 
-

Nous voudrions que

ce qui est équivalent à

Nous voyons donc s’introduire naturellement des matrices 
infinies (J~ , soit, en

posant

le système d’égalités que nous cherchons à satisfaire est identique à l’équation

matricielle .

Pour résoudre ce système, c’est-à-dire pour obtenir E connaissant A et B ,

il suffit donc en principe d’inverser B, c’est-à-dire de trouver une matrice B1

telle que

ce qui entraîne

Nous allons donc, après avoir rappelé les propriétés utiles des matrices infinies,

chercher B’ telle que BB’ = B’ B w l pour B matrice de Vandermonde donnée,

puis montrer qu’il existe une matrice de Vandermonde 
B telle que

la matrice colonne E = B’ A- ayant son terme général c, qui tend vers 0 lorsque

i devient infini.
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3. Ra els sur les natrices infinies.

Définition 3.1. - Nous appellerons matrice infinie une famille A=((a J) ~ ~
j~N

d’éléments de K , que nous noterons

De même~ nous appellerons ligne infinie (resp, colonne infinie) une suite

(u) de K notée

(resp. une suite (v ) ~ de K notée
n 

~=N

On voit que le produit matriciel

existe si et seulement si

De même, le produit matriciel A V existe et est égal à la colonne infinie

si et seulement si

Le produit matriciel U À existe et est égal à la ligne infinie

si et seulement si
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((b. )) ;s ~ est une autre matrice infinie, le produit matriciel 
"~ i=N,j~N

existe et est égal à la matrice infinie

si et seulement si, pour tous i et k fixés, on a

Définition 3.2. -

(i) Nous dirons qu’une ligne infinie (resp. une colonne infinie) n~N* est
évanescente si lim u =0 . 

-

(ii) Nous dirons qu’une matrice infinie A = ((ai,j)i~E*, j~N* est évanescente

en ligne (resp. en colonne) si chacune de ses lignes infinies (resp. de ses colon-

nes infinies) est évanescente.

(iii) Nous dirons que A est globalement évanescente si

Le lemme 3*1 est immédiat en analyse ultramétrique

LEMME 3.1. - Soit A=((ai,j))i~N*,j~N* une matrice infinie globalement évanes-

cente. Alors la famille (a..) esT sommable suivant le filtre des complémentaires
201420142014 

201420142014201420142014201420142014201420142014 ~ 1, ~ 2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014~

des parties finies x N, ’

COROLLAIRE. - Si une matrice infinie A = «a..)) est évanescente, alors les sé-

ries ¿. 1 (Z" a..) et ÀÎÎ ~ (~._i a..) convergent et ont même somme.
201420142014 ~_~ j_l i , j j= i= .

Remarques.

1. - Le produit de matrices infinies n’est pas associatif ; nous aurons besoin

de ce lemme pour montrer ici que B(B’ A) = A .

2. - Nos notations utilisent l’indice 0 pour les éléments des colonnes, ce

qui ne change rien à la théorie.

4. Inverse d’une matrice infinie de Vandermonde.

LEMME 4.1. - Soit (03B2i) * une T-suite idempotente de valeur absolue stricte-

ment croissante de 1~) .

Soit B la matrice infinie correspondante
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Supposons qu’il existe une série cp(x) E dont les seuls Zéros soient les

Q.. Posons
1 ..,.~..

Alors la matrice infinie B’ s = ((03BBi,n ) ) 
,. ,n~N

* vérifie : BB’ = B’ B = 1 .

Démonstration

(a) B’ B = I .

L’élément courant d’indices (i , k) de B’ B , obtenu en multipliant la ligne

d’ordre i par la colonne d’ordre k , est égal à

(b) BB’ = I .

L’élément courant d’indices (i, k) de BB’ est égal à

C’est là le coefficient de xk dans le développement en série de

Or ($. ) étant une T-suite idempotente, on sait que [R]
1

Donc (x~(x)) E V p eR+ , et (x~(x)) admet un développement de
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Mittag-Löffler dans 0394, do la forme
P , / ’B 

.

Le coefficient de x dans le développement en série entière de ~._~ P. ~.(x)
est donc .

Remarques. - Nous n’avons pas utilisé dans le (a) le fait que (d. ) est une T-

suite ; B’ existe et B’ B = I , du moment que 03C6 existe.

Au lieu de prendre

on peut prendre

où ii. 1 (x) est une série de Taylor convergente sur C(0 , 1"*) telle que

La matrice B a donc une infinité d’inverses ; toutefois, nous n’avons besoin ici

que de la forme indiquée dans le lemme 4.1.

5. Existence d’une suite (03B2i) telle que Bt A existe et B(B’ ii) = A .

Nous aurons besoin de deux lenues préparatoires au lemme 5.3 .

5.1. - Joit une suite d’éléments de K telle que

Il existe une suite d’éléments de K telle que
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Ce lemme est équivalent au lemme 5.1 (bis) obtenu en posant u = v(a) et
n n

v = v(~~ ~:.
n n

5. i (bis) . - Soit (u) N une suite de réels telle que

Il existe une suite de réels telle que" ’ nnN 

Démonstration. - Soit (u ).~r une suite extraite de (u ) définie par
2014201420142014201420142014’’*- q~ n

(U ) _?BT est une suite croissante.
~. ~sN

Nous pouvons encore extraire de la suite (u ) une suite (u ) telle que
qn ~t

A partir d’un certain la suite de terme général
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sera alors strictement décroissante et tendra vers 0 .

Pour résumer, disons qu’on peut extraire de la suite (u ) une suite (urp)
croissante telle que

u - u

~ décroissante, de limite nulle.

Posons alors

C’est une fonction affine par morceaux et concave, et V m e N , cp(m)’:::’ u .
Etudions la série

Elle est de rayon de convergence 1, et

Si le polygone de Newton de g(x) n’a pas tous ses côtés de projection 1 sur

l’axe des abscisses, il est facile de trouver une série h(x) dont le polygone a

tous ses côtés de projection 1 sur l’ axe des abscisses, et une infinité de sommets

communs avec celui de g, et qui se trouve au dessus de celui de g .

Posons

Alors

puisque les côtés du polygône de h sont de projection unité.

De plus

Enfin
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Donc

5.2. - Soit f(x)== 03A3+~n=0 03BBn xn une série de Taylor convergente dans un dis-

que D(0 y R") . L’ensemble des zéros de f est suite de zéros simples (03B2n)
tels que |03B2n| t  |03B2n+1| (V n ~ N*) si e-t seulement si

On a alors

Preuve. - La suite (:3) est une suite de zéros simples telle que 1  

si et seulement si les côtes du polygone de Newton de f sont de projection unité

sur l’axe des abscisses. La pente d’un de ces côtés 
est alors ;

et la suite des pentes doit être strictement croissante. D’autre part

car

correspondant au côté qui joint les points (n - 1 , v(Àn-l)) et ("V(An)) .

LEMME 5.3. -Soit une suite de K telle que

(a) Posons

Alors les zéros de sont simples et forment une T-suite idempotente (iJ)
-. - 

’ 

..-.- 
- - . r . -. -- 

...  . -- -- . - -.. -- - . 
- - n
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telle que

-,(’"

Pour tout 1 E! , posons;

Alors la suite vérifie encore

En outre

et

Preuve

(a) On sait grâce au corollaire du lemme que les zéros de c? sont simples et

forment une suite (t3 ) telle que

Puisque

on sait que

et donc

car

D’où

(b) Les zéros de *. sont ceux à l’exception de à. , et donc on a récipro-
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quement

D’autre part y on déduit par identification de

que

D’où

Enfin, puisque y~, l n’a pas de zéros sur C(0 ~ 

Or

entraine

Donc

5*4. -Soit î ~ ~ C~~ ~ une série convergente dans le disque fermé 

qu’on note

La suite (a) vérifie alors les hypothèses du lemme 5.1, et il existe donc une

suite qui en vérifie les conclusions. Posons

Soit la suite des zéros de et soient
’ ~ 

/ ’B

Alors
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(i) la matrice B ’ = ( ( ;, . ») e s t évanesc ente en calonne ;
1,n .

(ii) la matrice colonne BI A , où A est la matrice colonne des (a ) , existe
- n -

et est évanescente ;

(iii) B étant la matrice de Vandermonde des (03B2i), B(B’ A) = A .
1.

Preuve.

(i) En utilisant les notations du lemme, on voit que

Et comme

Alors

(ii) Le terme général de la matrice colonne B’ A est

Or

Comme, d’après le choix ( lemme 5 . 1 ) ,
n

o~ voit que e. existe.

D’ autEe part

et comme

(iii) Pour montrer que B(B’ A) = (BB~) A == A , il suffit de montrer que pour

chaque ligne de B ;

on a bien



22-14

D’après le corollaire du lemme, il suffit de montrer que

Soit

Soit ~ &#x3E; 0 ; il existe

d’où

Nous partons d’une série f(x) =1~ ~ ~ ~ convergente sur D(û , l) . Nous

constatons alors l’existence d’une suite qui vérifie les hypothè-

ses du lemme 5.1, puis d’une T-suite idempotente (03B2i)i~I de D(0 , 1-) , consti-

tuée des zéros de la série Z. n===U 03BBn x .

Nous pouvons alors vérifier grâce au leime 4.1 que la matrice de Vandermonde B

associée à la suite (f3.) est inversible et a un inverse B’ , puis grâce au

lemme 5.4y l’existence d’une matrice évanescente E == B’ A ~ telle que A = BE .
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L’équation matricielle du 2 est donc vérifiée.

Si on appelle (e.) * la suite des éléments de E , on a bien~ 

En revenant à bi = 1 03B2i , on voit que f est bien prolongée par f, élément ana-
lytique sur chaque 
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