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PROLONGEYENT D'UNE SﬁRIE ENTIﬁRE
DONT LE DISQUE DE CONVERGENCE EST FERHé

par Marie-Claude SARMANT-DURIX ()

1. Introduction.

L]

Soit (X,

) un corps valué ultramétrique complet, algébriquement clos. Nous
nous proposons de chercher un prolongement analytique & une gérie de Taylor

£ e X[[X]] convergente dans un disque circonférencié D(0 , R) (problime &voqué
notemment par P. RGBBA dans [R] ch. 15).

Rappelons que pour tout ensemble D de K on note H(D) 1'ensemble des éléments
analytiques sur D , c'est-a-dire le complété pour la convergence uniforme sur D

de l'ensemble des fractions rationnelles sans pble dans D .

Nous allons construire un ensemble D admettant un T-filtre décroissant dont la
plage est le disque de convergence de f , ainsi qu'un élément f € H(D) qui se con-
fond avec f dans son disque de convergence. Nous utiliserons notamment une matri-
ce infinie de Vandermonde et montrerons son inversibilité gréce au T-filtre consi-
déré.

Notations.

D0, r)={xek; |x| <r}

-e

Do, r) ={xekx; |x]<r]

(=, r)={xex; |x|>rl

]

Soit 6= (b,) , une T-suite de D(=, r') [s 1]
ien

¥y p€ Bf , On pose

A(8) =x N U p(b, , 07)

Soit B = (bi) » une T-suite de p(o , r) .
ieN

~

Vpe Ef , on pose
1) — *® ") .
a (@) =x \UZ o(8; 4 07)
Soit f(x) = Z;:b A & une série de Taylor de K[[X]], on notera [A]

v(f , u) =inf__y (v(A) + np)

(*) sarie-Claude SARMANT-DURIX, 16 boulevard Jourdan, 75014 PARIS.
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si w = le , avec x dans le disque de convergence de f .

Enfin, on notera lim (un) la limite supérieure d'une suite de réels

nu
t in u_ sa limite inféri
(un)nelj_ y 0 1 o By e inférieure.

4

Nous allons donc démontrer le théoréme suivant.

THEOREME.

le = Soit f wune série de Taylor a coefficients dans K de disque de conver-

gence D(0 , R) . Soit @ = (b, );cy ume T-suite de D(e, R') . La série f se

prolonge en une fonction analy‘tiqug f sur K \B , dont la restriction fp &

Ap((B) est un élément analytique.

2. = En outre, Ap((B) adnet un T-filtre croissant & de centre 0 , de

diamdtre R , et pour tout T € H(A (B)) strictement annulé par § , f + h est

op—

un autre prolongement de f en un élément de H( Ap( ®) .

2, Utilité des matrices infinies.

Nous pouvons facilement nous ramener au cas R =1 . D'autre.part, nous savons
[s 2], que si f est une fonction analytique sur K \ 8 dont la restriction T
3 A (B) est un élément analytique, alors, quelle que soit la T-suite C de
(e , R+) , i1 existe une fonction analytique g sur K \ C, dont la restriction
'ép a Ap( c) esf un élément analvtique, et telle que

1in F -% =0 VpeR .
‘xl—'R 0 P -
XEAp(@,ﬁAp(G)

I1 suffit donc de démontrer 1'existence de T pour une T-suite 8 , commode (et

le 2 du théoréme est évident).

Nous partons donc de f € K[[X]], telle que

f(x)=2:=0 anxn avec a €K, Vn€N

limn_q_m n = 0
e 1/n
111&_4@ Ianl 1.

Nous cherchons f sous la forme donnée par le théoréme de Mittag-Loffler

c.
F=2 =

izl 1 - (x7bi)

on 8= (b,) + ©8t une T-suite de D=, 1+) qu'on choisit idempotente et telle
tieN
| vieN

5] > Iy,
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pour plus de commodité, et ou (ei) 4+ ©8t un suite de K , tendant vers O quand
i€
i devient infini. €N

Nous voudrions que

€
4w n_z+oo i -
20 P =S TGy R EN0, 1)
ce qui est équivalent 3

. n . *
8 ‘2121 6, x (1/bi) ineN

ou encore, en posant b, = (1/pi) (et alors (ﬁi) est une T-suite idempotente de
(0 , 17) , telle que ]gil <l

i1l )

+*
=2 T yne
8 T4y 4 Py TREN

Nous voyons donc s'introduire naturellement des matrices infinies [J] , soit, en

posant
ao 1 P ?1
a 5 L]
‘1 }?1 F‘Z L] di ev e :
A=/ 3 B=| . E =}
a .nooon n .
. By Bpoeee By eee %3

le systime d'égalités que nous cherchons 2 satisfaire est identique & 1'équation

matricielle
A.=B.E.

Pour résoudre ce systeme, c'est-ad-dire pour obtevir E connaissant A et B,
il suffit donc en principe d'inverser B , c'est-id-dire de trouver une matrice B!

telle que
BB = B' B=1
B[B' A]=[BB'] A=A
ce qui entraine
B' A=E .

Nous allons donc, aprés avoir rappelé les propriétés utiles des matrices infinies,
chercher B' telle que BB! = B' B= I pour B mnatrice de Vandermonde donnée,

puis montrer qu'il existe une matrice de Vandermonde B telle que
B[B' A]=[BB'] A,

la matrice colonne E = B! A. ayant son terme général Gi qui tend vers O lorsque

i devient infini.
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3. Rappels sur les matrices infinies.

Définition 3.1. - Nous appellerons matrice infinie une famille A=((% j)) “
1< jEN

Y
v

EN

d'éléments de K , que nous noterons

a ; o0 ; a - ; e 00
o1 1,3
a ; *oe o H a. . H o e o
.A = 12,1 ’ -l,J ’ ¢
[ ] .
a b4 [ ] H a s *ee 0
i, 1?7 "t i,

De méme, nous appellerons ligne infirie (resp. colonne infinie) une suite

(un) « de K notée

nE@[
U=(u1,u2, ) ’un, '.‘)
(resp. une suite (vh) 4 de K notée
rel
vl\
v o] 2
v
n
2 )
On voit que le produit matriciel
UV:Zm u v
n=1 n n
existe si et seulement si
lim u v. =0 .

n>+® n n

De méme, le produit matriciel A V existe et est égal 4 la colonne infinie

gi et seulement si

3*

m. a, . V.
J™® 1,3 J
Le produit matriciel U A existe et est égal & la ligne infinie

034 a vee 9 2y By sy see)

. u, . . u, . s
i=1 i 1,1’ i=1 i i,]

si et seulement si
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0] - 'ij 'y
lim, (ui ai,j) 0 jeN .
Si B= ((bi J.)) % % st une autre matrice infinie, le produit matriciel AB
9

ieN , jeN
existe et est égal a4 la matrice infinie

4

(3 a, .b..)) % .
J_l l’J J’k jf;ly‘ ,]:EE‘

si et seulement si, pour tous i et k fixés, on a

li =Oo

m, a. . b.
joe 1,3 ik

Définition 3.2. -

(i) Nous dirons qu'une ligne infinie (resp. une colonne infinie) (un) 5 est
n€

N
évanescente si lim u =0. ~
(ii) Nous dirons qu'une matrice infinie A = ((a, .)) " s €8st évanescente

, _ ST sen, jar
en ligne (resp. en colonne) si chacune de ses lignes infiniés~(resp. de ses colon-

nes infinies) est évanescente.

(iii) Nous dirons que A est globalement évanescente si

7 e>0, dN(e) tel que i+ j2N(e) == |a, jlse.
b

Le lemme 3.1 est immédiat en analyse ultramétrique

LEMiE 3.,1. - Soit A = ((ai j)) % % une natricc infinie globalement évanes-
'Y ieN , jeN
cente. Alors la famille (ai 1.) es?'éomﬁhble suivant le filtre des complémentaires
<€ ? "
des parties finies de N x E% .

COROLLAIRE. — Si une matrice infinie A = ((ai j)) est évanescente, alors les sé-
, :

~

ries 2:;~ (2 . a, .) et 2;;1 (2T a. .) convergent et ont méme somme.

1 Jj=1 "i,J i=1 i,]

Remargues.

1. — Le produit de matrices infinies n'est pas associatif § nous aurons besoin
P P H

de ce lemme pour montrer ici que B(B' A) = (BB') A .

2. - Nos notations utilisent 1'indice O pour les éléments des colonnes, ce

qui ne change rien a la théorie.

4, Inverse d'une matrice infinie de Vandermonde.

LEMME 4.1. - Soit (Bi) » une T-suite idempotente de valeur absolue stricte-

i€N
ment croissante de C(O , =) .

Soit B la wmatrice infinie correspondante




22-06

1 1 s l oo

pl 62,... pi ees
B=| « . .

n n n

ﬂl }ﬁz L Bi eeo

Supposons qu'il existe une série o(x) € K[[X]] dont les seuls zéros soient les

ﬁi . Posons

4 (x) = _1_%(_%_3(7)3_)

1
y, (x)
1 @ n
¢i(x) = 6;(3;) = Zn:O hi,n X .
Alors la matrice infinie B! = ((a, )) 4 Vérifie : BB' =B' B=1.

i,n’’, o
D 4eN,nell

Démonstration

(a) B*'B=1.

L'élément courant d'indices (i , k) de B! B, obtenu en multipliant la ligne
d'ordre i par la colonne d'ordre k , est égal 2
0 si i#k
+* n
n=0 ki,n Py = c’)i(rsk) -
1 si 1=k

(b) BB'=1I.

L'élément courant d'indices (i , k) de BB' est égal &

S+ N
i=1 P

S, A
i M,k
C'est 14 le coefficient de xk dans le développement en série de

+® n _5t® n +o k
LN ORI RN R

or (51) &tant une T-suite idempotente, on sait que [R]

1im o(x) = + =
|x|-1
XEN
P VoeR .

5%;) e H(Ap) -

Donc  (x/w(x)) € H(Ap) v op EABT , et (x*/o(x)) admet un développement de
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Mittag-Loffler dans o_, de la forne
. : n
2 y+e n T (x/4;) 1 o Py 1

ox) T Ti=1 Py [ o(x) ]x=ﬁi T-(/B)) ~ Ti=t ¥ (8;) T - (x/8))

n

B,
n_g+o i o(x)  s+e 1
b ) T /e =t )

PP k . . N S 0
Le coefficient de x  dans le développement en série entieére de io1 51 Qi(X)

est donc
1 si k=n et O 8 k#n.
R C Se = N ! t. i 3 i N 4! Te
auarque ous n'avons pas utilisé dans le (a) le fait que (gi) est une T
suite ; B' existe et B' B =1, du moment que ¢ existe.

Au lieu de prendre

1; (x)
Wi(X) = ;;ng) ’
on peut prendre
¥, (x)
.(X) = - A.( (x)
®; eI x) ¢

ou JE(X) est une série de Taylor convergente sur C(0 , 17) telle que

- JE(X)

————— T i R
i1 T-% 7 0 7/ x tel que |x| <1

La matrice B a donc une infinité d'inverses j toutefois, nous n'avons besoin ici

que de la forme indiquée dans le lemme 4.1,

5« Existence d'une suite (ﬁi) telle que B' A existe et B(B' 4) =4 .

A~~~ P~~~ ~—

Nous aurons besoin de deux lemnes préparatoires au lenne 5.3.

LEMME 5.1. - Soit (an) une suite d'éléments de K telle que

ey
n & =0
T, lag) /=1
I1 existe une suite (Xn)nEE_ d'éléments de K telle que

- l/n _
11mnqm Ihnl =1

lin A =4 @
n-—mn



A
I)\.ns <|7\.n+1| 'v’neN
n+l’ n+2

Ce lemme est équivalent au lemme 5.1 (bis) obtenu en posant u = v(ah) et

n = V(A.n)ro

une suite de réels telle que

R 5.1 (bis). - Soi
LEZGE 5.1 (bis) Soit (un)neﬂ

1i u =+ ®

m
nH{H® n

= |
i
o

lin
_3.‘_11-—4_00

I1 existe une suite de réels telle que

(vn)nEN

v

n
lin — =0

une suite extraite de (un) définie par

Démonstration. — Soit (qu)nsg

U, = influ, 5 1> qn_l}

(u ) est une suite croissante.
g, ‘nel

1 =+ @

in u
Qe Y

lin _, ugn

—q ™ =0 .

Nous pouvons encore extraire de la suite (uq ) une suite (uqn ) telle que
n
t

lin =+ ®
o
Un,
Yo
An,

A partir d'un certain 4, la suite de terme général
t

o

i
A
e

[&¢]
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uq - u
IIL*J_ qnt

qnt+l - qnt

sera alors strictemnent décroissante et tendra vers 0 .

Pour résumer, disons qu'on peut extraire de la suite (uh) une suite (ur )
n

croissante telle que

lim u =+ @
ToHe Ty
Yr
. a -0

llmr o
Yy -
(=il —n) stricteuent décroissante, de limite nulle.

rn+l - T reN

Posouns alors

IN

u -u
= - __ﬂlﬂ_———f—q. ¥ <
o(t) u, (¢ rn)( N ) pour r $tsr

C'est une fonction affine par morceaux et concave, et Vme N, @(m) §1um .

Etudions la série

glx) =277 u £ oh vip) =- _9_(25_1_)_ .

Elle est de rayon de convergence 1 , ct

i

W@mvhh)=_to'

Si le polygbne de Newton de g(x) n'a pas tous ses cdtés de projection 1 sur
1'axe des abscisses, il est facile de trouver une série h(x) dont le polygbne a
tous ses c8tés de projection 1 sur 1l'axe des abscisses, et une infinité de somnets

couuns avec c2lui de g , et qui se trouve au dessus de celul de g .

Posons

TR n
n(x) = Zn=0 v, ¥ et v(vn) =V,

Alors

v -V <v -V
n+2

n+1 n n+1 ?

puisque les c8tés du polygéne de h sont de projection unité.

De plus

Enfin
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- oln) Un
v+ n%—-\-z—-—-+cp(n)=——2— .
Donc
lim__ V. +u =+ @,
n—+e n n

LEMiE 5.2, - Soit f(x) = E;ib Kn x° une série de Taylor convergente dans un dis-

que (o , R") . L'ensenble des zéros de f est une suite de zéros simples (Bn)

£
tels que IBnI < ldn+l‘ (Vvne E,) si et seulement si

hn 1 *
lh | > | 2- | pour tout neN .
n+l n

On a alors

L vney .

—~

Xn_
|ﬁnl = | hn
Preuve. - La suite (ﬁn) est une suite de zéros simples telle que lﬁnl < |§n+l]
si et seulement si les cbtés du polygdne de Newton de f sont de projection unité
sur l'axe des abscisses. La pente d'un de ces cbdtés est alors ;
An+1)

V()\nﬂ—l) - v()\n) = v( An

et la suite des pentes doit 8tre strictement croissante. D'autre part

A
-1
8| = |21
n
car
An
W) = - viz)
n-1

( 8. correspondant au c6té qui joint les points (n -1, v(kn )) et (@,v(A )) .
n 4 n-1 n

o _ 9oi X . ,
LEMME 5.3, Soit (An)ney‘ une suite de K telle que

ln A =+

—— N 1/n
Hn IAnl =1

A A 1

B <|- 22 vneN.
A ~

n+1 n+2

(a) Posons

c n
kP(X) ;—.anﬂ )\nX .

Alors les zéros de o(x) sont simples et forment une T-gsuite idempotente (pn)




telle que
hn
6| = == .
n+1

&
Pour tout i € N , posons ;

"'Ji(x) = -l_:l((-})_i%g:) = Z::O Q’i’n xn .

Alors la suite (a. ) vérifie encore
i,n"rEN

Lm 'Qi,nl =+ ®

*
Iai,nl > lai,n—ll Vne€ H‘ .
En outre
log ol syl Imex
et
. 4 —_ ) i Jos *
I\Si(pi)l —|A'il |}3.1‘ Jle,]g, hd
Preuve

(a) On sait gréce au corollaire du lemme que les zéros de < sont simples et
q

forment une suite (5n) telle que

|ﬁn| = |7;214 7n€ E& .
n+1
Puisque
tm A=+
on sait que
1imp_0+v(cp, W = - @
et donc
lim |, o lﬂnl ‘énln =+ ®
car ”
v(p , v(g)) =v(r ) + nv(g) .
D'ou
8,1
1imn#mW1| T =+ @,

(b) Les zéros de ¢i sont ceux de § & l'exception de ui , et donc on a récipro-
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quement
]Qi,n‘ > |G{i,n—l

D'autre part, on déduit par identification de

T N (1 -52° n
n=0 ‘n ¥ (1 ﬁ.) n=0 c(i,n x
que
1l wn W 1 Vv
(o3 T —— - P —. .
i,n b,n “v=0 v di Bn v=ntl v Pi
i i
D'ou

e, | < sup

. V=N
N ey I 1315 <

Bofin, puisque Y, n'a pas de zéros sur c(o , Iﬁil)

V(¢i(ﬁi)) = V(wi ’ V(ﬁi)l = v, )+ (i -1) v(gi) .

i,i~1
Or
_ 1 3i-1 v
i,i~-1 i-1 v=0 Av F51
Py
entraine

v(al’i_l) = v(A _1) .

Donc

vy, (8)) = v(0_) + (1= 1) v(8;) = v(a)) + 1 v(3;)
[y ()1 = Tagl 1,1

LEMIE 5¢4. -~ Soit f € K[[X]] une série convergente dans le disque fermé D(0,1)

gu'on note

f(x) = Zz:b an xn .

La suite (an) vérifie alors les hypothéses du lemme 5.1, et il existe donc une

suite (An) qui en vérifie les conclusions. Posons

+ n
o(x) =Zn=0 S

Soit (si) la suite des zéros de ¢ , et soient

o(x)

4 () = T

b; (x) o a

5 = = A, .
Qi(x) wi(ﬁi) n=0 "i,n "

Alors
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(1) la matrice B! = ((Ai n)) est évanescente en colonne ;
H .

(i1) la matrice colonne B' A, od A est la matrice colonne des (an) , existe

et est évanescente ;

(iii) B étant la matrice de Vandermonde des (ﬁi) , B(B*A) =4.

Preuve.

(i) Zn utilisant les notations du lemme, on voit que

PN

ol =T < TRT TR

Et comme

. i
llmi_._}_m l)\il I;}ll =4 © ,

Alors
lim, I, | =0 & n constant.
i“e 'i,n
(ii) Le terme général de la matrice colonne B' A est

€, = 2 a
i n=0 i,n n

Or
IA a |
n n

Comme, d'aprés le choix des Xn (lemme 5.1),

1lim A a =
n%© n n
oni voit que ey existe.

D'autee part

lim,  |e.| < 1im L« osup_. |A a|
i 174 i—wlxyiwi)l reN '"n “n

et comne

1
i = O .
llmi - 1—-(—)-‘31 ,ﬁi |

Hmr#m|%|=0 .

(iii) Pour montrer que B(B' A) = (BB') & = A , il suffit de montrer que pour

chaque ligne de B ;

k k
Uk=(|31, eee ,F‘i, -o.)

on a bien
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U (B' 4) = (U, BY) &

u (3 8) = %7 6 e L e (22 a )

11 =01nn

4 -0 k .
U B') A= .
( k B') & Zn=O (Zi=l lji )\i,n) &

D'aprés le corollaire du lemme, il suffit de montrer que

k
lim . . )\, =
14N p1 i,n 8'l'l 0

khl'l

.1k
T Tem sl

EEW

Soit

M = SUP -y I?\n anl

m = inf *|7\||,3|l
neN

Soit ¢ >0 ; il existe

Pe N tel que n 2P entraine l)\n anl <£en

Q€N tel que i = Q entratne I'Ai ,51] ),le-

d'ou
A&
(ou ngzPb: l)\n ;H \emm
i "i
i+ n>=2P+ Q entraine :
kou iBQ:I)\nJ?! MK )

6. Récapitulation.

Nous partons d'une série f(x) :Z;:O a, x , convergente sur D(0 , 1) . Nous
constatons alors 1l'existence d'une suite ()\ ) de K qui vérifie les hypothe-
ses du lemme 5.1, puis d'une T-suite 1dempotente (pi)ieI de D(O , 1) , consti-

’ z z " n
tuée des zéros de la serie Z A X .
n=0 n

Nous pouvons alors vérifier gréce au lemme 4.1 que la matrice de Vandermonde B
associde a la suite (Lﬁ'i) est inversible et a un inverse B' , puis gréce au

lemme 5.4, 1'existence d'une matrice évanescente £ = B' A, telle que A =BE .



L'équation matricielle du 2 est donc vérifide.

5i on appelle (ei) 4 la suite des éléments de E , on a bien
ieN

o
<

>+ %1£‘=Z Jx en(o, 17) .

i
n=0 izl 1 - ﬁi X
BN ]- . Ve br3 14 7
En revenant a bi = ERk on voit que f est hien prolongée par f , élément sna-
lytique sur chagque Ap N
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