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RÉSIDU EN s = 1 DE CERTAINES FONCTIONS D’IWASAWA

NGUYEN-QUANG-DO Thong

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. MICE, G. CHRISTOL, P. ROBBA)
lle année, 1983/84, n° 19, 9 p. 26 mars 1984

0. Introduction.

Soient k une extension finie de , p un nombre premier (si p = 2 , on sup-

pose que k contient les racines 4e de 1 ), et S un ensemble fini de places de
k contenant les places archimédiennes et les places divisant p. Au couple (k , y s)
on associe le pro-p-groupe X = X, , qui est par définition le groupe de Galois de

la pro-p-extension abélienne S-ramifiée (i. e. non ramifiée hors de S ) maximale
de k. Un certain nombre de propriétés arithmétiques importantes de k se reflè-

tent dans la structure de Xk : ainsi, la valeur du Z -rang de X- est donnée par

la conjecture de Leopoldt pour k et S (à savoir, rangZp Xk = 1 + r2 ’ r = nom-
bre de places complexes de k ), tandis que l’ordre de Tk’ le sous-groupe de tor-

sion de ~, est relié au résidu en s = 1 de la fonction zêta p-adique de k 
.

(quand k est réel) [2]. Comme l"a fait remarquer G. GRAS [4], la notion de S-

ramification n’est pas une généralisation de la non-ramification, mais plutôt une

notion "duale". Le théorème principal que nous montrons ci-dessous (théorème 1) pré-
cise cette notion de dualité, en même temps qu’il nous permet de relier les points
de vue précédents (conjecture de Leopoldt, fonction ç ) à la théorie ’ d’Iwasawa,
suivant COATES ([2J, p. 269-353).

Nous adopterons les notations suivantes 1 
_~

- S = ensemble fini de places de k contenant les places archimédiennes et les

places de k divisant p ;

- 2 = ensemble des places non archimédiennes de S ;

- k"C = extension S-ramifiée maximale de k ;

- = pro-p-extension S-ramifiée maximale de k ;

- 9~== ~k = et G = (donc G est le plus grand

quotient de Sk qui sci t un pro-p-groupe) ;

- ~ = ; = ~ (l’ abélianisé de 

- = le sous-groupe de Zp-torsion de E .

On sai t que Xk est un de type fini, donc Tk est un fini

De façon générale, pour tout Z -module X , on pose

(*) NGUYEN-QUANG-DO Thon- , Mathématiques, Université Paris-7, 2 place Jussieu
75251 P.Al1IS CEDEX 0 5 a
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On sait que 1 + r2  P(X) £ lk : où r2 est le nombre de places complexes
de k , et la conjecture de Leopoldt (sous entendu pour k et S ) dit que

p(~) = 1 + r2 ’ ce qui ~/~) = 0 (voir par exemple [10]). On
~~ ~~ ~k

~ ~k ~~ 

Pour tout entier n &#x3E; 1 , soit n le groupe des racines pn-ièmes de l’unité.
p

0n pose 

On associe à k les extensions K = k(p, ) P et k~ = p~) . On note

On introduit les modules d’Iwasawa suivants: soit Loo la pro-p-extension abé-

lienne non décomposant les places de S , maximale, de On pose

X = et A = /Z) (le dual de Pontrjagin de X ).
CX) co 00 00 --p p 00

Pour tout entier i E Z , on note A (i) le de Tate de A .

1. - Supposons que k vérifie la conjecture de Leopoldt. On a une suite

exacte

(1)

( B désire le complète v-adig,ue).

Rema~rques.

(i) X est la limite projective des p-groupes de S-classes d’idéaux 

des sous-extensions finies L de donc est relié à (le

plus grand quotient de Xoo sur lequel Gro opère trivialeuent) par la théorie clas-

sique d’Iwasawa. Par suite, Aoo(1) 
00 

est relié à un "twist" du dual de ce

qui "explique" la notion de dualité évoquée plus haut.

(ii) Si k contient pn, le théorème 1 permet de décrire le sous-groupe de pn-
torsion Tk(pn) par une suite exacte

(2)

Le résultat est bien connu des K-théoriciens (voir par exemple [7~ 2.1) ; voir

aussi le § 3) .
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Preuve du théorème.

(a) Considérons la suite exacte de &#x26; -modules (avec action triviale)

Puisque y ~/~) = 0 ( k vérifie la conjecture de Leopoldt), la suite
exacte de cohomologie s’écrit

d’où par dualité

En prenant n suffisamment grand, on obtient donc

.L- ~*

Le problème consiste maintenant à décrire le groupe /z)* .
(b) On sait ([5J, 6.22) que Z = H2(Sk , Z ce dernier

groupe prend place dans la suite exacte de Poitou-Tate ([5], 1.3)

(on remarquera que les lignes parallèles sont duales).

La première ligne nous donne, pour n » 0 , la suite exacte,

Pour tous entiers D 9n , on a des homomorphismes naturels 

Comme T est fini, la suite exacte précédente montre que les n) sont fi-

nis et se stabilisent à partir d’un certain rang. Donc, en posant

on obtient la suite exacte

(c) Il reste à identifier ce Dernier groupe 00) . D’abord quelques notations.
P
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Pour tout entier n Q 1 , posons = V (k) . On voit facilement que

(ici, Uv désigne les unités locales, avec la convention que k§ = U z si v est

une V (k) si pn ~ kX.
Soit slors Kn = k( pn) , n  1 , la tour habituelle des sous-extensions de K~/K.

Posons G = Gal(K /k) .
n n

LEMME 1. - Pour tout entier n ) 1 ., - on a V (k) "’" V (K 
Preuve. - Cela résulte immédiatement des définitions et de la trivialité cohomo-

logique, bien connue du G -module p n ([5], 7.1) .
n p 

Par passage à la limite, on obtient Ker1S( 00) 0153)G0153 , ce qui termine

la démonstration du théorème. p P

Qo Eo D.

Notons qu’en passant, on a également démontré la suite exacte (2) de la remarque

(1) . Le théorène 1 permet de retrouver facilement un certain nombre de résultats

connus.

COROLLAIRE 1 . (GILLARD [3], MIKI [ 8]) . - Supposons p C k . Les conditions sui-
p

vantes sont équivalentes.

Preuve. - A =0 ====&#x3E; A (l) =0 ==~&#x3E;A(l) p =0 (car A est une limite induc-

tive de p-groupes, et F est un pro-p-groupe). Le reste de la démonstration est

immédiat, compte tenu des suites exactes (l)y (2) et du lemme 1.

Q.E.D.

COROLLAIRE 2 (comparer à [9], proposition lly et rapprocher des critères de nulli
té du nombre de classes). - Supposons p c: k . Les conditions suivantes sont équi
valentes.

’
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(v) T =(0) pour toute extension finie L/k contenue dans kg .

Preuve. - C’est immédiate compte tenu des suites exactes ( 1 ) et (2). L’implica-

tion (i) ====&#x3E; (v) résulte du fait que tout sous-groupe fermé d’une pro-p-groupe li-

bre est libre

Q.E.n

PROPOSITION 1 t -

Soit L/k une extension galoisienne finie contenue dans k(p) , de groupe de Galois

G .Supposons que L (donc aussi k ) vérifie la conjecture de Leopoldt. Alors

l’isomorphisme de transfert Xk 2014&#x3E; X- induit un isomorphisme Tk 2014&#x3E; 

Preuve. - On sait que cd 2 , donc aussi cd 2 . Soit D le module dua-

lisant de G ; c’est aussi le nodule dualisant de puisque GL est d 1 indice

fini dans G ([llL 1-29). Par définition du module dualisant, on a des isomor-

phismes fonctoriels

La proposition en résulte.

Q. E. D.

Remarque. - L’hypothèse de S-ramification imposée à l’extension L/k n’est pas

une hypothèse restrictive. Si elle n’est pas vérifiée, il n’y a qu’à considérer "

l’ensemble fini de places § , formé de S et des places de k qui se ratifient

dans L/k / La relation entre é et GSk est donnée par le théorème d’Olaf

NEUMANN ([2], p. 625-647), qui est l’analogue pour les corps de nombres du théorème

d’existence de Riemann.

"Le groupe de Galois est un l(v) , fl
où l(v) est le sous-groupe engendré par les groupes d’inertie 1~ , w)v . Le 

’

groupe d’inertie I est isomorphe à Z si Nv:= 1 (mod p) , et trivial sinon".

En utilisant ce théorème et la proposition 1, on retrouve sans difficulté un cer-

tain nombre de résultats de G. GRAS [4J reliant les groupes T~ et Nous

n’entrons pas dans les détails.

Pour finir, énonçons un résultat sur les modules d’Iwasawa, qui s’obtient par pas-

sage à la limite sur la suite exacte ( 1 ) . 

PROPOSITION 2. - Supposons que k contient ~ et que la conjecture de Leopoldt

soit vérifiée à tous les étages de la tour cyclotomique KJk. Soit Yw le groupe

de Galois sur K de la pro-p-extension abélienne S-ramifiée de considéré
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comme module sur A = Z [l fJ ] .
201420142014201420142014201420142014201420142014 T

On a une suite quasi exacte de A-modules.

où TC.) désigne le nodule de Tate et OE( . ) l’adjoint.

Notons qu’on trouve chez IWASAWA ([6J, théorèmes 15 et 16) une suite exacte ana-
"logue, mais qui va en sens inverse (phénomène de dualité ?). On peut également ob-
tenir des formules asymptotiques donnant l’ordre des Tkn dans la tour cyclotomi-

que. Nous n’entrons pas dans les détails.

2. T et fonctions

Dans toute cette section, on suppose que k est totalement réel. On suppose en

outre que p ~ 2 et que Z est l’ensemble des places de k divisant p . Alors

K = k( p) est un corps CM , et le groupe de Galois G de K = k( ~) sur k

se décompose : G = r x A y avec f = Gal(KVK) et i1 = Gal(K/k) (d’ordre pre-
mier à p ). On note e. les idempotents orthogonaux habituels de l’algèbre 
On introduit alors une fonction p-adique qui joue un rôle important dans la 

rie d ’ Iiqasawa .

Soit Z le groupe de Galois de la pro-p-extension abélienne non ratifiée maxi- "

male de K et soit B = Z son dual de Pontrjagin. Soit g.(T) la série carac-

téristique du A-module Hom(e. B , Q /Z ) ( i impair) et soit la nouvelle série

G , 1 (T ) = g.((l + T)" - l) ( i impair). Fixons un générateur topologique y de 1 , .
et posons u = K(03B3) , où 3B est le caractère décrivant l’action de F sur ~

(remarquons que u e 1 + p Z ) . Nous appelons alors Z (s) la fonction p-adique

définie par : s E fp 1--&#x3E; l)/(uS - u) . 
P

THEOREME 2.- Supposons que le corps réel k vérifie la conjecture de Leopoldt.
Alors G1 (u - l) ’" 1/: Tk (le signe ~ signifie l’égalité à une unité p-adique

près/.

Preuve. - Il suffit d’appliquer le théorème 1 et de calculer l’ordre de (X ,y _( 1) ) 
"

Mais il est connu que (e. X )(- i) n’a pas de sous-module fini non nul pour i

impair. Comme (el Xro)(- l)r est fini (par l’hypothèse de Leopoldt), un lemme clas-
sique ([2J, COATES, App. p. 338-351) montre que el 1)1 est nul et que l’ordre

de el Xro(- l)r est égal à fl(u-l - 1) à une unité p-adique près (fl(T) est

la série caractéristique de el Xoo ). Or il est facile de relier fl(u-l - 1) et

gl(u-l - 1) . En utilisant par exemple [6J, théorème 9, on a
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Q’ Eé D,

COROLLAIRE ~2], théorème 1.3). - Le résidu de ~ s = 1 est égal à une

unité p-adique près, à p =(2d-1 h Rp/0394 1 (1 - (Nv)-1) , où d =[k 
A est la valeur absolue du discriminante h le nombre de classes, R le régula-

teur p-adique.

Preuve. - La valeur de a été calculée par COATES dans [2J (App. p. 338-351).
On a F Tk = # (k( p )).P . Dans la formule finale donnant le résidu, la quantité

# (k( p)) disparaît, car le développement limité de uS - u commence par

(s- 1) u log u .

Q. E. D.

Remarques.

(i) Si k est abélien réel, on sait que k vérifie la conjecture de Leopoldt et

que (s) = p [2J. C’est une indication en faveur de la Rconjecture prin-
s=i p p

cipale" de la théorie d’ Iiiasawa (voir [2J).

(ii) Si l’on considère le corps les mêmes calculs que précédemment permet-

tent d’exprimer l’ordre de Ty (le sous-groupe des éléments de torsion renversés

par la conjugaison complexe) comme étant la valeur en s = 1 d’une fonction d’ Iw"a-

sawa. Les résultats de G. GRAS ([4], théorème 4.2) donnent alors une "formule ana-

lytique" pour le nombre de classes h... Nous n’entrons pas dans les détails.

Dans cette section, nous supposons que  
p 

c: k et nous prenons pour ~ l’en-

semble des places de k divisant p. La relation la p-ramifiction et la

K--théorie est exprimée par un certain nombre de propriétés de dualité, dont notam-

ment la "mauvaise dualité" (CARROLL-CANDIOTTI-KRAKER, voir [7J) entre Tk et

.. 

R 2 k[pJ , la partie p-primaire du "noyau modéré" (pour une définition, voir [7~).
Nous nous proposons d’éclaircir cette dualité.

PROPOSITION 3. - Supposons que p n 
CI Alors

Autrement dit, on a une dualité parfaite.

Preuve. - On a la suite exacte bien connue en K-théorie
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(cette suite exacte est démontrée pour l’exposant p dans [7], § 2, mais la démons-

tration est la même pour l’exposant pn). D’un autre côté, on a la suite exacte de

localisation (voir démonstration du théorème ~ 1 ~ ~ ~

Or H2(Sv, Z :&#x3E;0 Il. n(k)* d’après la théorie locale, et est

dual de = d’après POITOU-TATE. Il en résulte immé-

diatement la dualité cherchée H x R2 k/p R2 k 2014&#x3E; 

COROLLAIRE 1 ([?], théorème (2.l). -~ k vérifie la conjecture de Leopoldt, ~

a une dualité parfaite.

où est le sous-groupe des éléments de pn-torsion.

preuve. - vérifie la conjecture de Leopoldt, H 2 (Gk ’ 
(voir la démonstration du théorème 1)

Q.E.D.

En passant à la limite dans la tour cyclotomoqie de k, on retrouve un résultat

de dualité de COATES ([l], théorème 4).

COROLLAIRE 2 (on ne suppose pas que k vérifie la conjecture de Leopoldt). - 0n

a une dualité parfaite de 0393-modules

(Rappelons que Yw est le groupe de Galois sur K~ de la pro-p-extension S-

ramifiée abélienne maximale de K CD ).
Preuve. - Soit (K ) la tour habituelle des sous-extensions finies de 

On

sait que la Z -extension cyclotomique K~/k vérifie la conjecture faible de Leo-

poldt, c’est-à-dire que les défauts de la conjecture de Leopoldt pour les sont

bornés (voir Ll0]). On en déduit facilement que
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