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. :
SUR Li NORMI; DE CERTAINES SERIES D'IWASAWA,

(Une déuonstration analytique p-adique du théordme de Ferrero-Washington).

par Daniel BARSKY )

Résund. — En partant de la définition de KUBOTA et LEOPOLDT des fonctions L
p-adiques, on donne une construction de la série d'Iwasawa associée. Cette construc-
tion est baséc sur les propridtds de 1'opérateur de convolution sur les entiers in-
troduit par Y. ANICE. Les propriétés de cet opérateur donnent de nombreuses identi-

tés pour ces séries d'Iwasawa, dont certaines sont non classiques.

Comme application on donne une dénonstration du théoréeme de Ferrero-Washington sur
la nullité de 1'invariant up(K) d'Iwasawa pour les corps de noubres K abéliens
sur Q . Cette déuonstration est ertitrement analytique p-adique, différente de

celle de Ferrero-Washington, et conduit & une majoration de 1'invariant kp(K) .

Notations et rappels. — On désigne par p un nonbre preuier. On pose, si p =2,

q=4, et, si p#2, q=p . Les notations non définies sont celles d'AMICE
[Am 1] ou IWASAWA [Iw 1]. On désigne par gp le conplété de la cléture algébrique

, est normalisée par lpl = p—l .

de Q , la valeur absclue sur C_ , notée |.
-Pp P

Dans toute la suite, © ddésigne un caractére de Dirichlet primitif pair de con-
. ' n_..
ducteur m ou mng avec (m, p) =1 . On note Mo le groupe des racines p —iemes

. w . n . .
de 1'unité et Epn le groupe des racines prinitives p —idmes de l'unité.

31 ee H;n , on notera ﬁg (o ™ si aucune confusion n'est & craindre) 1l'unique
caractére de Dirichlet de conducteur qpn et d'ordre pn tel que (1l + nq) = g’l,
# est un caractére de deuxitme espdce au sens A'IYASAWA [Iw 1] et tout caractére
de deuxi®me espéce est associée de manidre unique a une racine primitive pn—iéme de
1'unité pour un certain n € N . On note w 1le caractere de Teichumiiller sur Z
[Iw 1]. Tout caractére de Dirichlet (pair ou impair) x de conducteur mqpn peut
se nettre de maniére unique sous l'une des formes : K = ©if ou bien xw = &m (cf.

Lemme 6 ci-apres).

On note, si a € Qp et r € 5+ :

D(a ’ r)+ H lx - aIAS r}

1l
~—~
]
m
’éo

Da, r) s |x-a] <r}.

Il
~
>
m
‘T&O

(“) Daniel BARSKY, UER Math. et Inform., Univ. Paris-7, 2 place Jussieu, 75251
PARIS CEDEX 05.
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On notera dans tout 1ltarticle :

Kq =g?[v‘(1) , 8(2) , vou, 0(mg - 1)] .

Cb 1'annecau des entiers de Kp

~

G% 1'anneau des entiers de C .

. - -1 -
On pose aussi p_ = gp 1/(p ) , et on note pour s € p(1 ’ pp) et pour x = Om,
Lp(s ’ x) la fonction L p-adique de Kubota-Leopoldt associde au caractére X

primitif pair de conducteur m ou mqp. ([Iw 1] ou [K-L 17).

Rappelons que, par définition, la série d4'Iwasawa IG(T) associée & O est, si
0 est non trivial, l'unique série de Taylor de Gb[[T]] telle que, pour tout
> € Lgao b = Mpw , pour tout s e D(1 , pp)— ,

Lp(s , 61 ) = ITo((1 + ng)® ¢ - 1),

si @ =¢ est le caractére trivial, (T - q) IG(T) est 1'unique série de Taylor

de ZPL[T]] telle que, pour tout (s , ) € D(1 , pp)— x o= {1, 1},
o .

Lp(s , T ) = Ie<(1 + mq)s €-1).

@
Nous donnons au paragraphe 3 une déuonstration de 1'existence de IQ(T) 4 partir

des formules de Kubota-Leopoldt, montrant ainsi que les deux méthodes exposées dans

[Iw 1] sont en fait identiques.

Nous rappelons au paragraphe 1, quelques prowriétés de ll'opération de convolution
qur les entiers, introduit par idICE, opérateur qui semhle central dans 1'étude des
fonctions I p-adiques et fonctions voisines ([4m 27, [¢-N 27, D 1]) et qui, sous
une autre forume, apparaissait déja dans la thdse de 3e cyvcle de Pierrette CASSOU-
NOGURES [CN 1 et 2].

Soit K wun corps de nombres abélien, de degré fini sur Q , soit Kn = K[gn] ’

ol Qn €hon et soit K _ = L%ZO K« K. IWASAVA a nontré que, si h =~ est le nom-

bre de classe de Kn et si pen

est la plus grande puissance de p qui divise hn
il existe des entiers n, = K u (K) = A (K) = A v (K) = v. tels
0 nO< ) ’ rl'p( ) U*p ’ P( ) D’ p( ) D

que, si n ;’nO ’

n
e =W p +A n+ v .
n P P p

Le théoréne de Ferrero-Washington [F-W 1] affirue que p (K) =0 si K est abé-
lien sur Q . B. FERRERO [F 1] a nontré que pb(K) = 0 pour tout corps de nombres
K , abélien sur K , équivaut & p;(K) = 0 pour tout corps de nombres imaginaire
abélien K de conducteur non divisible par pq , ou p;(K) est défini de la ma-~
nigre suivante. On note K; le sous-corps totaleuent réel maximal contenu dans X ,

et h; son nombre de classe, on sait que h; = hn/h; est un entier [w1l. 81 K
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est abélien, totalenent imagineire, la formule analytique donnant h; ([Iw 1],

[w i], [Ha 2] au paragraphe 6) montre que si e; cst 1'exposant de la plus haute

puissance de p divisant hn , 11 existe oy up , Xp ’ v; entiers positifs
ou nuls tels que si n B-no ,
o = A en + uoep 4 V.
€ Mp P
Pogons
) 1. "l
p = SuP'T|<1 E‘lg(T)l = HE Ien"

et notons AG = A(9)- 1lec nombre de zéros de IG(T) dans D(0 , 1) , nombre qui
est fini car IS(T) € @e[[T]] . 31 X est abélien totalenent imaginaire de conduc-—
teur m ou mq , avec (m , p) =1, la forrule analytique, donnant h; , montre que

'rJ'p = Ze B

ot la somme est étendue & tous les caractéres de Dirichlet prirdtifs peirs non triviaux
8 tels que 9 url<5 Chf(K) ou Gh_(K) est l'ensenble des caractéres de Dirichlet

impairs associé au groupe de Galois de K sur (Q .

Nous uontrons, au paragranhe 4, que Hg = 0 si p=2 ou 3, pour tout @ non
triviel ; au paragraphe 5, nous montrons que by = O pour tout p =5 et tout ©
non trivial. Au paragraphe 6, nous donnons une rajoration de hs ;, cc qui donne une
ma joration de A et de A, meilleure que celle de [F-W 1] et du néne ordre que
celle de [Me 1], pour des corps K = Q &), o & est une racine n-idme ou

ng-iéme primnitive de 1'unité.

Le principe de la démonstration est le suivant.
On wontre, au paragraphe 4, qu'il y a toujours, pour tout caractére 6 , un entier

Jy, 0§2j5sp-3, tel que
[E =1
g “ggmedit =t o

On écrit toute fonction analytique bornée sur p(o , 1)~ , F , sous la forme

(proposition 4)

F(T) = 2,

n :
150 (C+ )P - 1)* Fh,i(T)

n
™ — 1Y -1 m k m
‘h,i(T) =25 blrc,h,i“L + )" € gpb]

1

”Fil = Supid) ”Fh,l’l = Suph;o h’ou d

On euploie la notation suivante dans tout 1l'article :



13-04
Sup]T}<1 7(D)] = 7|,

si F est une fonction analytigue hornée sur D(O , 1)— . On écrit alors, conme ci-~
dessus
h

Io(1) =2 ((1+ P Y1 (7).

Uyh,i

On suppose que by, >0 et p _o=0, eton choisit h de telle sorte que
e .

W

i =1

ew‘2,h,o

On montre alors, a l'aide d'une foruule qui se trouve inplicitement chez DIAMOND
[D 1] et WASHINGTON [W 2], qu'alors nécessairenent il existe i, 0 i g2, tel
que

ITg,m,4ll =1

ce qui entraine by = 0.

Ceci déuontre lc théoréme de Ferrero-Jashington par une néthode différerte de
[P-W 1], qui avait été employée de manitre indirecte pour p =5 par FERRERO dans
[F 1]. Par ailleurs, W. SINNOTT a donné une autre dénonstration de ce théoréme ba-

sde sur la construction de KATZ [Ka 1] des fonctions L p-adique, [S 1].

On pose

(8 ='E%E) , 81 a E‘Zp ’ ‘al =1 .

1. Opérateur de eonvolution.

On note (sz ’ Qp) 1'espace des fonctions continues sur Z_ & valeur dans C

muni de la norme de la convergence uniforne sur Z_ ; on note Cﬂl(Z , C ) 1lles~
R ~p ~» " P

pace des fonctions continiiment et uniforméuent différentiables sur Z_ , [He 1]. On

note aussi, si r el

e ) E -

et (ir 1l'espace des fonctions analytiques sur p(0 5 r) .

a; 1'espace des fonctions analvtiques sur (o , r)+ ’

DEFINITION 1. — Soit f wune application de N dans QP . On pose, si n € QT{O}:

(1 * g)(n) = g(0) + g(1) + v + gln - 1)

Cette définition, ainsi que les principales pronriétés de 1'opérateur de convolu-
tion g -—> (1 % g) , sont dues & ALICE, avec des conventions 1égerenent différen-
tes [An 2]. Une autre présentation de 1'opérateur de convolution a été donnée par

Pierrette CASSJU—NOGUﬁS dans sa thésc de 3e eycle [CN 2] 3 elle y étudie le probléme
suivant 3 - . .
Soit g€ G(zp , gp) s trouver g € C(Zp ’ Qp) tel que g(n) - g(n - 1) = g(n - 1)

pour tout ne€ N .



13-05

LEMME 1. - L'opérateur de convolution posséde des propridétés suivantes :

i 1% - &z C gi, et seuleicent si YA
() g € ’T”T)'i’ u nt si, gECLp,QQ

a (X) , avec lim

(1) si geclz, , ¢) etsi elx) =2 4 a( —

lak:O,zﬂms:

(1~ g)(x) =Zn‘;o a, 1)

et en particulier (1 = g)(O) =

On sait ([Ma 1] ou [An 2]) que ge C(” , ) si, et sculenent si, il existe une
suite (ay( )>k)0 d'élérents de Qp telle que llmkqm lak(g)] =0 et, pour tout
X €2,

=P

6(x) =% o & (D) -

Alors si neXN - {0},

(1 %)) =005 o (B) =

a=0 “k30 k>08’k(k+1)'

La fonction

x —> (17 e)x) = 5 (T )

est définie pour tout x € %, et appartient & C(Z_, C ) ; on outre, elle coincide

avec (1 »g) sur N - {0} . Enfin (1 * g)(0) =0 . La réciproque est évidente.

LEMIE 2. - Soit g € e(gp , Qp) , alors g et (1 = g) sont simultanément con-

tinunent et unifornénent différentiables sur gp .

Rappelons que g € (ﬁﬁ(z5 , 9@) si, et seulenent si,

glx + n) - g(x)

ég(x , o) =

se prolonge en une fonction continue de g; dans Ep . D'aprds [He 1], on smit que

ge @ﬁ(Z% , QP) si, et seulement si :
X
g(x) =Zk>,0 ay <k) avec lim Kk lak[
D'aprés le lemne prdécédent,
(1 * g)( ) >O ak (x + 1) 9

et il est clair que

lin,_ k |g| =0 <« lin_, (k+1) lal =

LEMME 3, - Soit ge e(gp , Qp) , alors g et (1 * g) sont simultanément loca-

lement analytique sur Zp .




1

On sait, [Au 3], que g€ @(Zp , C ) est localement analvtique sur Ep
seulenent &i,

!

1/k<1.

g(x) =:Zk30 a, (;) avec lin Iak]

Nous allons préciser ce résultat lorsque g est analvtique sur n(o , r)”

r>1.

PROPOSITION 1. — Soit r > 1 et soit g ed; , alors :

(1) (1 % g) cst aussi analytique sur D(0 , r)” .

P e N - n . -
(1i) 8i, sur D(0 , r)" , elx) =:Zn30 a ¥ , et si, sur (o, r) ,

(1 = g)(x) ::ZnLED b, X s alors, pour 1 <p <r,

a
4 1
sup | o, [ (1 = ) ()] < sup o o Il

bO =0 et lbnl < Supkzn—l o) lE_:—TI
n
(iii) S5i 1'on pose g(n) = ﬂ_ g, ona:
dx

B
; Ly
(1% g)1(0) = 1in,_, 20 5" ela)
P

(1)) =2, (o) Z

autrement dit

e (1 £ 1y1(0)

n 1’1

Définissons les polyndmes de Bernoulli, Bn(X) , par :

n X
Z t v\ _ t e
n>0 n ! Bn(A/ - et _

(cette définition différe légéreuent de celle de [Iw 1]).

Posons aussi Bk(O) = Bk (done BO =1, B1 = - %-, B = %- e )o

I1 est bien connu que l'on a :

sn-1 k _ By () - B, (0)
u=0 k + 1 )

Par définition, puisque ge ¢ avec r ~>1, on a :
T

13-06

si, et

avec
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(l *® g)(n) = Zn Z 0 ¥ ﬁk

- Z1<:.3o k Zrn:;o
Y Bk (n) - Bk+l(0)
= k30 %k K + 1

Posons P (K) k+1( X) - k+1(O) Pk+1(X) € Q[X] , c'est un polyndme de degré

k+1 au plug, et d'aprés le théoreue de von Staudt-Clausen [Iw 1], si X € Qp ,

|2,

Ik-i].

< sup {p.|X p} .

Posons :
P (x)
e k+1
(1= )@ =25 a 551>

d'aprés 1'inédgalité précédente, cette série converge sur D(0 , r)” , et uniforméuent
sur toute boule B(O , p)” avec 0 < p <r . Elle définit donc, [An 17, une fonec~
tion anzlytique sur D(O ’ r)_ qui coincide pour n € N - 105 avec (1 = g) . Si

0 <p<r, ona:

SUD| ¥ <y (1% g)(x)| < SUPy o0, (plii%;I{. max(pk+1 , 1)),

et on a aussi

&

o | s sup g v =T

Calculons les coefficients bn « On sait que 1'on a

a
b =——n1. 4
n oax™

(1= g)(0) .

On 2 vu au lemue 1 que by =0 = (1 * g)(0) .

Calculons, pour t &€ D(O , r)” et k21,
&
% (1 « g)(t) N
at

Onasi nell - {0},

d ( «< ] 1 i h+n— ( )}
Iz 1« g)(n) = llmhqm-—K oo gln) - n=0 S\B
P
- im0 () < m L L eln o+ p") - elm)]
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Or par définition :

1 sp -1
lim 2 o eln) = (1 % g)1(0) .

P

I1 vient donec :
2 (1)) = (17 8)(0) + (1% g () .

Par prolongement analytique & D(0 , r)” , il vient :

d N -
= (17 )(¢) = (1 % g)1(0) + (1= g)(%) .
Par récurrence, on montre que, si t € (o , r)~ ,

k
L)) = (1= & D)i0) + (1 B
at

NOROT.T 2T Qs - . Y k -
» - RE - = L S
COROLLALRE 1. 51 ge flr avec T > 1, g(x) 160 a. X alors (l*g) r
et

B -8 (0
(1% g)(x) = 5. & et (%) = B, (0) ]
k20 “k &+ 1
COROLIAIRE 2. - Si ge@ﬂl(zp,%),_s_i_ teZ ,ona:

2 = (100 + (17 ) .

PROPOSITION 2. - Soit ged_ , avec r >1 .3oit x € D(0, r)" , on pose
gx(t) =glx+t) .8 te (0, r) , ona

(1= g)(®) =2 g E (1 g®))

= (n)
On a g(x + t) =:Zn>O =7 g () .

i
H

Les inéralitds de la proposition 1 montrent que 1'on peut écrire :

n
X

(1% e)(8) =Z 0 Z5 (= ™)

T ST : - Soi _
PROPOSITION 3. - Soit g &€ Gul(gp , g)p

)y oaln) =2 e, (3, ave

linnqw nlanl =0 .

Soit (rh)h;O , une suite d'entiers strictement positifs tels que 1imhqw lrhl=0 .

Alors

oyt 5
. — w 1 —
a2 T el = (o022 St
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Comme (1 % g)(0) =0, si g€ C(gp , Qp) , on a par définition,

1 <t
W 1 —_ 3 —
(1 g) (0) = 11mhﬁm rh Z;;O g(a) .
rh—l rh
in outre, on a vu que Za:O gla) = z£30 a, (n N 1) . Donc
r ~1 a r -1
1 h n h
T zg:ﬂ gla) = z£>0 n+ 1 ( n ) -
h ’d
Or
r, -1 0 a
Mo ( 0 ) = (- 1) et ln ]n —~ 1] =0.

On prend souvent 1 = rph , Tel - {0}.

h

2. Une revrésentation des fonctions analytiques bornées sur D(O , 1) .

Nous allons étudicr un développenent des fonctions analytiques bornées sur

(0 , )" , bien adapté & 1'étude des séries d'Iwasawa assocides aux caractéres ©
et qui généralise le développement de Taylor habituel. On notera ﬂ; L 1'espace
?

des fonctions analytiques bornées sur (0 y )" .

. Pour tout entier h 20 , il existe une unique

PXOPOSITION 4. - Soit F € a; .
?
suite de polyndnes (Bi,h(T))iﬁo , tels que :

, . h
(a) Fi,h(T) eC[T], dogré TSP -1

(b) On a uniforméient, pour 0 < p <1, sur D(0 , )T
= Pt )i
F(T) = Zizo((l +T) 1) Fi’h(T) .

(c) En ou%fe,'on a'alors

1:” = { = i N
.*\‘ = supiﬂ) IlFi,hH suphzo “FO,h“ .

On sait ([am 1] (lemme 4.4.2) ou [B 2]) que si Te ﬂ; | » on peut écrire de ma-
9

nieére unique :
h

F(T) = Fo,h(T) + ((1+1)P -1)e

(T)

1,h

- Ve h A - T
ol FO,h(T) € QP[T] , degré Fo,h(T) <p -1, eton Gl,h(T) € ab,l . En outre, on
as: -

”FII = Sup{”FO,hH 9 ”Gl,h”} .

On peut donc définir par récurrence une suite de polynémes F, h(T) € QP[T] , de

h

i
7 h . iy =’
degré p - 1 au plus, et une suite de fonctions Gi+1,h(T) € ab,l , par
— p —
G; n(T) = Fi,h(T) + ((1+ 1) 1) G.+1;h(T) ,

1

¢. (1) = r(7) ,

0,h

Il
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On nontre facilement par récurrence :

1Py il S 06y pil S E
“Gi+1,hil 5 iiGi,hiI N ”F.l .

Par ailleurs, si ITI =p<1, ona:

b - p™
(1 + 1) -1 Ssup0<j$h (7" ).
h
Donc la série Z ((1+1)® - 1) Fy (T) converge uniforméuent sur D(0 , p)}

pour 0 <p <1, Elle définit sur D(O , 1) une fonction analytique bornée f(T)
[4m 1]. On a, pour tout €e TN et pour tout jelN,

——J- (f(T) - P =0.
dT
h-1
Donc f£(T) = F(T) . Supposons que p—l/(p—l)p =r, _, <p <1, alors
h h
SuPITl<P l(l + T)p - 1| = pp .
Donc :

En faisant tendre p vers 1 , il vient
”F” \< Supiao liFl’hil ’

et coune par construction iFi| , on a donc bien :

F, il <
i l,hd

IFj = supiZO dFi,h” .
8i 0<p<1,o0na:

h
lin . [(1+ 1) -1] =0.
Par conséquent :
Suplle. lF(T)' 11mh SuplT’<P lFO,h(T)l

En faisant tendre p vers 1, il vient
(Fl S 1imy o iF it

et par conséquent
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liFl:l = 1imh_m ii‘o’hi] .
Nous poserons dans toute la suite de l'article
b
P (T) = (1+1)P -1,

Nous allons généraliser le résultat précédent aux fonctions de d,l . Conme cette
généralisation ne nous servira pas dans la suite, nous esquisserons seuleuent les

déronstrations.

h-1
EMHE 4. - Soit T = p—l/(p—l)p et soit p~>r 1 Soit Fe al » Suppo-

14 . . . " i d; 4 -
sons qu'il existe une suite de polynues (Fi,h(T))iBO de Q?[T] de degré p 1

au plus, tels que, sur D(0O , p)  , on ait :

7(1) = Ly (3 (@) By (D)

au sens de la convergence simple sur D(0 , p)” . Alors la suite (7. .). est
i,h’i>0 ——
unique.
Pour tout €e JU F(o) = FO h(g) , ce qui déternine FO n de raniére unique.
4 ?
Alors, P

MT) - F T
(0 =7,

G n(T) = P_(T) 1

1,h
On a, sur o(o , p)_ ’

G, h(T) =2

, o B@)TTHE (D)

Par récurrence, le leue est immédiat.

COROLLAIRE 3, - Toute fonction TF € GI peut s'éerire de naniére unique :

F(1) = 2, (t)* ¥

i>0

d

(p (™),

h i,h

h
ow F. (1) ec [T], et est de degré < ph -1, p(1)=(1+ ¥ -1 . La conver-
o Fin & n La conver:

gence du second menbre est uniforme sur D(O ’ p)+ pour 0 <p <1

L'unicité déroule du lemme 4. L'existence se démontre comme & la proposition 4,

car dans la déuonstration on n'utilise le fait que FE€ GB , due pour écrire les
’

dzalités de normes.

COROLLAIRE 4. - Soit (a,). une suite bornée d'éléments de C_ . Pour qu'il
Y YEY o 5 ——

existe une fonction Fezdg 1 tB11e que P(y - 1) = a, pour tout Y ep o » il faut
,1 == s e fnieiiudndabel

et il suffit qu'il existe un réel M <+ @ tel que, pour tout he N, Bour tout

. Il .
entier k¥, 0k $p ~ 1, on ait ¢



La nécessité est évidente, car

Y koL
h e, Yoa =b o
P
ou
Vph k
Zeo (LamTmyyo=T, (D

avec les notations de la proposition 4, par conséquent

lbk,h,ol -S ﬂF“ .

Réciproquerent, considérons les polyndnes

n
) 3P <L k
Fo,h(f> g0 (LT g g

ou b a 4té défini ci-dessus, on a, par hypothtse, IR
k,h,0 - O,h
Par ailleurs, on a, par construction,

h

Fo,per(®) = Fo (M) = ((1+m)? -1)e (D),

avec hGhﬂ <M . Donc, pour |T| £ p <1, on a unifornduent

(7) - Fo,h(T)] =0 o

11 1y
lth*@ l‘O,h.+1

La suite de polynéne Eo h(T) définit donc par passage & la limite,
fonction analytique bornée sur D(O , )", T, telle que F(y- 1) =
tout yYeu o

P

COROLLAIRE 5. - Soit Fe € . . Pour h €N, on pose :

’

. __h
_ 3 iyp -1y k
F(T) iBO(Ph(T)) k=0 Pi,n,i (1+7)
h
Alors, si 0Lkgp -1,
Zps—l j
bk,h,i = 1lmsﬂw 3=0 k+3p ,ht+s,0 (1)
On a, pour s € N ,
his
2(7) = P 1ZP-12‘P~1
F(T) = Zizo((l +7) - 1) =0 Perip* b, i (1+ 1)

Donc

13-12

[4m 17, une

aY pour

k+jp§



By spo-1 et jpi
F(T) = lin ., & -0 bk+jph,h+s,0 (1 +1)
ph 15p -1 ph J k
= 1lin __mzkdo 50 bk+jph,h+s,0 ((t+mf -1)+ 1) (1+71)
-1 k _. ) -1 J
= ZJ.;O T)) ZIZ—O (1+1)" 1in g—e lezO lr+jph,h+s,0 <i>°

D'aprés l'unicité de ce type de dévelopwement, on a

s p S_1
bk’h,i = lin_, Z ( )

.

k+3p", h+s,0

COROLLAIRE 6. ~ Soit Fe &b . Iel que (Tl <1 . On_pose :

a o p—l k
F(T) = ano b T Z (P (7))* Z k’h i (1 +1) .
On a
iphl n i-1 4 h1 k
Zn=0 bnT Z,L:O (P (1) kh,,Z (1 + T)" nod p P[J.] .

BEn particulier, si

SUPbcngp-1 ' Pn

SUPo e -1 lbk,h,O
On a :

h . h
Yoo (@) T St e (1 ) = P() moa (2 o [[2]], TP © [[11)) .

3. Construction de la série d'Iwasawa attachée & un caractére de Dirichlet, © .

Soit X un caractdre de Dirichlet de conducteur f , on note B les nonmbres
b4
de Bernoulli attachés a x ([Iw 1], [K-L 17]) définis par
aX
n
X st e
n=>0 Bn,xni_ a=1 x(a) efX 1 °

Rappelons le théoréne de Kubota-Leopoldt.

THEOREME 1 ([x~L 17, [Iw 1]). - Soit oy = qp‘l/ (p-1) . Pour tout caractdre de

Dirichlet X primitif, pair, de conducteur f , il existe une unique fonction mé-

romornhe sur D(1 , pp)m , notée Lp(s , x) telle que, si n €N - {0},
-n -1 Bn Gl
L -n, %) =-0-xw"()p ) S,

En outre Lp(s , X) a au plus un pdle simple pour 8 = 1 de rdsidu
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0 si x est non trivial.

\

1 - gi = ¢ est trivial.

g

Enfin si s e D(1, pp)— , On a

h
N a4 1 pr -1 . =S
8 Lp(l + 8 L) = llmh - ;;H a0 «(a) (@) ,

ou 3! désigne une sommation sur les entiers premiers A D e

Tout d'abord s ——> (a)—s est une fonction analvtique sur (1, pp)_ ([t 1]
ou [Iw i]).

Posons

_ fq-1 . -8
g (t) = - z;;ﬂ x(a) (a + tfq) .

%o B

I1 est clair que t —> &, S(t) est, pour s Ffixé, s € (1, pv)— , une fonc-
X

1 -—
tion analytique de t pour *t € p(o , pn) . On a :
&
h 5 fop” =3
* -1
(1 gx,s)(p ) = -2173° x(a) <a) .

D'aprés la proposition 1 et le corollaire 1, on a :

h
. . 1 f -1 , =8
(1%, )7(0) = 1imy - 5 TP T ) @)
P

on retrouve ainsi une formule duc & WASHINGTON [W 2]. I1 est clair, d!apres le
théoréme de von Staudt-Clausen que le second nembre converge pour s €D0(1, pp)— ’

ot définit une fonction analytique sur ce disque. On a @

aX aX apX
sif-l y(a) o — - 51y (a) S - xp) 51 x(a) pxe™
“a=1 X _ 1 a=1 epr _ 1 P “a=l epr -1

et pour tout entier r 21,

aX aX
-1 X e f-1 . X e
Zom X&) X Tet ‘(a)';TEX":'I .

On a donc, pour tout entier h =21,

n h aX
-1 X fp -1 Xe
(1-9"" () 75 =217 7 x(a) .

)3 B
n20 m,X JIP
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Or, dans Qp[[X]] , pour la topologie de la convergence simple des coefficients

on g

) h
£p-1 Xe fp -
2 (a) ;ﬁ’_——zzhmhw_"z'? " ula) ¢

donc

Z'IP -1 x(a) a" .

Lim h-mh -1

il

B (1= x(e)

Rappelons les lemmes suivants qui se trouvent dans [Iw 17, on note (g/fg)w

1'ensemble des éléments inversibles de Z/fZ .

LEMME 5, - Pour tout entier h >0 , pour tout entier m>1, (m, p) =1, on

a

h #* #* % 7
(z/map” 2)" = (z/n2) x (/q2) x —Lf& .
_ lL+qp Z

(z/map” 2)" = (z/n2)" x (/0" 2)" .

ho 3¢
Or tout élément x e (N/qp Z) stécrit de maniére unique x = w(x) {x)h , ou
-
w(x) € (Z/q3) et o (x)y € (1 +q2)/(1 + qp z) ([Iw 1] ou [Ha 17]).

h #*
LEMME 6. - Tou’ caractdre ¥ sur (Z/mqp Z) se factorise de manidre unique

.x.
comme produit d‘un caractere 4y Bur (“/mqﬁ) et d'un caractere X, sur

(1 + qZ)/(l + qp 7) , appelés respectivement caractére de premiére esoéce et de

deuxisme espéce, tels que :

x2(1 +mq) = X(1 + mq) .

En particulier, Ay est de conducteur m ou mg , et X, est de conducteur

~2

h
qph et dfordre p .

Clest clair 2 partir du lemme 5 ([Iw 1] ou [Ha 1]). En particulier, les valeurs

de X5 sont prises dans A
p

*
LEMME 7. - Soit (ep, , soit m>1 . 80it 1 =1 1l'unique caractére de

h> -
deuxiéme espece d'ordre pp et de conducteur qp tel que (1 + mq) = ( 1 . Soit

log , le logarithme p-adique ([Am 1] ou {Iw 1]). Alors si, pour a € 2 - pZz , on

pose

; _ log(a
w(a) = 7 Tog(l + mq) ?
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on a, pour tout ae Z - pz, ﬁ(a) - Sw(a) .

Le logarithme p-adique est défini, pour ]TI <1, TE€ gp , bar :
1

(1em) =3 (-D° 2o
log\l + =n30—1)m.

Par définition,

Q\‘J(a) =5

Id

oo (0= D (M)

La série du second membre converge p-adiquement, car v(a) € Zp , donc
i\a
l(Vi Nlst,
- _1)ph—1
et il est bien conmu que, si GLe W4 |o - ll =T, ;=D 1/(p-1)p ’ ([am 1],

[Iv 17). On sait que <a? e 1 + qgg et, si a et be Z-~pZ,

() - (b)] = lé%%t%7§E%§7

Dong si |a - b] < q-l p—h » On a :

: ~h
ly(a) - ¥(0)| <9
Par conséquent,

-1 - wla)
la - bl N L P b implique g‘j(a/ - ,b‘{’(b). .

u(ap) _ u(a) u(p)

31 a et b e€eZ-pi, ona ylab) = y(a) + w(b) ’ et enfin

J#(L4ma) _ S

Ceci suffit & prouver que, si 1l'on pose par convention Qv(a) =0 pour a€ pZ,

on a m(a) = g*(a)

~1/(p-1)p"
LEUHE 8. - Soit 7, =D , heN.5i TegC, 7| = p<r, ,ona

hog(t + 1| <" 51/ (1)

Clest bien connu ([Am 1], [Iw 1]).
PROPOSTTTON 5. ~ Soit un caractére de Dirichlet ¢ . Il existe une unique fonction

analytique sur D(0, 1), GU(T) € Ke[[Tj] , telle que Vn>=20, Vo€ p_,
P

Vs eDl, pp)— , On a

Ge((l + mq)S L-1) =38 Lp(s + 1, ot ,

\ - o N \ . 7 Y - —l
ou 1= ng est le caractére de deuxieme espece assocle a [ par (1 + mq) = § .
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En outre, si T e p(o , 1),

¢ (1) = 1im ==+ > mgp'-1 8(a) (1 + m)¥(&)
e mh""m T a=0 a +
mgp

. _ log <a)
o) - - ey -

Nous adopterons comme notation dans toute la suite

. _ __log «<a e _
¥a) = 1ogl+)F17’ R

et, si |T| <1,

log(l + T)
I ) = e o
V(l + 1) Tog(1 +‘mq5
Notons pour T € D(O , 1), n € N, tEe€ Qp :

n n
—L y.map -l ¥(attngp”)
— 2174 o(a)(1 + 1)

g’d,n,T(t) =
mgp

Pour Te D(O, 1) , fixé, t --» g o T(t) est une fonction continue sur Zp
? b
et méme continument et uniformément différentiable sur Zp . n outre si

< s 3
lTl.§ PET gd,n,T(t) est une fonction analytique de t sur

L

- w1/ {p=1)1—
D¢, 7P 1/ (p l)) >0, 1)F .

BEn effet on a :

ye=t vt . )y 5map 1 Sé%l (1 +1)¥e) ,

n
gB,n,’l‘(t) _'-'ZkaO t(ugp” ¢ a=0

n
d'aprés le lemme 8, cette série converge en t sur D(O , o p—l/(p_l))- si

n
ITI Lp < I‘n . I1 est clair que p—P p‘l/(P‘l) > 1

ITI-Sp(rn)

gi 0 <p< T Donc si

h+n
1 ymep -1, ¥(a)
oy a=0 d(a)(l + T)

w 1 = 11 -
(1 gd,n,T) (0) Lm
mgp

existe et 1la limite est uniforme en ]Tl <2< T elle définit donc une fonction

analytique de T sur D(0 y rn)_ , notée G (?) . I1 est clair que

- O,n -
G n(T) =G, n'(T) si Te D(O, rn) n oo , rn,) . On peut voir ceci autrement.
v, 9 - '
D'aprés la proposition 1.et le corollaire 1, si T € n(o , rn) ’

(17 gy, p)'(0) = —Zkao(mqph)k’l B, (#1 ;T)) Simgp -1 3?1 (1 +m¥e)

La série du second membre converge uniformément pour lTl £p < T d'apres le

lemme 8, elle définit donc une fonction analytique, G, n(T) , sur D(0 , rn)— ,
b
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telle que :

h
1 ymap -1 y(a)
- T Zgzo ¢(a)(1 + T) 5
mgp

mY _ 44
Ga,n(L) = lzn_mh_,oo

mYy _ . - -
done Gv’n(.l.) =¢ (1) si T en(o, rn) n (o , rn,) .

1
u,n

Comme U p(o , rn)_ =D(0 , 1)” . Il existe sur D(O_, 1)” une unique fonc-

n20
tion analytique, G-H(T) , telle que, pour T € D(0 ’ 1)~ ¢

¢ () =1 :..}__z,mqph—l o(a) (1 T)\I(a)
o't T e T T a=0 a){l + .
mgp

Si T=(1+mg)® ¢-1 avec se D1, pp)— , L€ Efn , on a :
P

h . et
poe % Lo o) @M1 4 ug)*¥e)
" map

Ga((l +mg)® ¢ = 1) = lin

) .

h
as - 1 y,mqp -1 . 8 .-
= llmhfﬂ>;;;H zgzo 8(a) ﬂg(a) (a)” =8 Lp(s + 1, bﬁg

d'aprés le théoreme 1.

PROPOSITION 6. - Si 9 est non trivial

GG(T) = i%g%%i:ié%%-le((l +mg)(1+T) -1),

on I (1) ec[[T]].
Si U =¢ est trivial

log(l + T)

6e() = Togliv o)

I((1+a)z+D)-1),

o (7-q) 1(7) ez[lT]].

Si 6 est non trivial, on a claireuent :

GQ(Q - 1) =0 pour tout €€ E:pw .

Si 8 = e¢ est trivial, on a clairement
¢ (€-1) =0 pour tout €€ u - {1} «
D

Posons
mqp'-1 o y(a)
Fg h(m) - Zé:o 0{a)(1 + T) .
]

Si 9 est non trivial, on a
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Fe,h(C - 1) =0 pour tout Ce Ebh ;

si 8 =¢ est trivial, on a

Fe,h(g - 1) =0 pour tout €e uih - {1} .

Donc, si O est non trivial,
Ph !
7 = - 5 @ 1
Pe’h(T) ((1+1) 1) Je’h(T) ou gy € ol [T,

d'apres le lemue de Hensel ou le théordme de préparation de Weierstrass p-adique
[am 17,

Si 8 = e,

h
_(+mP -1
- m

i

Fa,h(T) Je’h(T) ou Je,h(T) € gP[[T]] .

On sait que
h
(1+m)? -1
h

D

1imhﬁm

;Jlog(l +T) si |Tl <1 ([awi 1], {Le 1) .

Donc, conme
-1 , A
e 1 o nl0) = ()
ngp

lim
on en déduit que, limy_, Jg h(T) existe pour |T] <1 . On pose
9
in = T ’Ov —1.
i, Tg (1) = 3(1) € Of[T7]
On a donc, si © non trivial,
u(r) = e +T) 5 (n) o (1) € 04 [1]]
] g ¢ 0 S

De méme,

_ 1 log(1+ M) . - (Y en [FET
¢ (1) =5 =B (D), ot I (T) z .
Posons, si © mnon trivial :

10€(iq+ mg) Jg(T) = Ig((l +mg)(1 + T) = 1) avec IQ(T) € QQL[T]] H

si 8 =c¢ est trivial

EQ%LQJJN=(T—®IJU+qM1+N-1)E%Uﬂ]'

PROPOSITION 7 [Iw 1]. - Pour tout caractére de Dirichlet 6 , il existe une unique

série de Taylor IG(T) € GGE[T}] , si 8 non trivial (resp. Ie(T).(T-q) ZP[ET]])
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si ¢ est trivial, telle que, si ® non trivial Ynz0, Vse€ D1, pp)- ,
=2 = et ron trivial
VEeyp

1Y

n
14((1 + ng)® ¢ - 1) = Lp(s , eﬁg)

(resp. si O = ¢ est trivial, V(s ’ Q) € (D(l , pp)— x H.u) - {1 , 1} ’
s .
Ie((l +mq)” - 1) = Lp(s , ﬁg)) | P

(1 + q)(l - p)
P

limTﬁq(T -q) Ie(T) = log(1 + q) .

Si © est non trivial, d'aprés la proposition 6, on a ¢

GQ(T) _ log(l + 1)

= Toetr T5aT T, ((1+mg)(1+1)-1) .

D'aprés la proposition 5, si

(L +m) =(1+ mq)s ¢ ou (s, ) ed(1, pp)— X Woo oy
’ 1Y

GG((l + mq)S L=-1)=s Lp(s + 1, eﬁr) y
donc
3+1 I R i
Ie((l + nq) 6 - 1) = Lp(s + 1, Bﬁg) .

Si 6 =¢ est trivial,

¢ (1) = %%E-i—:—% I((1+q)(1+T)-1)

d'apres. 14 proposition 5, si

(1+7) =(1+q)° € avee (s, &) ed(1, pp)—xg_w,
P

s p 3 .
Ge((l +q) b -1)=s Lp(s +1, ﬁg)
donc
s+1
Ie((l +q) € -1) = Lp(s + 1, ng)
et, d'apres le théoréme 1,
. m s s+1 _ .
ling (T-q) 1(1) =1in_, ((1+q) 1-q) Lp(s + 1, ¢)

s+1
(L+q) _=l-dgy

= lin_g p(s+l,€)

= (1 + q) 1og(1 + q)(1 - -;-) .
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Nous allons donner maintenant des expressions relativement explicites de IO(T) .
On notera ¢ 1'indicatriee d'Buler, donc si ae N - {0} , ¢(a) est le cardi-

#
nal de (2/a2) .

h
LEMME 8. - Pour tout entier h 20 et tout entier k¥, 0Lk Lp -1, il

existe un unique Q(mq)-uple't de nombres entiers ('premiers a n et a p ), tels que,

8i a est un élément de #(nq)-uplet, on ait :

(1) OSaquph—l, (a,mp):
(i1) l\b(a)—ktsp_h

En outre ce @(mq)-—uplet associd & k et &4 h est un systéme complet de repré-
sentant de (g/qu)w .

Les affirmations (i) et (ii) découlent imuédiatement de 1'isomorphisne 2

(z/nap” 2)" = (/mqz)” x 2292
1+ qp Z

et du fait que a —= y(a) est uniscuorphisne isonétrique (pour la distance p-
adique) du groupe nultiplicatif 1 + g g? sur le groupe additif Zp . La dernidre

affirriation du lenue est une conséquence de ce dernier isonorphisne.

DEFINITION 2., — Soit he N, k un entier, 0 sk ph -1 et soit S un
—_T— =

sous-cnsciible de Z . On définit alors > msk h) conne étant une som.ation sur les

entiers a e S tels que (a, p) =1 et l*\,;'}—kl ph.§_i_ S n'est pas
spécifié, on supposc que S = [0 , 1 , ees nqp - 1]

PROPOSITION 8. - Posons, pour tout caractére U et pour tout i € N :

(8.) -k ’
o, (k , h, 8) = Zg‘“’k’h) 8(a) (Q P )

On a !CPi(k , b, 98)]

()]
PN

9 est non trivial,

h
IG(T) = Lin,_, log(l + ng) ZﬁJ @1(14 n, )Ll 1+ T)k

nq 1+ ng
Si 8 =¢ est trivial et si 1'on pose a(p, €) = (L Q)I(,P = 1) q , on a :
10g(1 + q) Ol(p,e,) 1+ T\
1.(1) = 7 = - lin Zk:O o, (kyn,¢) (5 . q) .

Au langage prés, cette propogsition se trouve dans [Fw 1].

kah)

Par définition de , ON a

y(a) -k
P

’

7
~P
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donc
i@i(k , h, 8| €1 pour tout i el .

D'aprés le lemme 8, on a

h .
F h(T) =2 Zg_g -1 @(a) (1 + T)'l’(a)
= Eiilal (1 +T)k Z(m’k,h) e(a)(]_ . T)ph'<$(a)—k)/ph

_h . _h 1
=T ((Lem)P =) B (1) gk, 0 ,0)

cette derniere ser1v convergc simplement sur D(O , l)~ .

Si 8 est non trivial, qb(k , h, 8) =0 ¢t, dans ce cas,

h
(- C(em)? - im1sp =1 ¢, . mk
-T_—H i‘e’h(T) = T Zl?fl (Ph(T)) Zkzo (]_ -+ T) (Dl(k , b, 6)
1P mqp

d'ou le résultat si 8 est non trivial, compte tenu de ce que

linm, . lP (r)] =0 si |T| <1.
3i 8 est trivial, @O(k ,h,e)=((p=-1)q)/p, pour tout h >0 et
Osk\<ph"1o
Donc

- _ h .
Py u(1) = (1 + 1P - 1) {LPP—-TJ-)—LZM (2, (1)) Vllg_ol (1+1) ¢, b, o)

La proposition est démontrée.

PROPOSITION 9+ - On a

(i) Si ® est non trivial

:h'
IB(T) + lnﬁhﬁw et (1 T)k Z(m k,h) 6(a) {a) ;q;l + mq)

(ii) Si 8 =< est trivial

r(r) - eelir ) (Lealldop)

B
ap

h S o)
+ lm Zﬁ;gl (1 + T)kAZil’kﬁh) {a)=- (1 + q)

Posons
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0, si © non trivial
Q(P ’ 9) =

(1 + g)(1 - p) 1og(i=+ g)

si 0 = ¢ est trivial .

On & montwé, & la proposition 7 qu'il existe une unique fonction analytique bor—

né¢ sur D(0 , 1)

I(r) = 1(n) - LRt

- q

telle que, pour tout (s , ¢) e D(1 , pp)- x

@

b

Ig((l +mg)® ¢ -1) =1 (s, 81.) - quS’ 0) .
p ° (1 +mg)” C-1-9q

Posons alors

(T).__Zp"l (1 + 1)K z(mkh) 0(a) &)= (1;@

mr:p

.

Ton

Par définition de Zgé’k’h) , On a :

-k
Jk,h ‘ay - (1 +t
{ng ) 8(a) S22 ( ;HCL) <1
mgp

D'aprés le théoreme 1, on'a :
Si © est non trivial, pour tout (€ u,

P

Ie,h (g -1) = LP(O , ang) = I, (€-1),

si 0 =¢ est trivial, pour tout £ € By oy
P

(p- (1 + q) 1o
Tg,u(t = 1) =100, m) - =Ty O - ()

L - g - (=1t +q) 1 —d——y,
2?j71~:-a'(d(P , €) - m ph(l (14 q)p ))

—_ *r..
= Ie(a 1) +

Par conséquent ([Am 1] ou [B 27]), si 9 est non trivial

" " h
w _ w p _ g T
Io(r) = Ig  + (1 + D)7 - 1)8g (7)

respe si 6 = ¢ est triviael :
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(1) = Ii,h(T) + By(1) 3, (1) mod {rogll + 0) - (1 - 1 i a)? ) ;%}

1 1
x -—P —-——-————-—-g I Op[[T]] ’

ok
'

i 0o AT i m K
avee [|3g pil S iTgll et zse’h(l) exg[r]] .
Cette proposition se trouve déja au langage pres dans [P 17,
Le lemue suivant équivaut au fait bien connu que Lp(s , X) =0 si ¥ est impain

LEHME 9. - Soit X un caractdre de Dirichlet impair primitif de conducteur f ,
alors,si T e D(0 , 1),

h
s -1 5fp -1 y(a)
GX(T) = lim e x(a)(1 + 1)

est identiquement nulle.

On peut supposer sans nuire & la généralité (lemmes 6 et 7) que f est de la

forme m ou mg . Comme x est impair, il est non trivial. On a :

h—o

h
~ . -1 i-1Yp -1 k
“‘x(T) = lim __ — P (T) Zm ( () H 22 50 (1 + 1) gk, my )

mngp .

et donc

h

. -1 -1 k

¢ (1) = lin, o, = Ph(T) Zi:O (1+7) wl(k , by %)
* Rgp

h
(proposition 8). Or on remarque que, si (a , p) =1, 0<asng -1 et

ly(a) - x| < p—-h , alors .

0 <ngp’ - a <mgp” - 1 et l4(ngp” - &) - k| <p " .

Done @

2 cPl(k‘ , hy %) = }é'm’kyh) <(a) 3:_(_;1_)?;1_15

. 5(m,k,n) 2 dmap” - 8) -k
a h

p

. n
x(mgp "~ -

(. _h
_ ng,k,h) «(a) y(a) - *v}gmqp - a)
P

h

2
Donc |2 wl(k y b, x)l‘S ]q 2p ! ce qui entraine GX(T) =0 .

On est donc amnené & introduire la notation suivante IX(T) =0 si ¥ est impair,
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sinon IX(T) comme la proposition 6.
La proposition suivante se trouve implicitewent avec un langage un peu différent
dans [W 2] et [D 1],

PROPOSITION 10. -~ Soit « un caractére de Dirichlet de conducteur m ou 1ng -

—~1/(p-1)p"

Soit he N, r =D yonpose, si ne N, T = (1 +mg)* (1 +7) -1

Alors, si T € n(o , rh)~

h
Zéigp - X(a)(l + T)V(a) Z (EQP ) (Q(l M l)) I (Tn) ¢

-n+1

C'est une application de la proposition 1. Posons

h
ngp - Y tn
€ h T(t) =23 qp Lx(a)(1 + T)"’(a+ w) |
AT Bt |

(t) est une fonetion analytique de t sur

si |1] < p<rh5 g,, °
, 1)

ot o _Ex,n,
oo, 5P /-2

(]

" L/ (2-1)y-

D'aprés la proposition 1, on a, sur D(0 , p

n
(1#4e ) =% =t (1% gm0y .
Xoh, T n2l n i %0, T

Or
h n
- " ey .
g (t) = ngp” y(1 + 1) Z,mqp 1 __«(a) (1 + T)v(aftmqp )
et a + tugp
Or
h
__——;L-—fﬁ - w(a)_l (1 + mq)w(a+tmqp ) ’
a + tmgp
done

(t) = map" (1

+

Y T) szqph?l ufl( Y1+ T )v(a+thPh)
3t &x,h,T 2=0 xwoia 1 .

Par récurrence, il vient

e

L 4(k-1)
= 1) T g1 €, h, 2(8) =

- (mgp?)< (w(l + T)) Z,mqp ny L) (1 4 T l)w(a+tmqph)

D'aprés les propositions 6 et 9

O - ) OO e i)
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. - . =k+1 R .
ou Ix97k+1(T) =0 si xw est impair.

En particulier, si t =1

4 \ngp -1 y(a)
(1= €x,h, T)(l) (0) = Za:O x(a)(1 + T)

th,T

n (w(l + T)) I

= 3,5, (nap") (z,) -

=-n+1
W

I1 e¢st clair, comme prévu a priori, que cette dernidre série converge pour
< .
2] <=,
COROLLAIRE 7. - Soit ¥ un caractére de Dirichlet primitif de conducteur m ou
mng .

Si n €7, on pose :

¥ n+l

. h
(1) = 50 @) IRt e (00D

On a, wnod qph V)

X ?
bk,h,o(X)
s h
= ]_ims_’m - log(ls+ mq) Zim,kyh) x(a)(wia) )n Z£=E)-l \y(a + tiqp ) -k
ngp p
) o (0 + bi?i,l (%)
5 fla + tmqgh) -k
= limsqw - log(l +qu) Zéé,k,h) Xia)(géﬁlon §?=51 {\ g
mgp
%'bé?g,o é ini , 00+ bﬁ?%’z (x)
s y(a + tmgph) -k
- 11n, ot m0) Slen) (gyalady g (TR,
mgp

On a en effet :

elr) =4 +r) (@ )= (G+1)-n) LT )
hts ; 4
= limsﬁw-—:;%;jg EQZSP x(a)(1 + T)W(a) (1 + mq)ny(a)
e h+s
- 1imsﬁw-¥:€% Al -t x(a)(géngn (1+ )8,

ugp
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Doncec :

n _ h
p log(i + 1) IX(T ) + n log(l + mq) p IxFTn+l)

n+l

h s n
_yaa doe(l e mg) 5ptet slam)® ) wla) gn (g dlertman’)
S S k=0 a +=0 h
nqp a + tmgp

et donc mod qp” 0, [(7]]

)

h m
P loo(l +T) IX(Ln+l

h 8
= lin__ log(1L ; mg)Eizgl zgm,kgkbzizgl x(a)(——-ﬁiél—ﬁ)n (1+ T)k

ngp a + tmgp
h, h h
v (1 + )P (¥lartmgp )-k)/p"

Bn utilisant le fait que

n h
p" log(1 + 1) = 5 L=1) ()P o oqyned

20n+ 1
et que
(e + tngp?) - X h .
(1 + T)Ph(w(a+tmqph)—k>/ph - Zﬁao ph ((1+ T)P - 1)1
i

sur D(O , 1)~ , le résultat est immédiat en développant les deux membres en série
de puissance de Ph(T) , comrie & la proposition 4, et en utilisant 1'unicité d'un

tel développement sur D(O , 1) (lemme 4). On remarque en outre que

( w(a) *H)n - (wga))n

nod qph o, .
a + tngp A

D'ou le résultat,

4, Preniéres applications.

Le but de ce paragraphe est de démontrer le résultat suivant : Pour tout caractére

8, il existe au wmoins un entier j, 0 £2j <p -2, tel que
l .
B I =1
2 eyl

Ce résultat aura pour corollaire la nullité de b et u3 pour tout corps
‘abélien sur Q (voir auwssi [F 1], [Fw 1], [s 1]).
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LEMME 10, - Soit BieZ pour 1 £i<$n, et soit afieg_p pour 1 i g<n.

. m i - .
Alors, si F(T) = Egzl @, (1 + T)r, ®(T)e ab,l , et si les 3, sont tous dis-
tincts s
ltFll = suPlSiSn ]Q’ll .
Si di € gp , i1 est bien connu que (1 + T)81 € ﬁ; e On peut supposer sans
?
nuire & la généralité que 1 = lall = |a2| = eee = |anl = Suplsish lail « On va

raisonner par recurrence sur n . . 3
Si n=1, 11 est clair que éuplqu [(1+m)* =1,

Si n > 1. Alors, pour m > 1,

8, - 5

_____jii + 7YPL g - 1
e ((1 + 7)™ »(T)) EésiSh (

) . Bi—dl“m
n )Qi(l +T) .

Commie les Bi sont supposés tous distincts, on peut toujours trouver un indice
1 et un entier m tels que

“ b =1,

s
D'aprés l'hypothese de récurrence,

B. - B B,-B,—m

i 1 i
sup|,I,|<l |§;§2$1 ( @ ) ai(l +T) | =1.
Or
1 dﬂ _B o
SUP|p| I= o (e + )™ 7)) < imil
donc ||F| .

| = 1l = Suplﬁifh lail

PROPOSITION 11, - Pour tout caractére & , il existe toujours au moins un entier

jy, 0g£&2&q~-3, tel que :

(1) o uFZJ est non trivial

" .
(ii) 5 I g=1.
2 ey

Soit m ou mq 1le conducteur de 8 , avec (m , p) =1 (conformément & la con-
vention faite dans les notations). Si m > 1, 9uf23 est non trivial pour tout
entier J

Considérons le cas m = 1 , ce qui iuplique que p =5 (car © est pair). Dans

ce cas, 9= wzJ y, 0Z52jL<p~-3, et on a
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et conme p=>5, on a le(— 1, u?)] =1 ce qui entratne ||I 2“ =1 .

On peut donc supposer maintenant m > 1 ,

Posons, pour 1 <s <qg-1,

Iy o(T) -z Ss) 1 GO

ow
On a :
I 1) =3¢ J) 1 L (1)
Gurn,s( ) =1 (o) OQ-J-H( )= .
Sl W)y 1 (o n
(s a@'j( ) (s) 14 (1)
On pose :

m — q-l J 1 h— ¢
’S(l) = Zj:l w (s) Pe@'j h(T) (p - 1) g §;mqp 1 9(a)(1 + T)@(a) .
T a=s(p)

Donec, d'aprés la proposition 10, pour ITI <r

h ?
h S(T) - Zn:>1(mqph)n (W(l ; T)) I -n+1 F(Tn)
’ i bw  ,s
mgp’yn (y(1 + ) ‘
=2, w(s) C;(;y) SRS IG,s(Tn) .
Or on a, si |T| <1,
I o(T) = Tpo(t + DF (14 ma)” = F e 1) (@),

ol I<k)(T) =(dk/di) I, (T) . Donc si 7| <=
8,s . 8,s ! h '’

oo = T ) U G (03 (10 D) (1 mg)® - 1

h
2 G O D) (1m0

h
T DR ) (1 1+ mg)t BEGVT) gy

h
Posons (1 + (1 + mg)? %%57) =g(2) € Zp .

Si ITl < T, s Oonac:
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| h
(1+ (1 +mg)* %fgy)*(l+T) (1. 1B ¢ o

Donc si T € d(0, 1)~

1 °

k -
= ZkBO (}__;;__’1;_)_ Igl’ci(T) d.)(s) ?;::O (_ 1)1{—)2« (1;) ((l N T)ﬁ(z) _ 1) )

‘La série du second menbre converge si ITI <1, car W—i— I(k)d & il “ et,
k1 78,s 8,s

d'aprés le théoréme de Mahler, ([Ma Jou [an ]),

1lim lzﬁ:o (- 1) 4 (g) ((1+ T)g(é) -] =0,

ko

)B(z)

puisque & ——> (L+1T € G(Z% ’ Qp) si ]TI <1l.

Si l'on avait ”IG i =p <1, on aurait alors “Fe | £p <1, ce qui con~-
y S yh,s
tredit le lemme 10. On a donc nécessairenent jIe S =1 (ce résultat cst & rap-
’

procher de [ Gr 1]). Par ailleurs, il est facile de voir que, si ﬂ% I —j“ <1
pour 1 < j<<qg-1, on aurait “I6 s” <1 ce qui contredit le résu?%at précé-
9

dent, d'ou la propositiom, compte tenu de ce que I _j(T) =0 gi J est impéir.
Bw

Comme corollaire de cette proposition, oun obtient immédiatement le théoréme de

Ferrero-Washington pour p =2 et 3 ([F 1], [Fw 1], [S 1]).

-~ N\
THEOREME 2, - Si p=2, 3 et si K est un corps abélien sur Q , l'invariant

“p d'Iwasawa associé & K est nul.

On sait, [FLW 1], que si K est abélien sur Q , la nullité de p?(K) équivaut
a W% Ie” = 1 pour tous les caractéres de Dirichlet primitifs pairs, non triviaux,
de conducteur m ou nq , avec (n 5 p) = 1 , associés au groupe de Galois de K
sur Q. Si p=2 ou 3, (g/qg)* ~ {+1, -1} et v’ =c¢ . Done Ig=1

et I =0 .

9w2
8w

La proposition 11 donne le résultat.

5. Le théoréme de Ferrero-Washington.

Au paragraphe 4, nous avons démontré le théoréme de Ferrero-Washington pour
p=2 ou 3 . Dans ce paragraphe, nous le démontrons pour p 2 5 , Le principe de
la démonstration est d'utiliser la proposition 11, donc de supposer que
H%-Ig ol =1 et de montrer que ceci entrafne que ﬂ%-Ieﬁ =1, cette néthode
avaitwété utilisde déja pour p = 5 avec une technique différente dans [F 1]. Une
dénonstration différente, basée sur une formnule de Katz pour IB , a été donnée par
SINNOTT [3 1].
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PROPOSITION 12. - Soit x un caractdre de Dirichlet primitif de conducteur n

ou nqg, (m,p)=1.80it he N, soit v E.E . On suppose que
1+ 7

1 + ng
tion 10, on a, alors :

h
=v(1 + V) avee !V! < Ty = -1/(p—1)p . AJec les notations de la proposi-

hyn g(l + T)
Znal(mqp ) ( n ) I A-n+1(Tn)
Xw
. -1 log(l + nq)
llquw
4 mqu log{l + V)
iy 16 (avugp") /(a)
D1 CV RN TCI DL IR CR SLE I

Renarquons que les deux meubres ont un sens, conpte tenu des hypothéses faites
sur T et V . En effet avec ces hypothéses |y(1 + T)| < qph p—l/(p—l) et le
menbre de gauche a donc un sens, le ncubre de droite existe lui pour V €D(0 , 1)~

d'aprés le lemme 3 (cf. aussi la proposition 5).

5%
Supposons donc que Y € s ,et posons

p
y ; . h s
, 27 mqp
et
- 1 mqps_l V(a) W(a+tmqps)
&% Y,V(t> ="‘§Zé=o ww(a) v (1 + V)
’ ngp

De la proposition 2, on tire imnédiateuent, en prenant la dérivée en zéro des

deux nembres,

(1% g)10) =2 2 (1% ¢M)i(0)

(avec les notations de la proposition 2).

I1 vient donc ici :

L]

(1% e v,n) (0 = 2 E&LLwleSL )1(0)

Or, par définition de I el t OR @
XW

Lo (x ) 0) -

n ! KsYs V

g ew) (U D)y (a1 ev) v - 1),
XW

or y({(L+7V)(1+mq)) =y(1+1T),

() .

-n+l' n

I ((1+ )™ (1+v) y-1)=1
, »

-n+1
W

Et par définition
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(1%

“ e W), , py#lama?)
gx,'Y,V,h)' (0) = 1:Lm£_) Za:() TOR (1+7) ,

i 2

agp

X
. -1 - v Yyl &
lin, ., ~— Zc,mqp 1 w(a) “Yv(a)(l N V)"(d) .

(Lxg, )0

Il

Lgp
D'ou le résultat.
COROLLAIRE 8. - 3i helN, vye LT _ (1+7) avec |V] <z, , on a:
¢ = = Epm’1+mq _— h ' ——"~
5> hyn g(1 + 1)
n}l(mq1 ) ( n ) Iew—n+l(Tn)

l h
s - 1 log(l + nq) v,map =1 , u(a) ¢ (atmgp )
= 1:u_m)?l_%:> mqbz ToglT T ) Za:O daw(a) v x (1 + V) .

On applique la proposition 12 avec ¥ = 8 , et on remarque que ©w est impair,
donc d'aprés le lemme 9 , on a
i =1 1mqpia“l wla) y(a) _ .
lim, 7 Za:O sw(a) v (L + V) =0 .
ngp

LEMNE 1le = Soit v ep o, helN, alors :
P

. A : v h
yin =3 1og(l + mg) s ymap®ol g s M) v)v(a+mqp ) ’

he nqpff log(l + V) Ta=0
définit une fonction analytique bornéé sur D(O , 1) , notée He n "y(v) , telle
| 2t 4
ue |IH L1l
*

Supposons que { € L

, on choisit 4> s, 4 >h . HlMontrons que

S

) D . h
Z':gp 1 bula) Y¢(a) (1 + V)“’(a+mqp ) stamnae pour 1+ V=20Cep,.
a lad
P

J) | : h s A h
1821 gy H(e) cblamap’) | wmap -1 ooy u(a) 0701 y(ammap wingp®)

“a=0 t=0
Ou bien Qeﬁd-ﬁ’-s , et alors
P p
A-8 A h s
57 -1 gw(a+mqp +tmap ) _
t=0
(car \y(a + mqph + tmqps) , pour 0 &£t p’a_s - 1 parcourt un systeme complet de

représentant de (1 + qps z)/(1 + qu z) ).

Ou hien ¢ € J g et alors
p



- , h 8 h
-1 ~'(a+m +tmg -3 _yla+m
37 -1 vlatmap rtngp ) o s ¥(asmap’) |

si s&h,

8 . _ h 8
-1 . y( Y - 1
P () (a) y(amgp) _Fmap -l 6u(a) (v6)¥(8) _ ¢

9
si s>h,

zérzngps—l ou(a) vi(8) ,;W(a+mqph)

_ symep® ™t 8u(a) zph—l y(artngp™™)  y(arnqp +tugp” ")
= “a=0 &) S Y Y

h -
y(1+(ngp™/ (a+tngp®™?))
’

nqp® 2 b i (at+tn S_h)
=07 ew(a) P (v )Y w

{.,
=3

1 -h
2y ( 14(ngp /(a+tmgp° )

Or pour a fixé, est indépendant de t , donc, dans ce

cas,

ety, dans tous les cas,

8 | . ‘ h
Y P gu(a) yia) gelammap) _

On pout done écrire

2 h p
_ log(1 + mg) simgp™-1 ¥(a) y(atmap ) _ P |
g “a=0 dw(a) v /(1 + V) ((1+v) L) H@,h,Y,»”’(V)

hY

o Ty o z(V) € Op[[V]] , d'aprés le lenme de préparation de Weierstrass p-adique
2ty Ty
[am 17].

Conme

i
. L+ V)P -1 : -
Lo, ., % HB,h,Y,z(V) existe pour tout V € D(0 , 1)

b
et que P
(1+7)P -1

AR A
p

1lin

=log(1 + V) si |V|] <1,
on en déduit que
o, HB,h,y,Q(V) = He,h,y<v) € QPE[V]J .

COROLLAIRE 9. - Soit Ve D(0 , 1)7 fixé. Il existe sur D(0 , 1) une unique

e ot i i

fonction analytique bornée de T , K9 h V(T) , felle que, pour tout v€ p _, on
9=+
ait p
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Ko n,v(Y = 1) =Hy, (V).

Dlapres le corollaire 4, il suffit de pontrer : Il existe M € B+ tel que, pour

tout ne N, pour tout k , OSkSpn—l,ona

s = 2, . H, v’)] <H .
P ek n ’
Or on a
H v
2ep n @,h,v< )
- 14 ~ 1 log(l + mq) Z(u k n) G‘w(a).(l N V)f;r(aﬂnqph)
= e ™7 Tog(l + V) 2 .

ngp aagp”

Si ¢=1+Ve p,, onwontre, conne au lemme 11, que, pour 4 assez grand,
P

, h
Z(mykyril) &.U(&) 5V(a+mqp ) =0
a<ugp

et on en déduit donc, comme au lemwe 11, que

pn, =t loall v ma) slekm) gy, V)“”(amqp )

L Tog(l + V) atigp”

= b (M e 0 [[7] .

LEMME 12, - On a, pour he N, yeu _, Ve DO, 1)
P

h—l k
h,“Y(V) = -0 bk,h,O(V) Y

h h h
(P -y e (P - 078, (0,

A,

ob lHZ’V(’Y)| <1, etob

- 1 log(l + mg) Hm,k h)
4~ 4 Tog(l + V
nqp g( )

n
bk,h,o(V) = lin gu(a)(1 + yy¥(amap ) e o [v]]

'a.<mqp

h 1(V) = 11m Z(m k,h) vw(a) M
! a<uqp p

4-n n h
. - 1 log(l + mg) 5p* -1 sy¥(artnan +map ) ¢ o rry

L'existence des fonctions L n, O(V) , bk h l(V) et 2 V( {) , appartenant 2
'op[[V]] , provient du fait que lK6 n, V( Ol €1, 88 Ve D(O , 1), Ye b o
’ P
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bk,h,O(V) a déja été effec-
tué dans la dénonstration du corollaire 8. D'aprds le corollaire 6, on a

de la proposition 4 et du corollaire 8., Le calcul de

[

s p -1,
bk,h,l(v) = Hng . Zﬁ:o J bk+jph,h+s,0(v) .

bk+jp“,h.+s,0(v)
-1 log(l + ng) <(m,k+j h h+s) ¢(9+moph)
= lim 37y ETIR Buw(a)(1 + V)V
Ao 4 log(l + V) A
ngp a<uqp
h J=h-sg hts h
i -1 log(l + nq) (m,k+jp ,hts) . 14 -1 ¢(a+tmqp +mqp )
agp
s , —h~ ) -
51 0gasn™ -1, [y(a) - e+ 7] o, oma g=Halob »°2,
P o
d'ou le résultat en posant h + s =n et en remarguant que, si 0 £ j .sipb -1,
alors 0 < a.fimqph+1 -1 et |(q(a) - k)/phl $1

LEiHE 13, = On a

il

, h
_ K '
pk,h’o(v) (1 + V) %450 ((1+7)? - e h1

h .
bk’h,l(V) = (1 +7)K Ziao ((1+7)? - 1)* Sen,it

En outre, si IQ(T ) 2O(Ph(T)) Zk (n) (d)(l + T)k , on a,
mod qph 09 ’

10g(l + 1q) {2 bélf ol8) - bif%,l(e)}

- 1. (1) (1) (1) (3) -2
E — b ®
2 T Togl(l + mq) & bk,h,O(e) 7 “k,h, 1 (8) +3 Py h, (0) + 7 bk,h (857)}
1 p : ) 1
D'aprés le lemme 12, bk,h,O(V) = Op[[V]] et bk’h’l(J)ez Op[[V]] , donc,
d'apres la proposition 4, on peut écrire :

b n o) = 250 (B ()t Zflfl ©pn a1+ 7)*

by 1 () =T (B () 2T e, et

A h,i

- 3 Ao - o 4
Les expressions de k h, O(V) et bk,h,l(v) données au lemme 12 montrent
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e . - - . . . R
inmédiaterent que C/L,h,i d;z,h,i 0 si &#k, ot ceci pour tout ie N .

On a, si |V| <1,

h h
\ - 1 i

L0’ -1y, tr (P - 1) -+ 1P - 1) 4T e (e (7))

p log(1 + V) . >

En utilisant 1l'expression de b (V) donnée au lemne 12, et 1'unicité du dé-

k,h,0
velopperent, il vient :

o - 1im ~ log(l + ng) Z(mkh)g()‘g(a+nop)—k

21,0 7 g™ a<mqp’ p"

- log(1 + mq) Z(m k,h) Bl ) y(a) - x

= lin
| 30 h h
v mqp a<ugp p
. 1 v—(ua k,h) w( ) h
+ 111412_9m =y ‘ v(a ) mod gp Ob ’

X
P aqp

h
D'aprés le lerme 9 et la proposition 9, |ck h, Ol < |ap | . De méue, il vient

c ~Lc - 1lim log(l + mg) Z(mkh) ou(a) A ‘V(d”fmqp ) —k>
k,h,l 2 k’h,o "7'—-»@ ‘ ;&"‘h p
mgp a<aqp” N
done
(ya) -k
yla) -
c = 1in log(1 + mQ Z(m k,h) ew(a)i'—'—"'ﬁ'—'
ot T np™ e P2/
ap qp \ p
+ lim Z(m k h) 8(a) w(u) \i(a) nod th Oe.
Jb%
p a<1.1qp p

D'apres le lemme 9 et le corollaire 7,

=_ —n L)
°k,h,1 ‘m kh0<e) nod qp- &

1og(1 + mg) (m k,h) ¢(a * 5gp ) —

- 11 . S \Llg By

lin P T > .y Qw(a) ph
ngp fa,ﬁlqp 3

d'aprées le lemme 9, lec corollaire 7 et la proposition 9,

a) -
ckhzz:-;: h1+11m Z(mkh) Gw(a)/ )
e p’ a<mqp a
1., (m,Xk h) suw(a) y(a) - k h o
-5 ln, 2-—h > = mod gp Yy .

a ~mqp P
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Donc finalement @
(1) (1) h
m {_"‘ bk,h,O(g) - bk,h 1(@)} rod qap 'f)e .
De méue,

(m,k h) y(a
= lin S 2 Bw(a) —"'—"'—
%,1,0 any E

A-n n h
. lin - log(1 + mq) Zp -1 y(a + tngp + mgp ) - k

= 1inp 2(mkh)g()\r(a)-k

S—

a<mqp P
. - log(1 + nq) Zp n—-l y(a) ~k - ng tanh + 1} nod ph V)
x 11“124 —h t _h log(1l + uq) a : o
ngp P
On obtient donc
= 1lin s(kn) Sala) yla) —Xk 4 o0 o
dk,h,O - no n-h & °
9] a<mqp P

. -n (1) h
= Tog(1 + 1q) khO(U) mod qp O «

De méne,

J,h) ooy y(a) -~k
sEn) gy(e) Hal ok

1
== d + lim
G on,1 T2 “k,n,0 e L ,

n h
) ! tn : -k
- log(l + mg) ¥ p¥ -1 (\p(a I thap - AP )
t=

x lim?&_m =y }2)
ngp
=1
dk,h,l 2 dk,h,O
) n

: (b,k,n) uw(a) 4la) -k . 1 a1 oy(a) -k 5

+ 11mn_mz /’ ,n ~ 5 x lin 4o TIh %:O = 5 nod qp
asgp P P P
Done
=1 . 1 (mkh) vw(a) ru(a) - k2 s h oo

Y n,1 57 %m0 T e h (B2 @® Vg

a<mqp & P

h
donec, mod gp 09 R

— - Qg (l) 2 n )
dk,h,l 2 1og(1 + nq) khO ~ Togll + nq) kh 1()

Bnfin,
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1 1
==4 - =
Ye,n,2 =7 Yn,1 73 %,n,0

, ila + to n+mq;}>l)—k
e 1 ylmkn) gy la) =k - 1og(t +mg) 5 %
n—w n h A A=h t—o
a<uqp P Lgp

3\

donc, mod qph %

=1 - L
Y2 =73 Y%n,1 " F 4,00

+ 1im §n k,h) dw(a) v(a) -k {1 M’r_-—k) _(—%;) y(a) -k _ ""&l,.‘ ]
e a<agp pn"h 2 ph 34

donc, mod _qph g

1 _ L
Geon,2 52 %,n,1 ~ 3 %,n,0

+ lin sm,k, h) @w(a) W(a; - X

n—e n—h & n &
1Y asqp 3

+%(w(a)£k)2+u(a)—k}
D

_ 1 <(mXk,h) Bu(a) y(a) -k .

+ linm N

1) a<agp 6;13 P

C'est-d~dire finalenent, gréce au corollaire 7 et aux calculs précédents,

nod qph Oe ’

=_1 (l) . 5 nq .L)
dk,h,2 T4 1og(1 + 1nq) k h, 0(3) 2 log(l + mq) k h, 1(9)

( -
-3 T ° kl})1 ,(0) - 2 ? Torli o) ® ffr)l o(86™?)

Ce qui ternine le lemme.

L'importancc de ce lemwe vient de ce que dans 1'expression de d.k h.o figurent
b g ]

a la fois des coefficients de I(—) et da Iew—Q .

LiMME 14, - On pose, si Y €u , n €
— P

NS

’

1 h ( ) k
I((1 + ng)™ " w1+ 1) - 1) = aO(Ph(’“)) i;o e, ;01 + 1)
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(‘\"(1 + V)) I

I i ((1 + ng)™ ¥(1 + V) - 1)

" ~1+1
i opiei Kk
"Zigﬂ (p, ()" 20 3 B g (LT

Alors, mod gp 6% y 851 p=25, on a

N B o0) (@) - 50 (e .

logll + mq) 2 k !

La deuxitme égalité existe, en vertu dec la proposition 12 et du lemme 11, donc

en particulier lak h il S1 .
2

Remarquons que, si n>22, p=25, on a

((1 + o)™ (1+7V)=-1) =0

(mgp™)" (v N "y 1

~n+1
g Bt

h
moa{((1+ V) - 1? ¢ [[V]}, o o[[v]]) .

En utilisant 1'unicité du développement suivant les puissances de Ph(V) , 11

vient, mod qph OP ’

- B0 (0 ,
& 1,2 © TogT —m0) k})u(@*)*—m@ kl)106Y)°

THEOREME 3. - Pour tout caractére de Dirichlet & primitif, pair, de conducteur

m ou mq, on a ﬂ% Ien =

On va raiscnner par l'absurde, on peut supposer que 25, 1lecas p=2, 3
ayant été réglé & la proposition 1l. Supposons que f§ 0” pm“'a avee g >0 .
D'aprés la proposition 11, on peut supposer que : y% I _2H =1, 6&72 non tri-
vial, donc =0 .
-2
ow

D'aprés la proposition 4, on a, avec les notations des lemmes 13 et 14,
o h
lblir,l})l,i(sY)lsppeipourtout nelN, hel, ieN, 0Lksp -1, Yep g

Soit Ke le nombre de zéros de I, dans (o, 1), Ay est fini, car

IG(T) € Oe[[T]] » et 05 cst une extension finie de Qp . Choisissons h de telle

sorte que - 1 . Alors, d'aprés le corollaire 6, il existe k ,

Mour2 S P

0 £k < ph -1, tel que iB% O (dw 2)| , on chm31ra k vérifiant cette con-
dition. Choisissons Ye W de telle sorte que |YP - l| > _ue , ce qui est

toujours possible. p

D'apres 1l'unicité du développement en série de puissance de Ph(V) , On a avec

les notations des lemmes 13 et 14, d'aprés le corollaire 9 et le lemme 12,
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K h h

- ‘v)‘L _ _ ,_p 2

D Vapre 38 e sions d ! &
onc, d'apres les expressions de ck,h,2 ’ dk,h,2 et ak,h,2 , d'apres les

choix de k , h et  indiqués ci-dessus, il vient, puisque p =5 ,
Ph *)h
Ick,h,2 (v -1) dk’h,2| = v - 1] (lemue 13)

lak,h,zl $o (lemue 14).

On a donc une contradiction, car la congruence écrite ci-dessus implique que
P s
lak h 2' = lY - l| > p d'apres le choix de vy .
249

D'ou le théordne.

COROLLAIRE 10, -~ Soit Kg le nombre de zéros de IS dans D(O , 1)— . Alors si

A _2$ph—l et \%I Li=1,
Ow Ow
on a
) h 1
?\9531)—1 et !%-516“::1.
La démonstration du théordme 3 montre en effet que, si A < ph -1 et
ﬁ% IQW'SH =1, alofs)nécessairement il existe( k, 0Lk 2?5"1 tel,?ue si
| . 1) L : 1) (ay _ . 1) -
P =25, ou bien lbk,h,O(G)l =1, ou bien lbk,h, (3)] =1 ou bien bk,h,2(e) =1,
ce qui entraine, d'aprés le corollaire 6, AG <3p -1.

7 N
THEORENE 4 ([F-¥w 1], [S 1]). - Pour tout corps de nombre K abélien sur Q,

pour tout nombre premier p , 1l'invariant Mp d'Iwasawa est nul.

Soit K un corps de nombre abélien sur § . Soit I' un corps cyclotomique con-
tenant X, F = ¢], ob £ est une racine mqpn—iéme de 1'unité, primitive,
avec (m , p) =1 . On sait, d'aprés Ferrero [T 1], que up(K) $1Mp(F) , et que
pp(F) = 0 équivaut & py =0 pour tout ceractére de Dirichlet @ , primitif, pair,

non trivial, de conducteur divisant mqg . Le théoréme 3 donne le résultat.

Le théoréme 4 est le théoréme de Ferrero-Washington, cette démonstration est
différente de celle de [F-W 1] ainsi que de celle de [3 1], qui est basée sur

d'autres formules donnant I9 et qui parait plus simple.

6. Majoration de A pour les corps abéliens imaginaires.

A £q 3 . e o s +

Soit K un corps de nombres abélien sur Q , imaginaire. Soit X  le sous-corps
totalement réel maximal de K . On suppose que le conducteur de K n'est pas di-

visible par pgq , i. e. K peut &tre plongé dans un corps cyclotomigue engendré
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par une racine de 1'unité d'ordre m ou mq , avec (m, p) =1 .

Soit K K[€ 1, o0u ¢ e_& , et soit K son sous—corps totalement réel

maximal. b01t hn le nombre i% classe de Kn , et h; celui de K; .

On sait ([Ha 2] ou [Iw 1]) que h; = hn/h; est un entier. On pose K, =X,
K" =K .

0

Hotons CH (K) 1le groupe des caractéres primitifs impairs de K , i. e. les
caractéres de Dirichlet primitifs, impairs, de conducteur divisant m ou mq « On

a alors la formule analytique pour h; ([Ba 27, [ 1]) :
= n ptll - -
M =R P heon (k) Qei =3B

Posons xw = u . Donc, par définition de Iu ’

- 3, (aw! ne) = Iy(L - 1) .

3i 6 = e est trivial, alors L% Ie(g - 1” = sz%‘fl , donc
- - n ’
bD =g PP, (3 1(¢- m (5 Ig(¢ = 1))
no 0 12 Gw_]E,CH_(K) Gu -1} 278
P O#e P
et par conséquent
- - pnu_+nh~+v_
lhnl = lhol P y POUr n 2 n,
avec
=2 by et AT =2 ) )\9 ,
Bu ]E o (k) 8w “€cH (K)
B-t¢ 8¢
o 1o ~Hy ,
ou Mg est défini par ”5 IG“ =P , et Ae est le nombre de zéros de Ie dans

p(0, 1) .

-

L@ME 15, - Le nombre de zéros de I, (T) -Z' L 5(a W1 + T)“’(a) dans D(0,1)

s . h .
est majoré par p -1 =i

-1
n-1 _ (mg - 1)P h
NS 3 Sp -1

fa

3i a et b sont des entiers positifs distincts inféricurs & M , alors

P, 1nfer1eurs ou égaux a mq -1 , on a

« Donc si a et b sont des entiers nositifs distincts premiers a

ly(a) - 4(0)] 2 —F—v .

(mq _ l)TJ—'

En effet :
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l4(a) = ()] = [9(2®™) = (" ™1)] = ¢a®t - P Y3 of(ug - )P

Donc a fortiori |a - b| = ¢/(mq - 1)P71 .

Soit h € N tel que ph-l < (mq - 1)p—l/q < ph -1.

h
Notons ¢h(a) l'entier positif ou nul tel que 0 < wh(a);f p -1 et
l?h(a) - W(a);-s p—h . Soit aO 1'entier premier & p et & m tel que

0 <a
~

0 Sng ~ 1 et

SUP) g1 i (a) = wla))

est unique. Posons

dlaprds ce qui précéde, &y

W = i :Z n
q,h(ao) N, et le,o(T) o 2 T e

On a
a =3 PO p(a) (Ha)y

et en particulier, on a

aNk's G(ao) mod p O,

et G(aQ) #0 , car an premier &4 m et & p, et € est primitif. Donc |aN |=l.

LETE 16. - On a, si p 23 ,
-1)/
hp(p /2 _
25~ P D - 1

£

ol ph est comme au lemmc 15.

La démonstration de la proposition 11, montre qu'il existe toujours un entier

: h
i, 052jgp-3, tel que A ,.S$p -1.
\ gu" h h h+1
D'aprés le corollaire 10, si A 0 Sp -1, alors A, £3p -1Z50p -1 .
cw

s N\
THEOREME 5. — Soit K un corps agbélien sur Q totalement imaginaire, soit

KP(K) l'invariant d'Iwasawa attaché & ce corps. Soit m ou mg le conducteur

de ce corps, alors :

(p-1)/2 _ |
p~1

xp(K) <2 g(m) pr 2

ohn 2 est 1l'indicatrice d'Buler, ou

h=[(p-1)%‘y—l—)—-1]+1

( sn est le logarithme népérien et [ ] est la partie entidre).
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C'est clair car la cardinal de CH (K) < %(mq) , et

- s 3 > #(nm) s P—3)/2 W
00 S 2 1500 § 2 5(a) gy (522200, (e

Cette majoration est du méme ordre que celle de [lie 17.

COROLLATRE 11. - Si K = g(é) y o L est une racine primitive p-idme de 1'uni-

té avec p =5, on a:

AE) g2 2/2(-1)

Clest clair.

Cette majoration est du méue ordre que celle de [Me 1].

Conclusions. Je remercie John COATES de 1'intér8t qu'il a manifestd pendant 1'éla-
boration de cet article. Je remercie aussi Yvette AMICE pour les nombreuses remar-

ques et corrections qu'elle m'a signaldes [An 4],

Simultanéuent W. SINNOTT [3 1], a donné une autre déuonstration du théoréme de

Ferrero-Washington basée sur les formules de Katz, [Ka 1], donnant I qui est

B 7
plus siuple techniquenent parlant.

Le principe de la déuonstration qui est présentde ici est simple, on nontre que :
q ¢ ’ q

=

IGH =1 (théordne 3)

nof

(1) i%I Ql=1 implique |
o
w

i

(ii) on peut toujours supposer que nk I W= 1 (proposition 11).
i o i
w
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