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UNE VERSION LFFECTIVE DU THEORENE D‘IRRﬁDUCTIBILITé'DE HILBERT

par Pierre DP'BES (w)

Introduction. - Nous nous intéressoms dans cet exposé 2 la structure arithmétique
des polyndmes spécialisés P(x , Y) , o P est un polynlue irréductible dans

KX, Y], k estun corps de nonbres, et x un élément de k .

I1 n'existe aucune raison a priori pour que P(x , Y) soit irréductible dans
k[Y] ; cependant tous les travaux réalisés sur la question uontrent que 1l'ensewble
des éléuents x de k tels que P(x , Y) soit irréductible dans K Y] est "gros",
en des sens divers ; par exenple, d'aprds le théordme d'irréductibilité de Hilbert
[5], qui cst le point de départ des investigations ultérieures, cet ensenble est
infini.

Mais jusqu'a ces dernieres années, on ne disposait pas de résultats effectifs,
c'est-i-dire des résultats disant od sont, et oi ne sont pas, les éléments x de
K feceptionnels" (ceux pour lesquels P(x , Y) se décompose dans k[Y] ), disant
si un élément donné x de k est, ou n'est pas, "exceptionnel", enfin s'il 1'est,
comment se décompose P(x , Y) . Les théordues 1 ot 2 de cet exposé, qui généralisent
des résultats de P. BUNDSCHUH [2] et de V. G. SPRINDZUK ([8], [97]) apportent quelques

élénents de réponse & ces questions.

Notations. - Les valeurs absolues v d'un corps de noubres F seront norrali-

sées de telle fagon que :

- si v/p (c'est-a-dire si v prolonge la métrique p-adique sur Q , p étant

un nombre prenier)
lol, =27
v
- 8i v/@ (ctest-3-dire si v est archimédienne),
lxlv = lxl pour tout entier rationnel x .

( | | désignant la valeur absolue usuelle sur g’).

3i v est unc place de F , nous noterons Fv le conplété de F pour la métrique

v, et ds le degré local de la place Vv par rapport & Q défini par :

di:[FV:g_v].

(w) Pierre DEBES, Institut Henri Poincaré, FRA 979, 11 rue Pierre et Marie Curie,
75231 PARIS CEDEX 05.
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MF désignera 1'enseuble des valeurs absolues nornalisées de F .
3i x est un noubre algéhrique, u(x) désignera 1la hauteur logarithmique absolue

de x définie de la wmanidre suivante : si F est un corps de noubres auquel x

appartient
1 F
h(x) *'[?77'§§I 2 _MF dv log max (1 , ‘X!v) .

I1 est classique que cette définition ne dépend pas du corps de nenbres I conte-

nant x .

1. Un résultat d'irrdductibilité.

Soient k un corps de noubres, et P un polynéne irréductible dans KX, Y] .

On suppose en outre que P vérifie 1'hypothése suivante, notée (H) :

(5) I1 existe une série formelle Y =2 1E1Xp 4 coefficients

= -
120 a=2Q, al

.
gébrigues vérifiant

P(X, ¥)=0.

Soit K le corps k((ﬂm)m>o) s il est facile de voir que X est un corps de

nonbres.

THEORIME 1. — I1 existe deux constantes a , b

dant que de P , telles que :

, strictement positives, ne dépen-

Si g est un nombre algébrique non nul, 4 rgentier positif, v une place du

corps 1(g) , et si

d%( g)/[K(s):Q—J d k (%)

(1) el < a exp{-

Lk ne) - (o1,

alors P(€ , ¥) est divisible dans k(&) Y] par un polynbuc irréductible dans

k(g)[ Y] de degré stricteucnt supéricur & d .

Pour conclure & 1l'irréductibilité du polyndne P(g , Y) sur k(g) , i1 suffit de
vérifier que la condition (1) du théoreme 1 est réalisée pour d = dng P-1.

D'ailleurs 2 cause de 1'inégalité triviale :
£(8)

v
K(g) : Q

_~

log |g| 3 - n(g),
le nombre d = dng P - 1 est la valeur maximale de d pour laquelle la condition

(1) peut 8tre réalisée.

Le thdordne 1 généralise sinultanéuent deux résultats, 1'un de P. BUNDSCHUH ([2],

Théorére 1), 1'autre de V. G. SPRINDZUK ([8], Théordue 1) 3 dans 1'énoncé de P.



10-03

BUNDSCHUI, v est archinddienne, k = Q et les constantes a , b dépendent aussi
du degré de § ; quant & 1'énoncé de V. G. SPRINDZUK, il correspond au cas particu-
lier du théordue 1 o k=K =Q , P est absolument irréductible (ctest-a-dire
irréductible sur la clbéture algébrique de 1Q ), & est un nonbre rationnel, Vv une
place finie de Q et d = dng F - 1 3 en outre, dans ces deux énoncés, on fait

sur P 1'hypothése suivante que nous noterons (H!'):

(') T existe un nonbre algébrique T, vérifiant

) = ! MT.) £ 0 .
p(0, W) =0 et PYO, 7)) #0O
Il est classique que si P vérifie (H'),alors P vérifie (H) avec K = k(?b) .

Dans le cas d'un éléuent € de k , non nul, tel ‘il existe une unique place
v de K telle que |§|V <1 (par exemple, si £ = pn , Ou p est un nombre pre-
mier non décomposé dans K , c'est-ad-dire %8l que 1'idéal engendré par p dans
1'anneau des entiers de K soit une puissance d'un idéal premier, et n est un en-
tier supérieur & 1 ) la condition (1), avec d = dng P -1, sléerit

- —lﬁ:gl—-+ b'JEZE) - loga<0.

dng P
On déduit donc du théorene 1, le résultat suivant :

&
COROLLATRE, ~ Soit € wun éléuent de k  tel que MK(g) = {ven ; Ig}v <1}

ait exectenent un élément.

Si n(g) > ho (gg_ ho est une constante positive ne dépendant que de P et de

Y ), alors P(&, Y) est irréductible dans K Y] .

Remarque. — Si K = Q (cas traité par SPRINDZUK dans [8]), le corollaire s'appli-
que aux & de la forme pn , o n est un entier supérieur & 1 et p un nombre

preiiier quelcongue.

Intuitivenent, le résultat du corollaire signifie que si un nonbre § est "aritmé-
tiquenent simple", alors P(g , Y) est lui aussi arithedtiquement simple dans K Y]
Le théortne 2, plus général que le théordme 1, va mettre en évidence un lien entre
la structure arithmétique de § (1a déconposition de 1'idéal fractionnaire engendré
par £ dans l'amneau des entiers de K , qui interviendra dans 1'énoncé par 1l'inter-
nédiaire de l'ensemble des places v de K telles que |§|v <1 ) et celle de

P(g , Y) (décomposition en irréductibles de 1l'ammeau principal Y] ).

2. Le résultat global.

Soient k , P, Y, K coumne dans le paragraphe 1. Pour toute place v de K,

nous noterons Rv le rayon de convergence de la série formelle Y pour Iamétrique v .

A cause du choix des normalisations des valeurs absolues que nous avons fait, Rv
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ne dépend pas du corps k ; si ko est le corps engendré par {Q et les coefficients

de P, et KO le corps k ((“')

de Y dans le complété de O pour la restriction de v a KO .

D'autre part, pour toute place v de K, RV est stricteunent positif. Si P

/O) , alors Rv est égal au ravon de convergence
T "

vérifie 1'hypothdse (') , c'est sinplement une conséquence du théordue des fonctions
implicites. Dans le cas o P vérifie seulenent 1'hypothése (H), il faut recourir

4 des résultats plus sophistiqués : le thdéordue d'Eisenstein [4] pour les places
finies, et le théoréme de Frobenius-Malgrange [ 6] pour les places archimédiennes

(i1 est classique que la série foruelle Y étant algébrique sur k(X) est solution,
formelle, d'une équation différentielle lindaire & coefficients dans k(X) 2 poimts
ainguliers réguliers ; d'aprés le théordie de Frobenius-lialgrange, c'est une solu-

tion convergente).

La série fortelle Y induit donc sur la boule ouverte
BO,R)=1{xeX ; |x[_ <R]

v v

une fonction Yv , strictement analytique sur toute boule fernée du B(0 , Rv) et

vérifiant ;
Pour tout x dans B(O y Rv) R P(x , YV(X)) =
Le théorsue suivant est le résultat principal de cet exposé.

THIOREME 2. — I1 existe deux comstantes A , B positives ne dépendant que de P

et Y, ayant la propriété suivante :

3i & ocst un éléuent de k , non nul, Q@ un polyndue dans Kk Y] divisant

P(g, Y) dans k[Y], et 8(¢, Q) 1'ensemble des places v de K vérifiant :

lgl, <r et oy (g))=0.

Alors

(2) ![if‘%jij z%eS(g,Q) dE log min(1 , |§|v) djzg g n(g)] <4+ B V;RED

Le résultat du théorene 2 est compldteuent effectif : les constantes 4 et B
sont toutes deux calculables 3 partir des données ; Jje donnerai dans [3] une valeur
explicite pour ces constuntes. Notons aussi que, guitte & les grossir un peu, on
peut deuander & ces constantes de ne dépendre que de P : il n'y a en effet qutun
noibre fini de séries foruelles (au plus dng P ) vérifiant 1'hypothdse (H). V. G.
SPRIGDIUK & dduontré le théorsnme 2 en 1982 [9] dans le cas ob P est absolument
irréductible et vérifie 1'hypothése (H') avec 'Q) €k (ot donc K =Xk ). (En fait

1thypothése d'irréductibilité absolue ¢st dans ce cas sup»rflub puisqu'elle résulte
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de (H) si K =k. ). D'autre part, daus son énoncéd, A ‘et B dépendent égalenent

du corps k .

On peut interpréter le théoréme 2 coumtie un résultat sur la distribution des Yv(g)
qui sont définis, & 1'intéricur de 1'enseible des racines de P(g , Y) . En effet,

d'aprés la formule du produit,

) 1 K Jog ui :
o(s) = = T fey, G T min (1, T8l) s

1 /2
+ ) prds, la probabi-

1'inégalité (2) du théordue 2 signifie donc, qu'ad un O(n(3)”
1ité (selon la loi image par 1l'application v |--> ds log Igiv ) qu'a une place v ,
dans RK(g) = {v € M ]g!v <1} , d'appartenir  un enseuble du type 3(& , Q)
(Q &tant un diviseur de P(g£ , Y) dans K Y]) , c'est-2-dire la probabilité qu'a
un X;(g) d'8tre une racine de Q , est égale a deg Q/dng P, ce qui est relati-

veunent naturel.

&n particulier, si P est absoluuent irrdductible, les YV( £) , qui sont définis,
sont (toujours 2 un terme d'erreur prds) équidistribuds & lYinterieur des racines

du »olyndue P(g, Y) .

Disons enfin qu'a la lunidre de cette interprétation du théordne 2, on comprend

uieux pourquoi son résultat est banal dans les cas extreémes 9 € k et Q- P(g, Yk

Le théordme 1 se déduit facilewent du théordie 2 (nous le montrerons en détails

dans [3]).

La résultat que nous donnons naintenant généralise le corollaire du théoréue 1 et
corrobere 1'idée que l'on en avait dégagée selon laguelle plus un noubre § est
"arithuétiquenient siuple!, woins la structure arithuétique de P(g, Y) est cou=
plexe.

« o
COROLLLIRE. — Soient € un éléuent non nul de k , et P(E, ¥) : u Qll y eee s Q;a

la découposition de P(g , Y) en polyndres irréductibles distincts Qi de 1l'anneau
Y] .51 n(g) >n, (b b
de Y ), et si MK(Q) désigne l'ensemble des places v de X telles que |§|v<1,

est une constante positive ne dépendant que de P et

alors
r < Card MK(é) .

Dénonstration. — On d4déduit aiséwent du théordue 2, 1'existence d'une constante

hl 20 vérifiant : 31 €€ ket n(g) > h, , alors, pour tout polynbme Q divi-

sant P(Y , Y) dans kY] tel que deg Q21 , on a
s(g, @ nils) £ 0.

Ltaphlicatinn
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3, = e MK(Q) ; |§|v < RV} —>{1,2, ..,r}

v y=—> ilv) , défini par Qi(v)(YV(g)) =

est donc surjective. L'inégalité denandde en résulte.

3. Une esquisse de déuonstration du théordue 2

On rerarque tout d'abord que ce que 1l'on veut obtenir, clest une estiuation de
dez Q qui, si Q est un polvndne irrdductible dans K Y] , est égal au degré sur

k des Yv(g) oh v déerit l'emseble 3(¢, Q)

-

Le probléue consiste donc en une étude arithuétique de valeurs de fonctions algé-
brigues jon va le traiter en utilisant des uéthodes develonpées pour 1'étude de va-

leurs de fonctions transcendantes (héthodes de SIEGEL, GEL'FOND, SCHNEIDER, ...).

C. L. SIEGEL, en 1929, fut le premier & envisager cette déuarche : en effet, a la
fin de son article sur les E-fonctioas [7], il fait plusieurs renarques sur la pos—
s3ibilité d'utiliser sa néthode pour 1'étude des G-fonctions ; or les fonctions al-

gébriques constituent un exemple typique de G-fonctions.

Cinquante ans plus tard, en utilisant des néthodes analogues & celle de 3IBGEL,
P. BUNDSCHUHE et V. G. SPRINDZUK aboutiront sux résultats nentionnés plus haut.

La démomstration duthéorene 2, dont nous allons uaintenant exposer les grandes lignes,
et qui généralise celle de P. BUNDSCIUH, s'appuie, elle, sur un développenent de la
néthode de GEL'FPOND ([ 107, Chepitre 3).

Nous supposerons dans un prei.ier terps que 9 le diviseur de P(g , Y) consideré

dans 1'énoncé du théordue 2, est un polyndue irréductible dans K Y] .

Les constantes fi , 1 £1i<£8, intervenant dans la déuonstration du théorére
sont des quantités positives ne dépendunt que de P et de Y , excepté les fB,v ’
v décrivant MK , qui dépendent aussi de v , nais dont le produit est convergent
et ne dépend 1lui, que de P et de Y . D'autre part, il est clair que l'expression
3 najorer dans 1l'énoncéd du théordue 2 est inférieure & h(E€) . Nous pouvons donc au
cours de la déuonstration (ce que je ferai plusieurs fois sans le dire) supposer que

h(g) est assez grand (supérieur 3 une constante (ne dépendant que de P et de Y )).

lre étape : Construction de fonctions auxiliaires possédant de nonbreux zéros.

.—.——“

Y] ([ 1 de81—

5
gnant la partie entidre) ; on construit un polyndéne non nul Z 3 éi j X !
7 9

Soient L >0 un entier, et p 1'entier défini par p = [

& coefficients dans k , vérifiant :
(a) degy v <p, degy 2 <degy P .

(v) 81 ves(g, q), alors
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10 3 = ¢(x, Y&) a un zéro d'ordre supérieur & L en O

v ?

20 év a un zéro d'ordre supérieur & L en §,

() n(9) s UFEHu() + 1) Vn(g) + £, + ol1)) ,

b
—~
Ot
N

- L K S oe H (6
T [k Q) E%eﬂk d, log Hv(%)

et HV(Q)zmaxiléijiv; 05isdegy ¢35 05jSdegy 8}

I1 s'agit de trouver une solution non triviale et '"pas trop grande' & un systéne
d'équations lindaireus, on utilise pour ceci un leure de 3iegel bien adapté a la si-

tuation (du type de celui qu'utilise E. BOIBIERI dans [1]).

On dispose de p dng P inconrues ; voyons quel est le nonbre d'équations du sys-

ténea,.

La condition (b-1°) est inddpendante de ve 3(%, Q) . In effet, les développe-
uenvs de Taylor a l'origine des @v sont tous dzaux & &(X% ,41) . Ensuite, les coef-
ficients des équations qui traduisent cette condition, dtant des sommes de produits
de TE , appartiennent & K . La condition (b-1°) est donc Tinalewent dquivalente 2

L[K : k] é&quations.

Montrons que la condition (b~2°) ne dépend égalcenent pas de v e S(g , Q) . On

peut supposer que P&(g , Yv(é)) # 0 . Les coefficients (yu ) du développement

» v 20
de Taylor des Yv en £ sont alors tous déter:inds a partir du preuier par une

relation de récurrence sur k (préciséduent y = AI(V . ) ou

hl’ ) O’i ,i
e vee
A.ek(AW I} . ,X) )l

D'autre part, si vy et 5

jugués sur k car on a supposéd Q irrdductible sur k . On dAéduit des deux remar-

sont dans 3(g, ), Y_ (&) et ¥_(&) sont con-
v, Vs

ques précédentes que les développerients de Taylor en £ des %r,oﬁ ve3(y,Q) sont
conjunidés sur K o & dStant & cocfficionts dans k , ceux des év , OU VES(g,Q% 1e

sont ansed,la condition (b~2°) ne dépend dnnc effectiverient pas de v € S(g , Q) .

Les coefficients des équations traduisant la condition (b—2°) gont ici dans un
corps de degréd sur k égal & deg Q (deg Q = [k(Yv(g)) : kX]) . La condition (b-2°)

est donc équivalente-a L deg Q équations.

La condition de¢ résolubilité du svstiue s'éerit donc :
P dng P> L([K : k] + deg Q) .
Elle est réalisde dds que h(g) est suffisanuwent grand.

Lo letwe de Sicgel garantit alors l'existence d'une solution non triviale dans
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pdeg )
k dont la hauteur est najorée en fonction de la hautcur des coefficients du

systéue « Il s'agit donc maintenant pour obtenir (c) de najorer la hautsur des coef-
ficients des développenents de Taylor en 0 et en £ des I& . C'legt sflirement la
partie la plus technique et la plus longue de la déuonstration, nous n'en donnerons
que les arguzents essentiels. Disons seulenent que le probléme consiste & obtenir

2 0, d'une série

50 I X" vérifient F(X , y) =0 o Fe ¢[X, Y] (§ désigne la

cldture algébrique de _g) .

des uajorations des valeurs absnlues des coefficients _ n>0
ym ’

forrelle y = 2

Pour les places finies, on utilise le thdormue d'Eisenstein [4], on a, pour tout

nzl,

L=
PP T

T é&tant la constante d'Hisenstein de la série y .

Pour les places archinedicnnes, on utilise les inégalités de Cauchy, ce qui donne,

pour tout =0,

M(r)
lymlv S 5"

ou 0 <r < Rv et M(r) = sup|xlv=r Iy(x)lv .

Lo difficulté réside dans la nécessité d'obtenir des rdsultats précis et complete-
uent explicites de fagon 3 pouvoir les appliquer au développenent de Taylor des

Yv en 0, et surtout en € .

2e étape :
dng ¢ < deg, P, donc o(X, ¥) £0;

alors 4 = VX(Q(X , ¥)) <+ o . (V, désigne la valuation X-adigue dans [fx17 .)

X
On note § 1le coefficient de X* dans (X, ¥) ; & est un élément de K non
nul. A ce niveau de la méthode, on utilisec un arguuent arithnétique, ici la formule

du produit :

(3) Moy lsly =1

3e étape : Majoration des lELJ .

On distingue 2 types de najorations suivant que v appartient

=N

ou non. (Rappelons que MK(g) est 1'enserble des places v de

lsl, <1).
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Si ve S AnM(E) :Ona §= . %, . m,. oules mn, ., t des somr
S # s(g, Q) IK(§) %43 1,5 % ol le ,; sont des sonzes
de produits de ﬂm ; on en déduit, en utilisant les majorations faites & la fin de

la lre étape, que

1l

- < - ” A . . - s £ 3
lo]v <o, H&(&) f v ou [y =p si v est archinédienne

1 sinon.

1l

Py

si v es(g , Q) erK(é) : (n utilise ici un arguuent analytique. On applique 1le

principe du naximun & la fonction

QV(X)

G ¢ x |==>-
1
v *(x - €)

définie sur B(O , Rv) , qui, par construction du polynbue & , est strictement ana-
lytique sur toute boule ferumée de B(o , Rv) , et qui prend la valeur

Gv(O) = &(= g)"L en O . On obtient

- L N oL ot s . -
|6|v_5 o ]§|v Hv(&) fB,v ou p, est défini couue précedemuent .

En reportant dans (3), on obtient :

K _
(4) 1S ol eg(g,q) min (15 1810 T/ KR o (n(0) ff‘L .

4e étape : Leune de zéros.

L'objet de cette étape est d'obtenir une najoration de 2 , L'ordre en O des
@v . On utilise pour ceci un lemne de zéros classique (voir par exenple [ 2] lemme
1). P é&tant irréductible dans kX , Y], R 1le résultant per rapport & la ve~
riable Y des polynbmes P et & , est un polyndme en X , non nul ; il est facile
de voir que l'ordre en O de a(x , X) , 4, cst najoré par l'ordre en O de R,
lui-néme najoré par deg R . Ce qui domne :

2 <
4D dng.P + f5 .
En reportant ceci dans (4), et en utilisant la uajoration de h(&) donnde dans
la preuniére étape, on obtient :
, 1 )3 K . , deg Q . e
=< d i ————— 5 / + .
0 < L[FE—Tfij VGS(g,Q) v log u1n(1 , |§| ) + 5 h(%) + f6'Vh(§) f7 + o(l)]

v dng

I1 suffit alors de diviser per L , puis de le faire tendre vers + « , pour ob-
tenir 1l'une des deux indgalités annoncées dans le théoreue, la minoration de 1'ex-

pression

ool € = 1 K i o .d-'g-g——g‘-_ h .
\PQE ’ Q) = m ZVES(?,,Q) dV log Lln(l 9 Iglv) + dng 7 (g)
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Nous avons établi cette inégalité dans le cas o Q est irréductible dans X[ Y] ;

pour étendre ce résultat au cas général d'un polyndme Q divisant P(€, Y) dans

K[Y], on utilise la renarque suivante :

Si Ql et Q2

eux dans K Y] , alors S(§ , Q1 Q2) est 1la réunion disjointe des ensembles

s(5, ) et 8(5, q,) .

sont 2 polyndres divisant P(E€ , ¥) dans k[Y] , premiers entre

Quant & la majoration de @(g , ) (1a seconde inégalité annoncée dans le théoréne)

on la déduit en fait de la ninoration en utilisant le fait suivant :

5i P(§, Y)=qP, o T e k[Y], alors

I(Q(é 5 Q) + CP(‘: 9 T)}SfS .

o
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