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UNE VERSION EFFECTIVE DU THEOREME D’IRRÉDUCTIBILITÉ DE HILBERT

Pierre DÈBES (*)

Groupe d’ étude d’Analyse ultramétrique
(Y. G. CHRISTOL, P. R0B13.1)
10e année, 1982/83, n° 10, 10 p. 31 janvier 1983

Introduction. - Nous nous intéressons dans cet exposé à. la structure arithmétique
des polynômes spécialisés P(x , Y~ , où P est un polynôme irréductible dans

y k est un corps de nombres, et x un élément de k .

Il n’ existe. aucune raison a priori pour que P(x , Y) soit irréductible dans

k[Y] ; cependant tous les travaux réalisés sur la question Montrent que l’ensemble
des éléments x de k tels que P(x , Y) soit irréductible dans k[Y] est "gros",
en des sens divers ; p par exemple, d’après le théorème d’irréductibilité de Hilbert

[ 5], qui est le point de départ des investigations ultérieures, cet ensemble est

infini.

Mais jusqu’à ces dernières années, on ne disposait pas de résultats effectifs,
c’est-à-dire des résultats disant où sont, et où ne sont pas, les éléments x de

k exceptionnels" (ceux pour lesquels Y) se décompose dans ), disant

si un élément donné x de k est, ou n’est pas, " exc epti onnel" , enfin s’il 

comment se décompose P(x , Y) . Les théorèmes 1 et 2 de cet exposé, qui généralisent
des résultats de P. et de V. G. SPRINDZUK ([ 8]; [9 J) apportent quelques
éléments de réponse à ces questions.

Notations. - Les valeurs absolues v d’un corps de nombres F seront normali-

sées de telle façon que :

- si v/p si v prolonge la métrique p-adique sur ^~ , p étant
un nombre premier)

- si v/~ (c’est-à-dire si v est archimédienne),

-- ~ x ~ pour tout entier rationnel x.
v

( 1 1 désignant la valeur absolue usuelle sur £1 ) .

Si v est unc place de F , nous noterons v le complété de F pour la métrique

v , et le degré local de la place v par ra pp ort à Q défini par :

(*) Pierre DEBES, Institut Heyiri Poincaré, ERA 979, 11 rue Pierre et Marie Curie,
75231 PARIS CEDEX 05.
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MF désignera l’ensemble des valeurs absolues normalisées de F .

Si x est un nombre algébrique, ~(x) désignera la hauteur logarithmique absolue

de x définie de la manière suivante : i si F est un corps de nombres auquel x

appartient

Il est classique que cette définition ne dépend corps F conte-

nant x.

1. Un résultat d, ’ irréduc tibgl it é .

k un corps de nombres, et P un polyrlône irréductible dans Y] .

On suppose en outre que P vérifie l’hypothèse suivante, notée 

U Il existe une série formelle Y Jf à coefficients t;m ~ Q , a1-

gébriques vérifiant

Soit K le corps k«(~)D~) ; il est facile de voir que K est un corps de

nombres.

THÉORÈME 1. - II existe deux constantes a , b , strictement positives, ne dépen-

dant que de P, telles que:

Si S est un nombre algébriqu.e non nul, d rentier positif, v une place du

corps K(~) , et si

alors est divisible dans par un polynôme irréductible dans

de degré strictement supérieur à d. 

Pour conclure à l’irréductibilité du polynôme Y) sur k(~) , il suffit de

vérifier que la condition (l) du théorème 1 est réalisée pour d = degy P - 1 .

D’ ai l leurs à cause de l inégalité triviale : 
:1

le nombre d = deg P - 1 est la valeur maximale de d pour laquelle la condition

(1) peut être réalisée.

Le théorèue 1 généralise simultanément deux résultats, l’un de P. BUNDSCHUH ([2],

Théorène l), l’autre de V. G. SPRINDZUX ([ 8 J, Théoreme 1 ) ; dans l’énoncé de P.
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BUNDSCHUH, v est archimédienne, k = Q et les constantes a , q b dépendent aussi

du degré de § ; quant à l’énoncé de V. G. SPRINDZUK, il correspond au cas particu-

lier du théorème 1 où k = K == Q y P est absolument irréductible (c’est-à-dire
irréductible sur la clôture algébrique de 2), s est un noubre rationnel, v une

place finie de Q et d = deg F - 1 ; en outre, dans ces deux énoncés, on fait

sur P l’ hypothèse suivante que nous noterons ~(H’) : .

n existe un nonbre algébrique vérifiant

Il est classique que si P vérifie (~) ~ alors P vérifie (H) avec K = k(1’ ~ .

Dans le cas d’un élément § de k, y non nul, tel existe une unique place

v de K telle que ) §) v  1 (par exenple, si ~ = pn ,où p est un nombre pre-

mier non décomposé dans K, c’est-à-dire tel que l’idéal engendré par p dans

l’anneau des entiers de K soit une puissance d’un idéal premier, et n est un en

tier supérieur à 1 ) la condition (1), avec d = degy P - 1 , s écrit

On déduit donc du théorème 1, le résultat suivant :

COROLLAIRE. - Soit S un élément de k~ tel que =={.v==M~ ; 1 slv  1)
ait exactement un élément.

Si h(~)&#x3E;]~ (où hO est une constante positive ne dépendant que de P et de

X ), alors Y) est irréductible dans k[Y’] .

Remarque. - Si K = Q (cas traité par SPRINDZUK dans [81), le corollaire s’appli-

que aux § de la forme où n est un entier supérieur à 1 et p un nombre

premier quelconque.

Intuitivement, le résultat du corollaire signifie que si un nombre § est 

tiquement simple", alors P(§ , , Y) est lui aussi arithmétiquement simple dans k[ y] 0

Le théorème 2, plus général que le théorème 1, va mettre en évidence un lien entre

la structure arithmétique de § (la décomposition de l’idéal fractionnaire engendré

par ~ dans 1~anneau des entiers de K, qui interviendra dans l’énoncé par l’inter-

médiaire de l’ensemble des places v de K telles que  1 ) et celle de

P(§ ? Y) (décomposition ei&#x3E;, irréductibles de l’anneau principal k[Y]).

Soient k, P ? r K comme dans le paragraphe 1. Pour toute place v de K,

nous noterons R v le rayon de convergence de la série formelle Y pour la métri que v -

A cause du choix des normalisations des valeurs absolues que nous avons fait, R
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ne dépend pas du corps k ; si ka est le corps engendre par Q et les coefficients

de P , et K,. le corps k-.((l.) .,.) y alors R est égal au rayon de convergence

de Y dan.s le complété de Ka pour la restriction de v à KQ .
, 

D’autre part y pour toute place v de K y Rv est stricteuent positif. Si P

vér ifie l ’hypothèse (H’) , c’est simplement une conséquence du théorème des fonctions
implicites. Dans le cas où P vérifie seulement l’ hypothèse (H) , il faut recourir
à des résultats plus sophistiqués " le théorème [4] pour les places

finies, et le théorème de Frobenius-Malgrange r 61 pour les places archimédie-nnes

(il est classique que la série formelle Y étant algébrique sur k(X) est solution,

formelle, d’une équation différentielle linéaire à coefficients dans k(X) à points

singuliers réguliers ; diaprés le théorème de c’est une solu-

tion convergente).

La série formelle Y induit donc sur la boule ouverte .

une fonction Y y strictenent analytique sur toute boule fermée do B(O, et

vérifiant :

Le théorème suivant est le résultat principal de cet exposé.

2. - Il existe deux constantes A y B positives ne dépendant que de P

e~t ~ ~ ayant la propriét é suivante :

est un éléuent de k , non nul, Q un polynôme dans k[ Y] divisant

P(§ , Y) dans k[Y] 9 et Q) l’ensemble des places v de K vérifiant :

Alors

Le résultat du théorème 2 est complètement effectif : les constantes A et B

sont toutes deux calculables à partir des données ; ,je donnerai une valeur

explicite pour ces constantes. Notons aussi que, quitte à les grossir un peu, on

peut demander à ces constantes de ne dépendre que de P : il n’y a en effet qu’un

nombre fini de séries formelles (au plus degy P ) vérifiant l’hypothèse (H). V. G.

a démontré le théorème 2 en 1982 [9] dans le cas où P est absolument

irréductible et vérifie l’hypothèse (H’) avec e k (et donc K ~ k ). (En fait

l’hypothèse d’irrédu.ctibilité absolue est dans ce cas superflue puisqu’elle résulte
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de si K = k. ). ~’ autre part y A et B dépendent également
du corps k .

On peut interpréter le théorème 2 comme un résultat sur la distribution des 

qui sont définis, de l’ensei;ble des racines de , Y) . En effet,
d’après la formule du produit,

l’inégalité (2) du théorème 2 signifie donc , quJà un 0(h(§)-1/2) près, la probabi-
lité (selon la loi image par l’application v 2014&#x3E; d" log v 

) qu’a une place v ,

dans MK(§) = t v ~ M, ;  d’appartenir à un ensemble du type S(§ , Q)
(Q étant un diviseur de p(S, y Y) dans k[Y"i) , c’est-à-dire la probabilité qv ’ a

un d’être une racine de Q, y est dog ce qui est 

vement naturel.

En particulier y si P est absolument irréductible, les qui sont définis,

sont (toujours à un terme d’erreur près) équidistribués à l’interieur des racines

du polynôme P(§ , Y) .

Disons enfin qu t à la lumière de cette interprétation du théorème 2, on comprend

mieux pourquoi son résultat est banal dans les cas extrêmes k et Q - P(~, Y)~

Le théorème 1 se déduit facilement du théorème 2 (nous le montrerons en détails

dans [3]).

Le résultat que nous donnons maintenant généralise le corollaire du théorème 1 et

corrobore l’idée que l’on en avait dégagée selon laquelle plus un nonbre § est

"arithmétiquement simple", Bains la structure arithmétique de ?(§ Y) est com-

plexe.

COROLLAIRE. - Soient § un élément non nul de k y et p( g , Y) : u Q11 , ... , Q22
la décomposition de ?(ë y Y) en polynômes irréductibles distincts  de l’anneau

h( s) &#x3E; h (où h est une constante positive ne dépendant que de P et
de Y), et si désigne l’ensemble des places v dû K telles que § 1,
alors

Démonstration. - On déduit aisément du théorème 2, l’ existence d’une constante

0 vérifiant : ô E k et h(§) &#x3E; alors, pour tout polynôme Q divi-

sant P(~ , , Y) dans k[Y] tel que on a

L ’ 
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est donc surjective. L’inégalité demandée en résulte.

3. du théorème 2

On remarque tout d’abord que ce que l’on veut obtenir, c’est une estimation de

deg Q qu.i, si Q est un polynôme irréductible dans est égal au degré sur

k des Y v (ç) où v décrit Q) .

Le problème consiste donc en une étude arithmétique de valeurs de fonctions algé-

briques ;on va le traiter en utilisant des méthodes développées pour l’étude de va-

leurs de fonctions transcendantes (méthodes de SIEGEL, ...).

C. L. en 1929~ fut le premier à envisager cette démarche : en effet, à la

fin de son article sur les [7J, il fait plusieurs remarques sur la pos-

sibilité d’utiliser sa méthode pour l’étude des or les fonctions al-

constituent un exemple typique de G-fonctions.

Cinquante ans plus tard, en utilisant des méthodes analogues à celle de SIEGEL,
P. BUNDSCHUH et V. G. SPRINDZUK aboutiront aux résultats mentionnés plus haut.

La démonstration du théorème 2, dont nous allons maintenant exposer les grand.es 

et qui généralise celle de P. BUNDSCHUH, s’appuie, elle, sur développement de la

méthode de FOND ( [ 10 J, Che,pitre :3).

Nous supposerons dans un premier temps que Q le diviseur de P(§ , Y) considéré

dans l’énoncé du théorème 2, est un polynôme irréductible dans k( y] .

Les constantes f. 9 1 ~ i ~ 8 , intervenant dans la démonstration du théorème

sont des quantités positives ne dépendant que de P et de Y , excepté les f ,
v décrivant MK , qui dépendent aussi de v , mais dont le produit est convergent

et ne dépend lui, que de P et D’autre part, il est clair que l’expression
à majorer dans l’énoncé du théorème 2 est inférieure à 11( g) . Nous pouvons donc au
cours de la démonstration (ce que je ferai plusieurs fois sans le dire) supposer que
h( ~) est assez grand (supérieur à une constante (ne dépendant que de P et 

Ire étape : Construction de f onctions auxiliaires possédant de nombreux zéros.

Soient L &#x3E; 0 un entier, et p l’entier défini par p = ( [ ] dési-

gnant la partie entière) ; 9 on construit un polynône non Xl Yj
à coefficients dans k, y vérifiant : 1
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1° ~ = ~(x , Y ~ a un zéro d’ordre à L en 0 ,v v

2° 03A6v a un zéro d’ordre supérieur à L en ;,

où

Il ;-1 de trouver une solution non triviale et "pas trop à un système
d’ équations linéaires, on utilise pour ceci un lemme de bien adapté à la si-

tuation ( du type de celui E. BOMBIERI 

On dispose de p P voyons quel est le d’équations du 

La condition (b-1° ) est indépentdante de v ~ S( § , Q) . ef ."et, 

uents de Taylor à l’origine des sont tous égaux à 03A6(x, Y) . Ensuite, les coef-
ficients des équations qui traduisent cotte Condition, étan,t des de produits
de appartiennent à K . La condition (b-lo) est donc équivalente à

L[K ô k~ équations.

Montrons que la c ondition (b-2° ) ne dépend également pas de v E S ( § , Q) . On

peut supposer que P’Y( § , Yv(§)) ~ 0 . coefficients (y du développement
dû Taylor des Yv en § sont alors tous à. partir du. premier par une

relation récurrence sur k (précisément , ... , où

A E k(X0 , ... , X ) ) .

part, si Vl et v2 sont dans S(§ , r7) , , y 
Vi V2 

( y) sont 

jugués sur k car on a supposé Q irrédu.cti ble sur k. On dédui t des deux 

qu.es précédentes que les développements de Taylor en § des Y , où V E S( sont
v

sur 
. 

à coefficients dans k, ceux où le

sont amasi, la condition (b--2°) ne dépen.d effectivement pas de v E , Q) .;

Les coefficients des équations traduisant la condition (b-2° ) sont ici dans un

corps de degré sur k égal à = [k(Yv(S)) : kl) . La condition (b-2° )
est donc équivalente . à L deg Q équations.

La de résolubilité du s t écrit donc :

p degY P &#x3E; kl + Q) .

Elle est réalisée dès que 11( ~) est 

Lü de alors l’existence d’une solution non triviale dans
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k dont la hauteur est majorée en fonction de la hauteur des coefficients du

Il donc naintenant pour obtenir (c) de la hauteur des coef-

ficients des développements de Taylor on 0 et en § des C’est sûrement la

partie la plus technique et la plus longue de la démonstration, nous n’en donnerons

que les arguments essentiels. Disons seulement que le consiste à. obtenir

des Majorations des valeurs absolues des coefficients Yu’ tl.;: 0 , d’une série

fornelle y = Z - y XU vérifiant F(X , y) = 0 où F E Y] (Q désigne la

clôture algébrique 

Pour les places finie, on utilise le d’Eisenstein [4], on a, pour tout

T étant la constante d’Eisenstein de la série y .

Pour les places archimediennes, on utilise les inégalités de Cauchy, ce qui donne,

pour 

La difficulté réside dans la nécessité d’obtenir des résultats précis et complète-

ment explicites de façon à pouvoir les appliquer au développement de Taylor des

Yv en 0 , et surtout en g .

2e étape :

alors 1 = vx(ç(X , Y))  + aJ o (V désigne la valuation X-adique dans 

On note ~ le coefficient de dans i(X, Y) ; ’0 est un élément de K non

nul. A ce niveau de la méthode~ on utilise un argument arithmétique~ ici la formule

du produit :

3e étape : Majoration 
pn distingue 2 types de majorations suivant que v appartient à S(§ , Q) n MK (§)’ ’" 

. 
" -K

ou non. (Rappelons que MK( §) est l’ensemble places v de K telles que

) g) v  .
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Si Q) On a Ô = 2: . $..Li.. où les n.. sont des songes
..r.....,_.,._ .........._ .....~..r..,......._...,. 1, J 1,J 1J 1.J

de produits de on en déduite en utilisant les majorations faites à la fin de

la 1re étape y que

Si Q) nMK(§) : On utilise ici un argument analytique. On applique le
principe du maximun à la fonction

définie sur B(0 , R ) , qui, par construction du polynôme 03A6, est strictement ana-

lytique sur toute boule fermée de B(0 , R ) , et qui prend la valeur

G (0) = à(- en 0 . 0n obtient: .

v

où p est défini comme précedemment .

En reportant dans ( 3 ) , on obtient : 1

4e étape : Lemme de zéros.

L’objet de cette étape est d’obtenir une Majoration d~; ~~ 9 l’ordre en 0 des

. On utilise pour ceci un lemme de zéros classique (voir par exemple [2] lemme
1) . P étant irréductible dans R le résultant pcir rapport à la Va-

riable Y des polynômes P et 03A6 , est un polynôme en X , non nul ; il est facile

de voir que l’ordre en 0 de Y) y ~ y est majoré par 1’ordre en 0 de R ,

lui-même majoré par deg R . Ce qui donne : 1

En reportant ceci dans (4) , et en utilisant la uajoration de h(~) donnée dans

la prenière étape, on obtient : 1

Il suffit alors de diviser par L, y puis de le faire tendre vers + co ~ pour ob-

tenir l’une des deux inégalités annoncées dans le la ninoration de l’ex-

pression
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Nous avons établi cette inégalité dans le cas où Q est irréductible dans 

pour étendre ce résultat au cas général d’un polynôme Q divisant P(§ , Y) dans

on utilise la remarque suivante 1

Si Q et sont 2 polynômes divisant P(~ ~ Y) dans premiers entre

eux dans k~ Y~ 9 alors S( ~ , Ql Q2) est réunion disjointe des ensenbles

S(g , Q1) et S(S, Q2) .
Quant à la majoration de (la seconde inégalité annoncée dans le théorème)

on la déduit en fait de la uinoration en utilisant le fait suivant :

Si P(§ , Y) = QT , où Te k[Y] , alors

./ "
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